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Prova scritta di MECCANICA RAZIONALE
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1. Un sistema meccanico giace nel piano verticale ed è costituito dai seguenti elementi
rigidi

• Un’asta di lunghezza L e massa m incernierata ad un estremo (punto O in figura)

• Una lamina circolare con centro fissato in un punto A dell’asse x distante h da O.
La lamina è libera di ruotare attorno ad A.

I due rigidi sono connessi da una molla con lunghezza a riposo nulla che ha per estremi
il punto B dell’asta ed un punto P appartenente alla circonferenza del disco. Inoltre,
sull’estremo in cui la molla è collegata al disco agisce una forza esterna Fr = îf0 con f0
costante ed î versore dell’asse x.
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• Scrivere la Lagrangiana del sistema.

• Determinare le configurazioni di equilibrio (senza lo studio della stabilità) as-
sumendo f0 = ch.

2. Si consideri un sistema di riferimento modible definito dalla terna di versori v1 =
cos(t)̂i + sin(t)̂j, v2 = − sin(t)̂i + cos(t)̂j, v3 = k̂, dove t è il tempo e î, ĵ, k̂ sono i
versori della terna fissa. Determinare la velocità angolare del riferimento mobile utiliz-
zando il teorema di Poisson.

Soluzione: Lagrangiana
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Coordinate dei punti significativi

B −O =L
(̂
i cos(ϕ) + k̂ sin(ϕ)

)
P −O =î (H −R cos(ω)) + k̂R sin(ω)

B − P =î (L cos(ϕ)−H + R cos(ω)) + k̂ (L sin(ϕ)−R sin(ω))

|B − P |2 =L2 + H2 + R2 + 2R cos(ω) (L cos(ϕ)−H)− 2LR sin(ϕ) sin(ω)− 2LH cos(ϕ)

La forza esterna applicata è associata alla seguente energia potenziale

UF = −f0x + C

Si verifica immediatamente che Fr = −∇UF . Scegliamo la costante C = 0. Energia potenziale
del sistema

U(ϕ, ω) = mgzG︸ ︷︷ ︸
Asta

+
c

2
|B − P |2︸ ︷︷ ︸
Molla

+UF (xP (ϕ, ω))

= mg
L

2
sin(ϕ) +

c

2

(
L2 + H2 + R2 + 2R cos(ω) (L cos(ϕ)−H)− 2LR sin(ϕ) sin(ω)− 2LH cos(ϕ)

)
− f0 (H −R cos(ω))

Energia Cinetica

T (ϕ, ϑ, ϕ̇, ϑ̇) =
1

2
IOyyϕ̇

2︸ ︷︷ ︸
Asta

+
1

2
IAyyω̇

2︸ ︷︷ ︸
Disco

=
1

6
ml2ϕ̇2 +

1

4
mR2ω̇2

Equilibrio

∂U(ϕ, ω)

∂ϕ
=

mgL

2
cos(ϕ) + cL (sin(ϕ) (H −R cos(ω))−R cos(ϕ) sin(ω))

=
mgL

2
cos(ϕ) + cL (H sin(ϕ)−R sin(ϕ + ω))

∂U(ϕ, ω)

∂ω
= cR (− sin(ω) (L cos(ϕ)−H)− L sin(ϕ) cos(ω))− f0R sin(ω)

= sin(ω) (−cRL cos(ϕ) + cRH − f0R)− cRL sin(ϕ) cos(ω)

= −cRL (cos(ϕ) sin(ω) + sin(ϕ) cos(ω)) + sin(ω) (cRH − f0R)

= −cRL sin(ϕ + ω) + R sin(ω) (cH − f0)

Usando f0 = cH si determinano i punti di equilibrio

∂U(ϕ, ω)

∂ω
= 0⇒ sin(ϕ + ω) = 0

∂U(ϕ, ω)

∂ϕ
= 0⇒ tan(ϕ) = − mgl

2cLH
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