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Capitolo 1

RICHIAMI di DINAMICA del
PUNTO MATERIALE
VINCOLATO

1.1 Prima analisi del concetto di vincolo

In questo capitolo si studia la dinamica di un punto materiale vincolato a muoversi
su una superficie o su una linea assegnate, nota ’azione della forza agente sul punto.

Prima di passare al problema del moto del punto, & necessario introdurre alcune
considerazioni di tipo geometrico sui vincoli, per poi passare all’aspetto dinamico del
problema, ovvero allo studio dell’azione del vincolo sul punto.

Innanzitutto introduciamo il concetto di vincolo, limitandoci al caso di un punto,
utilizzando un formalismo che sara facilmente generalizzabile nella dinamica di un
sistema di punti.

Assegnare una configurazione significa assegnare la posizione del punto P nello
spazio fisico R3. Il punto si dice libero se non si impongono limitazioni alle coordinate
di P. Il punto si dice vincolato nel caso invece che si impongano limitazioni alle
coordinate di P.

Con riferimento ad un sistema di riferimento cartesiano, si chiama vincolo
semplice una limitazione alle coordinate di P date dal legame

f(xvya Z) =0, (11)

dove f & una funzione sufficientemente liscia. L’analisi insegna che (1.1)) & una
superficie di livello zero della funzione f. Si richiede che ’insieme

V= {(m,y,z) eR?: f(z,y,2) :O}

sia non vuoto e che

(gi)Q + (gi)Q + (Z)Q £0; V(z,y,2) € V. (1.2)

Allora nell’intorno di ogni punto di V, una almeno delle variabili & esprimibile in
funzione delle altre due, e quindi il numero delle variabili indipendenti si riduce a
due.
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4 z2=—ar+b

Figura 1.1: Vincolo dell’Esempio 2

Esempio 1.1. Si consideri il vincolo ax + by + cz = d con a,b,c,d # 0. La superficie
di livello € un piano. Poiché tutte e tre le derivate parziali sono diverse da zero, si
puo scegliere una qualsiasi delle coppie di coordinate ed esprimere la terza in funzione
di esse.

EsEmp1O 1.2. Si consideri il vincolo f(x,y,z) = ax+ z —b, con a,b# 0. Dobbiamo
scegliere due coordinate, ed esprimere l'altra in funzione delle due. Consideriamo le

derivate parziali
of _ of _, 9f

et
Ox Oy 0 0z 70,

L’analisi insegna che si puo esplicitare solo le variabili x o z, rispetto alle quali

la derivata ¢ diversa da zero. In questo caso, si puo esplicitare o la variabile z:

2z =b— ax o la variabile x: x = I’TTZ.

a # 0,

ESEMPIO 1.3. Si consideri il vincolo 2% 4+ y? + 2% = 12, con r > 0. La superficie

di livello e una sfera di raggio v, anche in questo caso si puo scegliere una coppia
qualsiast di coordinate, ma occorre fare attenzione perché la terza puod essere espressa
solo localmente. Si noti che le coordinate sferiche sono piu adatte a rappresentare
tale superficie.

Fissato il valore di r, le due coordinate 6 e ¢ sono legate dalle relazioni

T = rsinfcosp
y =rsinfsinp
z=rcosf.

ESEMPIO 1.4. Si consideri il vincolo 2% 4+ y? + 2% = 0. La superficie di livello si
riduce al solo punto (0,0,0), le ipotesi non sono soddisfatte ed il vincolo non é dunque
ammissibile.
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Se indichiamo con ¢, g2 le coordinate che esplicitano la superficie in un opportuno
intorno I; x I, si puo scrivere

r = z(q1,q2)
y=y(q,q) , (q1,q) €1 xI.
z = z(q1, q2)

La (1.2) equivale al fatto che la matrice

on oo
dq1  Oq
dy Oy
dq1  Oq
o1 0qo

abbia rango massimo (= 2).

In questo caso, ricapitolando, il vincolo semplice toglie un grado di liberta, due
coordinate ¢ e ¢go sono sufficienti per individuare la configurazione di P. ¢ e g2 sono
dette coordinate lagrangiane.

Se introduciamo una coppia diversa di coordinate lagrangiane (¢}, ¢5), allora la
matrice jacobiana della trasformazione

(q1,92) — (q1,45)

dovra avere determinante diverso da zero, in modo da avere la possibilita di passare
da una coordinata all’altra.
La (1.2 si puo scrivere anche come

of of of >
df = =—, =—, = 0, V eV.
gra f (8:1:', 8y7 82’ 7é J (x7 y’ Z)
of . : Lo : .
Se 0 # 0, ad esempio, allora localmente la coordinata y si puo esprimere in funzione
Y

delle altre due, cioé y = g(z, z), e le coordinate (z, z) sono sufficienti ad individuare

il punto P sulla superficie. Grazie al fatto che 90 ¢ diversa da zero nell’intorno di P,

or ) € oz 0z’
e costituiscono una base del piano tangente al vincolo f = 0, mentre il gradf e
normale al vincolo stesso.
Infatti e facile verificare che questi due vettori sono ortogonali al vettore gradiente
di f(z,y,2) =y — g(x, z) dato da

g = (2L2000) (00, _on
& S \ox’ oy’ 9z) \ oz’ 0z)’

Y
P P
I’analisi insegna che i vettori ?9 = (1, @ 0> or _ <0, @ 1) sono indipendenti
x

essendo

99 , 99 99 o\ 99 ‘99> ( 9 >_
( 8:6’1’ 82) (1’835’0)_0 ’ ( 8x’1’ 0z 0’82’1 =0
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Si chiama vincolo doppio una limitazione alle coordinate di P date dal sistema

fl(‘T?y’ Z) = 07
fa(z,y,2) =0,

dove f1 ed f5 sono funzioni sufficientemente lisce. Anche in questo caso, si richiede
che l'insieme

V= {(l‘?y’z) € R?) : fl(CU,y,Z) = 0Oe fQ(x’yvz) = 0}

sia non vuoto e che

dr 0Oy 0z

1.3
on of o )
or Oy 0z

abbia rango massimo (= 2), ovvero le normali ai vincoli siano fra loro indipendenti.
Allora nell’intorno di ogni punto di V, due delle variabili sono esprimibili in funzione
dell’altra. Sia ¢ la variabile indipendente, allora il vincolo in un opportuno intorno I
¢ rappresentato da una linea di equazione

z = x(q)
y=ylq) , qel
z=z(q

La matrice

1 00
010

ha rango uguale a due. La linea sul quale si muove P ¢é l’asse z, e si puo scegliere
proprio z come variabile lagrangiana.

La variabile ¢ puo essere una delle tre coordinate x,y, z, oppure no. Si pensi al
seguente esempio.

ESEMPIO 1.6. Si consideri il vincolo costituito dal piano z = 0 e dalla sfera x* +
y? + 22 = 1. Il punto ¢é cosi vincolato alla circonferenza x* + y?> =1 sul piano z = 0.
Invece della coordinata x, oppure y st puo scegliere l’angolo ¢ per individuare la
configurazione del punto P.

Si chiama vincolo triplo una limitazione alle coordinate di P date dal sistema

fl(J:)y’Z) :07
f2(x7y7 Z) =0,
f3(l"y7 Z) = 07

dove f1, fo ed fs3 sono funzioni sufficientemente lisce. Se la matrice jacobiana
corrispondente ha rango tre, allora la configurazione di P € univocamente determinata.
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Esempio 1.7. Si consideri il vincolo triplo costituito dai tre piani

axr + by + cz = d
dx + bVy + dz = d
a//x + b//y + c//z — d// .

Se la matrice corrispondente ha determinante diverso da zero, allora i tre piani sono
indipendenti e la loro intersezione si riduce ad un solo punto (nel casod =d =d” =0
lorigine del sistema di riferimento).

Nel caso di tre funzioni qualsiasi f1, fo e f3, il fatto che la matrice jacobiana
relativa ai vincoli f; = 0, fo = 0, f3 = 0, abbia rango massimo corrisponde alla
lineare indipendenza fra i tre piani tangenti, nel punto (x,y, z) intersezione delle tre
superficie.

Le definizioni date sopra sono facilmente generalizzabili al caso dipendente dal
tempo. Un vincolo di equazione

f(Pt) = f(x,y,2,t) =0, (1.4)

con l'ipotesi (|1.2]) data sopra per ogni tempo ¢, rappresenta un vincolo semplice
mobile.
Analogamente, si ha il vincolo doppio mobile

fi(Pt) = fi(z,y,2,t) =0,
fQ(Pat) = f2($7yvzat) =0,

ed il vincolo triplo mobile

fl(Pvt) = f1($,y,z,t) = 07
fQ(Pvt) = f2(x7y727t) =0,
f3(P7t) = f3(‘r’y7zat) = 07

dove fi1, fo ed f3 sono funzioni sufficientemente lisce dipendenti sia dalla posizione
che dal tempo.

Si osserva che tutti i vincoli sopradefiniti sono espressi da uguaglianze, e sono
detti vincoli bilateri, ma si possono considerare anche vincoli unilateri del tipo

f(Pt) = f(z,y,2,1) <0,

che caratterizzano regioni dello spazio, in generale variabili col tempo, delimitate in
ogni istante dalla superficie f(P,t) = 0. Il punto durante il suo moto per effetto delle
forze si puo muovere all’interno della regione, senza sorpassare la superficie che la
delimita.

1.2 Velocita virtuale e di trascinamento

Si consideri un punto P vincolato con un vincolo semplice mobile f(P,t) = 0,
che soddisfi la condizione (1.2)). Se z = x(t),y = y(t) e z = 2(t) ¢ la traiettoria di P
durante il moto, allora per ogni istante di tempo ¢ si ha

f(t),y(t), 2(t),t) = 0.
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~.
(11 quz
Figura 1.2: Base del piano tangente

Derivando rispetto al tempo si ottiene, in ogni istante ¢,

of . of . 0f, Of _

— — — — = 1.
3 3 T 5 B 0, (1.5)
che si puo scrivere come
gradf-ﬁ—l—% =0. (1.6)

La (|1.6]) definisce le velocita possibili compatibili con il vincolo, istante per istante.
In seguito a quanto detto nella sezione precedente, si possono scegliere due
coordinate lagrangiane ¢, ¢2 e quindi il punto P viene rappresentato come

P = P(Q1,QQ,t).

Derivando rispetto al tempo si ottiene

P QP 9P 9P

@ ot aR® o
Definendo
A~ OP . . oP . . OP
U=— 7= —
dq1 q1 g q2 ot
la velocita di P ¢ data dalla somma
T=v+7", (1.7)

dove ¥ ¢ detta velocita virtuale e * ¢ detta velocita di trascinamento.

Nel caso di un vincolo doppio mobile f1(P,t) =0, fo(P,t) = 0, con la condizione
(1.3]), derivando rispetto al tempo le relazioni f ed fs si ottiene, in ogni istante di
tempo ¢,

L 0f
dfy - — =0
gradfi - v+ ot ,
gradfg%_)'—i-—af2 =0,

ot
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Figura 1.3: Velocita virtuale e di trascinamento

che definiscono le velocita possibili compatibili con i vincoli, istante per istante.
Anche in questo caso, si puo scegliere una coordinata lagrangiana ¢ e quindi il
punto P viene rappresentato da P = P(q,t). Derivando rispetto al tempo si ottiene

ar OP . n oP
dt — Oq T 5
Definendo nuovamente la velocita virtuale e la velocita di trascinamento

_opP. 0P
Tt ¢V T

(ST

la velocita di P & data dalla somma @ = ¥ + 7*.

Prima di passare al problema della meccanica del punto, illustriamo il concetto
di velocita virtuale e di trascinamento.

Nel caso di vincolo semplice, si consideri la superficie V (¢g) e si disegni su di
essa le curve coordinate g; =costante e go =costante. Le derivate parziali g—g e gTIZ
rappresentano i vettori tangenti in (g1, ¢2) alle curve g; = costante e ga = costante.

La velocita virtuale ¢ la velocita compatibile col vincolo all’istante di tempo ¢ ed

¢ data da
oP oP .

=G0+ G
oqn 0q2

Indichiamo ora con V (¢1) lo spazio delle configurazioni all’istante t; > t.

La velocita virtuale sta sul piano tangente in (g (o), g2(to)), mentre la velocita
di trascinamento, essendo la velocita che si ottiene fissando i valori delle coordinate
lagrangiane in P(q1,g2,t), € la componente di ¥ che risulta tangente alla curva che il
punto percorrebbe (virtualmente) se al variare del tempo le coordinate (q1(to), g2(to))
si mantenessero costanti.

ST
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V(t)

Figura 1.4: Velocita virtuale e di trascinamento

Nel caso di vincolo doppio V (tg) e V(t1) sono due linee nello spazio, come si vede
dalla figura, la velocita virtuale & tangente a V (tg), la velocita effettiva & tangente alla
traiettoria del punto, mentre la velocita di trascinamento ¢ tangente alla traiettoria
che percorrebbe il punto se non si muovesse rispetto al vincolo.

EseMPIO 1.8. Si consideri il vincolo f(x,y,z) = 0 in R3, che si espliciti localmente
con z = g(x,y). Allora scelto ¢ = = e qo = y, il punto si rappresenta come

P:P(:Uay7g($7y)) :P(QMQZ); e si ha

oF _ (1,0739)7 . 9P _ (071,89)

Oq oq1 ol7p) Jg2
E facile verificare (come abbiamo fatto precedentemente) che il vettore gradiente
gradf con f =z — g(z,y) dato da

= (200 01 (L0 0
& Ox’ Oy’ 0z ox’ Oy’

¢ ortogonale ai vettori 22 ¢ 9L
dg1 ~ Oq2

1.3 Equazioni di moto per un punto vincolato

Sia (P, m) un punto materiale vincolato ad un vincolo bilatero semplice f(P,t) = 0
(o ad un vincolo doppio fi(P,t) = 0; fo(P,t) = 0). Sul punto P agisce una forza
direttamente applicata F = F (P,7,t). Sotto lazione della sola forza direttamente
applicata, la traiettoria del punto non potra soddisfare ’equazione vincolare e cio
potra essere possibile solo se durante il moto il vincolo esercitera sul punto P una
azione opportuna. Tale azione, detta reazione vincolare, congiunta a quella della
forza direttamente applicata servira a fare si che il moto risultante soddisfi istante
per istante ’equazione vincolare. Ovviamente le condizioni iniziali devono essere
assegnate in modo da soddisfare il vincolo.
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In un riferimento inerziale, ’equazione di moto di un punto vincolato e ’equazione
del vincolo sono date da

(1.8)

{ ma = F(P,7,t) + ¢(t),
f(Pv ) =0,

a partire da fissate condizioni iniziali, dove le incognite sono le tre coordinate (in
funzione del tempo t) e le tre componenti della reazione vincolare gi_;(t) Le equazioni
scalari corrispondenti sono 4, mentre le incognite sono 6: le tre coordinate di P(t) e
le tre componenti della reazione. Il problema ¢ dunque indeterminato, in quanto le
incognite sono piu delle equazioni.

Situazione analoga si ha per un punto vincolato ad una linea, le equazioni di
moto e del vincolo sono

o, (1.9)
0

dove le incognite sono ancora 6 mentre le equazioni sono 5 ma insufficienti, rendendo
ancora il problema indeterminato.

Fino a questo punto abbiamo caratterizzato un vincolo solo dal punto di vista
geometrico e quindi cinematico, senza caratterizzare come tale vincolo possa interve-
nire a modificare il moto di P sul vincolo stesso. Conviene decomporre la reazione
vincolare ¢(t) nella sua componente tangente al vincolo ¢;(¢) (o parallela alla linea
nel caso di vincolo doppio) e nella sua componente normale ¢, (t).

Per risolvere il problema del punto vincolato € necessario caratterizzare come il
vincolo interviene a modificare il moto di P sul vincolo stesso. Tale caratterizzazione
puo essere suggerita solo da fatti sperimentali, pensando a situazioni reali in cui il
vincolo si limiti a mantenere il punto sul vincolo senza frenarlo nel suo moto.

1.4 Vincoli lisci e principio dei lavori virtuali

Nel caso di un punto materiale vincolato ad una superficie o ad una linea, si puo
caratterizzare un vincolo richiedendo che la reazione sia ortogonale al vincolo stesso.

Definizione. Un vincolo bilatero semplice , oppure bilatero doppio (|1.3)), si
dice liscio se la reazione 5(25) ¢ in ogni istante di tempo ortogonale allo spazio delle
configurazioni, ovvero all’insieme delle disposizioni di P compatibili con il vincolo.

Nel caso di una superficie e di una linea ¢ facile esprimere le direzioni ortogonali
tramite il gradiente, ottenendo cosi nel caso di una superficie

8(t) = Mt)gradf
e nel caso di una linea intersezione di due superficie f{ =0 ed fo =0
B(t) = M (t)grad fi + Ao (t)grad fo.

Vediamo quindi come il problema ¢ risolto in quanto il numero di incognite ¢ ora
uguale al numero di equazioni. L’equazione di moto di un punto vincolato ad un
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vincolo semplice di equazione f(P,t) =0 ¢

HP.0) =0 (1.10)

{ ma = F(P,7,t) + \(t)gradf,
L’equazione di moto di un punto vincolato ad un vincolo doppio di equazioni f;(P,t) =
Oe fQ(P, t) e

=0, (1.11)
0

Le equazioni di moto e sono dette equazioni di Lagrange di 1¢
specie.

E importante dare ora una definizione di vincolo liscio, equivalente alla precedente,
che possa essere generalizzata quando studieremo un sistema di punti vincolati.

Ricordando la definizione di velocita virtuale, e facile verificare che imporre
I'ortogonalita della reazione rispetto al vincolo € equivalente a richiedere che la
potenza virtuale della reazione sia nulla. Naturalmente per fare questo sara necessario
calcolare la potenza della reazione “come se il vincolo non variasse nel tempo*.

Enunciamo ora un teorema che caratterizza un vincolo liscio per mezzo della
velocita virtuale.

Teorema 1.4.1. Un vincolo bilatero semplice (o doppio) é liscio se e solo se, in
ogni istante t ed in ogni punto P dello spazio delle configurazionsi, é

Wy = o(t) -

S

=0 (1.12)
qualunque sia la velocita virtuale .

La verifica di questo teorema si basa sulla definizione di velocita virtuale Te
sull’aspetto geometrico di .

A volte puo essere comodo introdurre lo spostamento virtuale 6 P dato da fz’dt, si
parlera quindi di lavoro virtuale anziché potenza virtuale. La definizione di vincolo
liscio puo essere assunta come una ipotesi di lavoro, che viene comunemente chiamato
principio dei lavori virtuali.

Nel caso di vincoli unilateri, il vincolo interviene sul punto quando questo si
avvicina alla frontiera, in tal caso la reazione sara sempre rivolta verso la parte degli
spostamenti virtuali, quindi I'ipotesi che il vincolo sia liscio si trasforma nel richiedere
che la potenza virtuale sia positiva o nulla

Wy >0

per ogni velocita virtuale, in ogni istante ed in ogni configurazione compatibile col
vincolo.

Vediamo ora che forma assume il teorema delle forze vive nel caso di un punto
vincolato.

Nel caso di vincoli lisci e fissi, le velocita virtuali coincidono con le velocita effettive,
quindi la potenza virtuale coincide con la potenza effettiva, e quindi la variazione di
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energia cinetica e tutta da attribuire alla potenza della forza direttamente applicata,
come nel caso di un punto libero.

Nel caso di vincoli lisci e mobili, si dovra invece tenere conto anche della potenza
della reazione. Calcoliamo la potenza della reazione vincolare (nel caso di un vincolo
semplice)

Wy(t) = ¢(t) - 7 = A(t)gradf - 7.

Ricordando la definizione di velocita possibile, si sa che

of
df - 7=-2L
e quindi
dr
P — M;F + |/]/¢ — ”/F _ /\g

dt ot
dove Wr e Wy rappresentano la potenza della forza direttamente applicata e della

reazione sul punto P, rispettivamente.
Nel caso di un vincolo doppio, la potenza effettiva e

—

W(t) = ¢(t) - v = A (t)grad fi - U+ A2(t)gradf, - 0.

Utilizzando le relazioni ottenute dalla definizione di velocita possibile

. 0f1
df 7= -2
gra fl v ot )
o 15)
si ottiene la nuova forma del teorema delle forze vive

dT 0f1 0f2
— =W Wy =Wpr —A({)—=— — \o(t)—=—.
dt P+ Wo=Wr =) 5 — 2%

1.5 Punto materiale vincolato ad una linea liscia

Nello studio di un punto vincolato ad una linea, puo essere conveniente introdurre
un sistema di riferimento intrinseco, dato dai versori tangente ¢, normale 7 e binormale
b. Come si insegna nei corsi di Analisi, data una curva, sufficientemente liscia, nello
spazio, € conveniente individuare la curva scegliendo ’arco s percorso dal punto P, a
partire da un dato punto iniziale, corrispondente alla lunghezza dell’arco stesso. Nel
punto P, relativo all’arco s, si determinano il versore tangente ¢, il versore normale 77
ed il versore binormale l;, a loro volta funzioni dell’arco s. Il moto del punto P viene
cosi determinato dalla conoscenza della legge s = s(t). Se la linea ¢ parametrizzata
da (z(t),y(t), z(t) (qui t rappresenta il parametro tempo), ’analisi insegna che ’arco
s ¢ dato da

s(t) = /Ot \/j2(7') + y2(7) + 22(7)dr .

Ricordando la forma dell’accelerazione in coordinate intrinseche, le equazioni di moto
di un punto vincolato prendono la forma

ms = F(P,0,t)-t+¢(t) -1,
2

m% = F(P#,t)-fi+ ¢t 7,

0 = F(P#t)-b+¢(t)-b
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Nell’ipotesi di vincolo liscio si ha

ms = ﬁ(P,ﬁ,t)-t_;
-2

m> = F(Pu,1)-7i+dult),
p . Lo

0 = E@Pu,1t)-b+d(t),

con le condizioni iniziali s(0) = so, e $(0) = 0, e dove ¢y, e @, sono le componenti
incognite della reazione.
La prima idea per risolvere il problema del punto vincolato ¢ trovare la soluzione
s = s(t) della prima equazione e poi dopo avere sostituito nelle altre due ricavare le
componenti della reazione. Purtroppo ’equazione di moto ¢ di difficile integrazione,
anche in casi semplici, si pensi ad esempio al caso del pendolo non lineare. Se ci
si accontenta di calcolare la reazione del vincolo non in funzione del tempo, ma in
funzione della posizione, si puo ricorrere, nel caso che la forza F sia posizionale, al
teorema delle forze vive, che, poiché la reazione non compie lavoro, da l'integrale
primo
}méz — 1ms% = F-dP
2 2 PP
dove Py P appartiene alla curva e P ¢ la posizione iniziale. Nel caso di F conservativa,
allora si puo ricorrere a
L.

1
58" = 5ms'g =U(P) - U(Py)

dove U ¢ il potenziale.

1.6 Esercizi sul punto materiale vincolato ad una linea
liscia
1.6.1 Esercizio

Si consideri il moto di un punto materiale pesante che parte dal punto A a quota
z4 e che si muove fino al punto B a quota zg = z4 — h, rimanendo vincolato a stare
su un wincolo liscio, avente la forma come in figura e situato nello stesso piano
verticale contenente i punti A e B. Il punto materiale di massa m viene lanciato con
velocita orizzontale vg dal punto A a quota h (rispetto a B). Sia vy la velocita finale
nel punto B (sempre orizzontale). Allora il principio di conservazione dell’energia
implica

L5 1 5
5MVf — 3™ = hgm

OVVero .
im(vf — o) (vf + o) = hgm.

Si consideri ora il problema da un altro punto di vista. Supponiamo di traslare
orizzontalmente con velocitda —uvg l'intero sistema, vedi figura (1.6 . Quindi rispetto
ad un sistema fisso (lo stesso rispetto al quale ¢ stato fatto il bilancio energetico
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Vo

V£

Figura 1.6: Punto con velocita nulla.

sopra) il punto di massa m, lanciato come sopra, parte con velocita nulla ed ha alla
fine la velocita vy — vp.
Allora, applicando nuovamente il principio di conservazione dell’energia

1
§m(vf —wp)? = hgm

OovVvero 1
§m(vf —wp)(vy —vg) = hgm.

Quale dei due ragionamenti & errato?

Osservazione 1.6.1. Poiché nella Meccanica Classica vale il principio di Galileo
di addizione delle velocita, si dovrebbe ottenere lo stesso valore della velocita finale.
Invece i due ragionamenti sopra arrivano a conclusioni contraddittorie.

La risposta va ricercata nel fatto che anche © vincoli lisci possono compiere lavoro
quando sono mobili.

Si lasciano al lettore i seguenti esercizi:

1.6.2 Esercizio

Studiare il moto di un punto su una linea piana (ad es. parabola, parabola
cubica).
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1.6.3 Esercizio

Studiare il moto del pendolo non lineare.



Capitolo 2

DINAMICA DI UN SISTEMA
DI PUNTI MATERIALI

2.1 Introduzione

Un sistema S di punti materiali ¢ un sistema costituito da un numero finito di n
punti materiali, che verranno indicati con P;, ¢ = 1,2,...n, ciascuno di massa m;

S = {(Pl,ml), (PQ,mQ), ...... (Pn,mn)} .

2.2 Forze interne e forze esterne

Si consideri un sistema S di punti materiali. Sia F; la forza agente sul punto
P; € S. Tale forza ¢ la somma delle forze esercitate su P; da punti P;, j # 4, del
sistema e delle forze esercitate su P; da punti che non appartengono al sistema.
Definiamo:

Definizione 2.2.1. Forze interne. Le forze di mutua interazione tra i punti di un
sistema {(P1,m1), (Pa,ma),...... (P, mp)} si dicono interne.

Definizione 2.2.2. Forze esterne. Le forze esercitate sui punti P; del sistema da
punti che non fanno parte del sistema S.

Con riferimento ad un sistema di riferimento inerziale, si possono scrivere le
)
equazioni di moto
mld’, = Fi
dove la forza F; ¢ data da
- @) e
Fy=FY 4 F9,

dove l'indice in alto sta per interne ed esterne.
Osservazione. Se l'osservatore non € inerziale, allora esso annovera tra le forze
esterne anche le forze apparenti.

Teorema 2.2.1. Le forze interne costituiscono un sistema equilibrato.
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Figura 2.1: Forze interne ed esterne.

Le forze interne sono un sistema di forze a risultante e momento risultante nulli,
poiché le forze di interazione sono costituite da coppie di braccio nullo (anche in un
sistema non inerziale, dove non cambiano le forze interne).

Oltre a distinguere fra forze interne e forze esterne, si puo distinguere fra
forze attive e reazioni vincolari. Quindi si possono scrivere le leggi di moto in
due modi:

l

m;a; = 4+ ¢ 1 =1,2,...n,

mlc_il = F‘Z-(i)—i—ﬁi(e), 1 :1,2,...71,

<

dove ¢; sono le reazioni vincolari agenti sul punto F;.

Definizione 2.2.3. Quantita di moto. La quantita di moto del punto (P;,m;) é
data dal vettore m;v;. La risultante di questi vettori relativi a tutti 1 punti di S si
chiama quantita di moto del sistema.

Si indica con

Cj = zn:mz’l_); (2.1)
i=1

Definizione 2.2.4. Momento della Quantita di moto. Il momento della
quantita di moto di ciascun punto (P;,m;) rispetto al punto O é data dal vetto-
re (P;— O) Am;U;. La risultante di questi vettori relativi a tutti ¢ punti di S si chiama
momento della quantita di moto del sistema.

Si indica con
n

K(0) =Y mi(P; — 0) A ;. (2.2)
=1
2.3 Equazioni Cardinali della Dinamica

Derivando rispetto al tempo la quantitad di moto defnita da (2.1)) si ottiene

d =~ <« 5
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e tenendo conto della legge di moto di Newton m;d; = F;(i) + F;(e) si ha anche
d - (A0 R
= — (7 (e
ﬁQ:Zmiai:Z(Fi +Fi )
i=1 i=1

Ricordando che >7;* F’i(i) = 0, ovvero le forze interne costituiscono un sistema
equilibrato, e definendo la risultante delle forze esterne

RO — zn: Fle

=1

~

si ottiene .
S S
Q - R( ) ’
nota come prima equazione cardinale della dinamica.
D’altronde se sfruttiamo la definizione di centro massa, possiamo dare alla prima
equazione cardinale una forma nota come Teorema del moto del centro massa.
Sia Py il punto definito da

n
m(P() — O) = ZmZ(PZ - O)
i=1
dove O ¢ un punto fisso, scelto arbitrariamente, derivando rispetto al tempo si ottiene
Q = mi(Py) = 32; 1 miti, e quindi
md(Py) = R .
Da quanto detto sopra, segue il noto

Corollario 2.3.1. In un sistema isolato il centro di massa Py ha l’accelerazione
nulla rispetto ad un osservatore inerziale.

Passiamo ora ad analizzare il momento della quantita di moto. Derivando rispetto
al tempo il momento della quantita di moto defnita da (2.2)) si ottiene

d . n n
—K(0) = i [T — U U (P — ;i ,
g (0) ;m [T; — T(O)] A O —i-;m( O)Nd

—

ovvero, ricordando al definizione di Q(O),

ZE(0) = ~7(0) Q+ '

(2

(R — O) A mid; .
1

n

Tenendo conto, anche in questo caso, delle leggi di moto di Newton

- K(0) = -(0) A Q+ ‘

n
1=

- A0) | O
(P, O) A (B + E)
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ricordando che le forze interne, costituendo un sistema equilibrato, hanno momento

risultante nullo} ;" (P; — O) A F;(i) = 0 e definendo il momento risultante delle

forze esterne
n

M =3 (P~ 0) A F
i=1
si ottiene la seconda equazione cardinale della dinamica
d = S 5 e
ﬁK(O) =—90)NQ+ M'?.
Se O ¢ un punto fisso, oppure coincide con il centro di massa Py, oppure se 9(0) &
parallela a ¥(F), allora

K(0) = M©.

Commenti. Le equazioni cardinali contengono solo informazioni di carattere
globale sull’evoluzione temporale del sistema meccanico. Esse devono essere verificate
da un qualsiasi sistema di punti, durante il moto, nel dato riferimento rispetto al quale
sono state fatte le derivate di C} e K (O). Quindi ogni sistema le soddisfa durante il
moto, mentre non si puo affermare che esse siano sufficienti a determinare il moto
dei sistema. Le incognite sono le 3n coordinate x;(t) dei punti P;, eventualmente
espresse tramite le coordinate lagrangiane del sistema (quindi tante quanti sono i
gradi di liberta del sistema) se il sistema & olonomo e le 3n componenti delle reazioni
vincolari ¢;(t).

Quindi le equazioni cardinali della dinamica sono necessarie, ma in generale
non sono sufficienti.

Le equazioni cardinali della dinamica sono necessarie e sufficienti per la
determinazione del moto dei punti, a partire da fissate condizioni iniziali, solo quando
le coordinate del sistema siano al pit 6. Quindi in particolare le equazioni cardinali
sono necessarie e sufficienti per studiare il moto di un corpo rigido.

Nota 2.3.1. Le equazioni cardinali della dinamica possono essere scritte anche in sistema
di riferimento non inerziale, purché si tenga conto che la

2.4 Equazioni Cardinali della Statica

Se il sistema S di punti si trova in equilibrio, allora segue subito che
R =0, M@9D=0

Queste equazioni che devono essere soddisfatte dalle forze esterne da un qualunque
sistema S in equilibrio si dicono equazioni cardinali della statica. Piu precisa-
mente, perché un sistema di punti sia in quiete ¢ necessario che siano nulli sia
risultante che momento risultante delle forze esterne.

Quindi, come per il caso dinamico, tali equazioni non sono sufficienti. Si pensi
ad esempio ad una massa di gas compresso che venga lasciato libero completamente
senza ’azione di nessuna forza esterna.
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E bene porre 'attenzione al caso di un sistema rigido S di punti vincolati fra
loro o con lesterno, allora se ¢¢ e (¢ sono risultante e momento risultante delle
reazioni dei vincoli esterni, si avra

B 4 g — 0
B (2.3)
MO 4 @) = 0,

e possiamo enunciare

Teorema 2.4.1. Condizione sufficiente (oltre che necessaria) perché un siste-
ma rigido che si trova in quiete in un istante t = tg rispetto ad un dato osservatore,
conservi tale stato in un intervallo di tempo (tg,t1) € che siano verificate nel
medesimo intervallo di tempo.

2.5 Questioni Energetiche
Vogliamo innanzitutto generalizzare il Teorema delle Forze Vive per un sistema

di punti.
Definiamo l’energia cinetica per un sistema di punti (FP;, m;)

T() = YTt =Y gmad() (2.4)

dove per ciascun punto i—esimo possiamo scrivere che la variazione di energia cinetica
T; e pari alla potenza delle forze attive e delle forze passive

dT; S
dtz = F; - U; + ¢; - U;.
Sommando si ha T
— =W W,
dt F+ ¢

dove
n n
WF:ZFi’vi7 W¢:Z¢i‘vi
i=1 i=1
sono la potenza delle forze direttamente applicate e delle reazioni vincolari rispetti-
vamente, per cui possiamo enunciare

Teorema 2.5.1. La variazione di energia cinetica di un sistema di punti materiali
e uguale alla somma delle potenze delle forze direttamente applicate e delle reazioni
vincolari.

Se invece distinguiamo fra forze esterne e forze interne allora

dT;
dt

(2

Sommando si ha T
i We WZ
dt + ’
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dove
n n
We=> F-u, W= F-
i=1 i=1

sono la potenza delle forze esterne e delle forze interne rispettivamente, per cui
possiamo enunciare

Teorema 2.5.2. La variazione di energia cinetica di un sistema di punti materiali
¢ uguale alla somma delle potenze delle forze interne e delle forze esterne.

E bene osservare che nel caso generale le forze interne contribuiscono alla variazione
dell’energia cinetica del sistema, ovvero in generale le forze interne possono compiere
lavoro.

In termini di lavoro, si puo riscrivere il risultato nella forma

dT = Wrdt + Wydt . dT =Wedt + Widt ,
dT' = dLp + dLy , dT:dLe—l—Wi, -
T(t) —T(to) = Lr(t) + Ly(t) , T(t) —T(to) = L(t) + L'(¢).

Si puo quindi concludere con il teorema:

Teorema 2.5.3. La variazione di energia cinetica di un sistema di punti materiali
in un intervallo di tempo [to,t] € uguale al lavoro complessivo compiuto, nello stesso
intervallo di tempo, dalle forze direttamente applicate e dalle reazioni vincolari, (ed
anche dalle forze interne e dalle forze esterne).

2.5.1 Caso di forze conservative

Ci domandiamo se nel caso in cui le forze agenti sul sistema di punti S sono
conservative sia possibile determinare una funzione I : R3" — R per I'intero sistema

U= u($17y1321,1‘23 .. -mnaynazn) EU(C)

dove C € R?" & un vettore di R?" che rappresenta la configurazione del sistema,
tale che

au
%—Wp.

Se le forze agenti sono ﬁl, 15"2, - ﬁn, allora

—

F; = gradpU .
Possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 2.5.1. Si dice che il sistema di forze direttamente applicate {(Pi, 131),
(P2, Fy), ..., (P, F;)...,(Py, F,)} ¢ conservativo se esiste una funzione U : R3" —
R tale

—

F = gradp U , Fy = gradp U, ..., F,, = gradp U .

Limitandoci al caso di un sistema non vincolato, integrando il teorema delle forze
vive dT' = dU ed indicando per comodita

Ut)=U(C(t)) =U(z1(t),y1(t), 21(t), ..., 2n(t))
si ottiene il noto integrale dell’energia

T(t) = U(t) = T(to) — Ulto) - (2.5)
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2.6 Potenziale

2.6.1 Potenziale di forze esterne

Teorema 2.6.1. Se le forze F;(e), 1=1,2,...n, sono conservative con i potenziali
Uz-(e) = Ui(e) (i, Yi, 2i) allora il sistema di forze esterne é conservativo con potenziale
v =5, Ul

Per dimostrare il teorema basta osservare che le forze esterne dipendono solo dal
punto i-esimo e dai punti esterni al sistema. Infatti essendo

Fl9 = gradPiUi(e)

e definendo U(®) = 37 Ui(e) si ha ancora
F:i(e) — gradPiU(e) ,

OVVero

(P, B F9) = gradU®.

ESEMPIO 2.1. Siano {Py, Ps,...} n punti pesanti nello spazio R, per ciascun punto
materiale

U = —migz

dove m; é la massa di ciascun punto. Definiamo
n n
U == migzi = —g Y mizi = —mgzp,
i=1 i=1
dove m =Y ;"1 m; € la massa totale e zp, la quota del centro di massa.

2.6.2 Potenziale di forze interne

Siano Fg”, ﬁéi), . ﬁé”) le forze interne degli n punti Py, Ps, ... P,. Supponiamo
che ciascuna forza interna ammetta un potenziale, ovvero siano UZ-(Z) i potenziali di
ciascuna forza interna definiti da

F’i(i) = gradUZ-(i) .

La somma di questi potenziali non da in genere il potenziale dell’intero sistema di
forze interne.

Definizione 2.6.1. Un sistema di forze interne {( Py, ﬁfi)), (Ps, ﬁéi)), oo (Py, ﬁé’))}
¢ conservativo se esiste una funzione U® : R — R tale che

F;(i) = gradPiU(i) .
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ﬁ2,1 , 2
Py
Fio
my
Py —magk
—mlgE

Figura 2.2: Sistema di due punti con forze interne ed esterne

ESEMPIO 2.2. Siano (P, m1) e (P2, ma) due punti materiali pesanti che si attraggono
con una forza elastica di costante k. Le forze agenti su ciascuno dei due punti sono

Fio=-F=—k(P —P); (2.6)
il potenziale per l’intero sistema é
() — 1 2
Infatti

. 1 ,
gradp, U = —5k gradp, (P — Py)* = —k(P1 — Py) = Fi2

. 1 -
gradp2U(Z) = —ik gradp2 (Pl — P2)2 = —k‘(PQ — Pl) = F271

Si noti che non ¢ corretto sommare i potenziali di ciascuna delle due forze Ul(i) =
—2k(PL—P)? e UQ(z) = —3k(Py — P,)?, anche se singolarmente i loro gradienti danno

le forze (2.6)).

Per le forze esterne (invece)

Ul(e) = —migz1, Ug(e) = —magzo
e quindi
U = —mi1gz1 — Magzo .

EsERCIZIO 2.6.1. Si osservi che in generale le forze interne possono compiere lavoro.
Dare qualche semplice esempio.

ESERCIZIO 2.6.2. Dimostrare che le reazioni di rigidita in un corpo rigido (cioé le
forze che mantegono rigido il corpo, mantenendo inalterate le distanze) non compiono
lavoro, ovvero hanno potenza nulla.



Capitolo 3

DINAMICA dei SISTEMI
OLONOMI

In questo capitolo si considera un qualsiasi sistema di punti materiali costituito
da un numero finito di punti, anche se i risultati ottenuti valgono anche per un
sistema continuo, costituito da un infinito numero di punti, caratterizzato da una
densita di massa.

3.1 Generalita su un sistema di punti

3.1.1 Introduzione

Si consideri un sistema (discreto) S di » punti materiali, costituito da un numero
finito di punti {P;,m;}, i =1,2,...,n.

Supponiamo che il sistema di punti sia libero nello spazio fisico (che possiamo
identificare con lo spazio euclideo R?). Per configurazione del sistema libero S si
intende I'insieme delle posizioni { Py, Ps, ... P;, ... P,} degli n punti che compongono
il sistema.

Siano P, = (z1,y1,21), P> = (x2,vy2,22),... P = (zi,¥i, 2i) € Py, = (Tn, Yn, 2n)
i punti del sistema S, ciascuno rappresentato nello spazio fisico tramite le sue
coordinate; con 'introduzione dello spazio R3", la configurazione del sistema S puo
essere rappresentata da un punto libero in tale spazio a dimensione 3n, quindi dalla
n-pla (x1,y1, 21, T2, Y2, 22, - - - Tn, Yn, 2n ). 1l moto del punto libero (a 3n dimensioni)
in tale nuovo spazio corrisponde al moto del sistema S e viceversa. Lo scopo
dell’introduzione dello spazio R3" consiste principalmente nel fatto che, ambientando
la meccanica in tale spazio, viene recuperato per lo studio dei sistemi olonomi
costituiti da n punti il semplice linguaggio della meccanica del punto materiale.

Per distinguere quando parliamo dello spazio fisico da quello fittizio a 3n dimen-
sioni, introduciamo P(¢) come l'insieme dei punti (Pi, Ps, ... P,) nello spazio fisico

tridimensionale e C(t) come 'insieme delle 3n-ple (z1,y1, 21, 2, Y2, 22, - - - Tn, Yn, Zn)
in R3".
Nel sistema di punti S di punti {P;,m;}, i = 1,2,...,n, assegnare una configu-

razione del sistema significa assegnare le posizioni (cioé le coordinate) dei punti
che lo compongono.
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Senza entrare nei particolari, con I'esperienza che il lettore si e fatta nello studio
dei vincoli nella statica dei sistemi, supponiamo di essere in grado di introdurre,
al posto delle 3n coordinate cartesiane una serie di nuove coordinate, che chiame-
remo coordinate lagrangiane e che potranno essere sufficienti ad individuare la
configurazione dell’intero sistema.

Si consideri un sistema S sottoposto a vincoli olonomi bilateri, cioe un sistema la
cui configurazione generica sia esprimibile in funzione di uno ed un solo numero [
di coordinate che chiameremo coordinate lagrangiane: qi,qo,...q. Tali coordinate
potranno essere parte delle originarie coordinate cartesiane od anche altre coordinate
comunque esprimibili tramite di esse. Se i vincoli sono fissi le coordinate q1, g2, ... q
saranno sufficienti ad esprimere la configurazione del sistema, nel caso di vincoli
mobili dovremo aggiungere, come variabile esplicita, anche il tempo t.

Siamo quindi in grado di esprimere ogni punto degli n punti del sistema S tramite
le coordinate lagrangiane, ad ogni istante ¢

Bi(t) = Piqi (), ¢2(8), - - - i), 1) - (3.1)

3.1.2 Vincoli olonomi

Vediamo nei dettagli come si definiscono i vincoli dal punto di vista matematico
e come si introducono successivamente le coordinate lagrangiane.

Fissato un sistema di coordinate, i vincoli sono espressi da condizioni sulle terne
di coordinate relative ai punti del sistema.

Definizione 3.1.1. Definizione di vincolo olonomo. Una relazione del tipo

f(x17y17217x27y25225‘"xn7yn7zn)t) =0 (32)

dipendente solo dal tempo e dalle posizioni (e non dalle velocitd o dalle accelerazioni)
st dira vincolo olonomo.

La funzione vincolo f dovra soddisfare delle ipotesi minimali che specificheremo
nel seguito. Ai fini della dinamica, hanno interesse solo i sistemi labili, cioe i sistemi
in cui il numero dei vincoli efficaci m sia minore del numero di gradi di liberta (3n)
del sistema.

Definizione 3.1.2. Definizione di sistema a vincoli olonomsi. Si dice sistema
a vincoli olonomi un sistema S di punti {P;,m;}, i = 1,2,...,n a cui sono stati
imposti m vincoli

fj($17y1,21,$2792;22;---33n73/nazn7t):07 j:1727"'7m7 (33>

definiti dalle funzioni f;, con derivate parziali continue e soddisfacenti le sequenti
condizioni di:

e compatibilita: I’insieme P(t) delle n-ple {Py, Py,... P;,... P} di punti di R3
che wverificano le (3.3)) non sia vuoto;



3.1 Generalita su un sistema di punti 25

e indipendenza: la matrice jacobiana associata

Ory Oy1 0z 0Oz
0f2 0fz Of of2
8951 8:(/1 8,21 o 8Zn
Ox1 Oy 0z Oz

costituita da m righe e 3n colonne, abbia rango massimo per ogni configurazione

€ P(t).

Le velocita dei punti di un sistema a vincoli olonomi non possono essere qualunque.
Definiamo

Definizione 3.1.3. Velocita possibili. Diciamo velocita possibili dei punti le
velocita in un moto qualunque che i punti possono ammettere compatibilmente con 1
vincoli ad essi imposti.

Cerchiamo ora la relazione che le velocita devono verificare perché siano possibili.
Differenziando rispetto al tempo la j-esima relazione si ha

ofj . 0fj . 9f;. afj
el 23 243 42—
8$1$1+8y1y1+82121+ + ot )

quindi le velocita possibili devono soddisfare la relazione
Zgradfj'ﬁi+%:0, j=1,2,...m. (3.4)
i=1 ot

3.1.3 Coordinate lagrangiane

Se la matrice jacobiana associata alle f; = 0 ha rango massimo, allora, per il
teorema del Dini, tutte le coordinate dei punti del sistema sono esprimibili (in un
opportuno intorno di ciascuna configurazione compatibile con i vincoli) tramite un
numero (gradi di liberta)

l=3n—m
di parametri indipendenti ¢1, g2, ... q (coordinate lagrangiane), variabili in op-
portuni intervalli aperti 11, Io, ... I

Ty = xi(qlv q2, ... qlut))
yZ:yZ(q17qQ7ql7t)7 22172771 (35)
Zi = Zi(Qla q2,- - - th)'

in maniera tale che queste funzioni abbiano derivate parziali prime continue e che la

matrice jacobiana ad esse associata abbia rango massimo cioe [.
Riscriviamo per comodita le relazioni precedenti (3.5)) in forma compatta

éhzgh(Q1aQ2a~-QZat), h:172,...3’l’l, (36)
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avendo indicato & = z1, & = y1, &3 = 21, &4 = X2, &5 = Yo, € cosivia. Quanto

appena affermato € vero in virtu del seguente fatto: se la matrice

975
i=1... ’
D fz:l...gln

formata da m righe e 3n colonne ha rango massimo, allora la matrice associata al

0
sistema ([3.6) <§h> formata da 3n righe ed [ colonne, ha anch’essa

k=1...1
rango massimo. Questa & un conseguenza immediata del teorema del Dini in quanto
che, se la matrice non avesse rango massimo allora le 3n coordinate sarebbero
esprimibili per mezzo di un numero minore di ! di parametri indipendenti.

Le coordinate q1, qo, . . . g; possono interpretarsi come coordinate di un punto @) in
uno spazio a dimensione /. Ad ogni punto nel cubo aperto K = I x Iy x --- x I; C R!
corrisponde una ed una sola configurazione del sistema {P;, Py, ... P,} compatibile
con i vincoli e viceversa.

Abbiamo cosi introdotto un sistema di coordinate lagrangiane {q1,q2, ... qk, ... q}
associate ad un sistema {P}, P», ... P,} come una l-upla di parametri indipendenti
variabili in intervalli aperti e tali che tramite essi si possono esprimere le coordinate
degli n punti, come funzioni delle ¢; soddisfacenti le ipotesi di indipendenza e
compatibilita. L’avere imposto che gli intervalli di variabilita siano aperti comporta
che le configurazioni del sistema non sono in generale tutte le configurazioni possibili,
ma soltanto quelle in un intorno di una configurazione { PP, PY,... P?}. Cio fa si che
in generale occorra piu di un sistema di coordinate lagrangiane per rappresentare
tutte le configurazioni del sistema considerato, mentre ciascuno di questi sistemi
di coordinate costituisce una rappresentazione locale. Se lasciamo cadere la
condizione che le coordinate debbano variare in intervalli aperti possono verificarsi
alcune anomalie come ad esempio la perdita della differenziabilita delle f; = 0 o
la mancanza di biunivocita tra le [-uple q1, go, ... q; e le possibili configurazioni del
sistema.

3.2 Spazio delle configurazioni di un sistema a vincoli
olonomi.

Fissiamo il tempo t € [tg, T]. L’insieme C(t) C R®", immerso in R3", costituito
dai punti C' = (21,41, 21, - - - Tn, Yn, 2n) aventi nell’ordine le coordinate della n-pla di
punti {Py, P, ... P,} € P(t) ¢ in corrispondenza biunivoca con la configurazione del
sistema { Py, P, ... P,}.

Definizione 3.2.1. Spazio delle configurazioni. L’insieme C(t)

C(t) = {(=1,Y1, 21, T2, Y2, 22, - - - Ty Yn, 2n) € R :
fl{Pl,PQ, . ..Pn,t} =0,... fm{Pl,Pg, . ..Pn,t} = 0}

e detto spazio delle configurazioni.
Esempi:

e Siano Py, Ps,... P, punti liberi. Lo spazio delle configurazioni & lo spazio
euclideo R3".
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e Pendolo semplice. Lo spazio delle configurazioni ¢ la circonferenza S! in R?.
e Pendolo sferico. Lo spazio delle configurazioni & una superficie sferica S? in R3.
e Pendolo doppio. Lo spazio delle configurazioni ¢ il toro T = S! x S' in R*.

e Asta rigida nel piano. Lo spazio delle configurazioni ¢ R? x S! in R3.

Lo spazio delle configurazioni ¢ una varieta mobile (funzione del tempo) contenuta
in R3", rappresentabile (localmente) con solo [ = 3n — m parametri indipendenti.
In questo senso la sua dimensione & [ ed & pari al numero di gradi di liberta, ma e
chiaro che ogni suo punto ¢ immerso in R3". Si noti che il termine spazio non & usato
qui nel senso di spazio lineare. L’insieme C(t) di R3" delle configurazioni possibili
varia col tempo e la relativa rappresentazione mediante una famiglia di sistemi di
coordinate lagrangiane fa intervenire esplicitamente il tempo.

Indichiamo con C' = C(t) € R®*" un punto di C(t), ovvero una configurazione del
sistema compatibile con i vincoli all’istante .

Diamo ora alcune definizioni.

Definizione 3.2.2. Una legge di moto di un sistema olonomo rispetto ad un dato
osservatore in un intervallo di tempo [to,T]| é una funzione

Mt € [tyg,T] — C(t) € C(t) C R
con derivate prima e seconda continue.

Per ogni istante di tempo [tg, T] & determinato un punto C(t) € C(t) C R3" nello
spazio delle configurazioni.

Del moto si puo dare anche una rappresentazione lagrangiana usando un sistema
di coordinate lagrangiane, utilizzando le trasformazioni per cui ogni punto C(¢) dello
spazio delle configurazioni ¢ rappresentabile con la I-pla (g1, q2,...q) € K, con K
plurirettangolo aperto di R! e una funzione

My [, T) = K

con derivate prima e seconda continue. Per ogni t € [tg,T] ¢ determinato un punto
di K al quale corrisponde univocamente C' € C(t).

Definizione 3.2.3. Diciamo atto di moto di un sistema olonomo di punti {P;, m;}
in un istante t il vettore V € R3" definito da

V= (Ulzy Vly, V1z, U2z, - - - Unz, Uny, Unz)
dove U; indica la velocita del punto P; all’istante t.

Utilizzando il linguaggio vettoriale, V non & altro che la velocita del punto

dC

CeC(t): V=—.

(t) =

Definizione 3.2.4. Un atto di moto di un sistema di punti {P;,m;} si dice possibile

se, in una determinata configurazione e ad un dato istante, l’atto di moto risulta
compatibile coi vincoli imposti al sistema.
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Differenziando le fj(x1,y1, 21, 22,92, 22, - - - Tn, Yn, 2n,t) =0, j=1,2,...,m,si
ottiene la condizione per le velocita possibili, trovata in (3.4])

Definizione 3.2.5. Si definisce stato cinematico di un sistema olonomo in un
istante t la coppia (C, V') dove C € C(t) e V & un atto di moto possibile relativamente
alla configurazione C' e all’istante t.

Definizione 3.2.6. Spazio delle fasi. L’insieme degli stati cinematici di un
sistema olonomo in un istante t si chiama spazio delle fasi del sistema in quell’istante.

Fissiamo t e sia C' € R3" un punto di C(t), C = (21, Y1, 21, T2, Y2, 22, - - - Tn, Y Zn)-

Abbiamo gia visto che se la matrice ((%2) ;L: 1. m dove &}, sono le coordinate
=1...3n
0
dei punti di P(t), ha rango massimo allora anche la matrice (gh> ha
k=1...1
rango massimo. In altre parole gli [ vettori
(3C>_(8wl8y1f%l 3%3932) k=1.2....1
Oqr dq,’ Oqr” Oqr,” Oqi,” Oqr’ Oqr )’ R

sono linearmente indipendenti e pertanto forniscono una base per un sottospazio
lineare di R3" di dimensione .

Definizione 3.2.7. Spazio tangente. Si dice spazio tangente allo spazio delle

configurazioni C(t) in un dato istante t ed in un punto C' € C(t) il sottospazio
oC

TC(C,t) C R3 di dimensione I, avente come base i vettori (3) JEk=1,2...1.

dk

Cosi come abbiamo fatto per la velocita di un punto in R3, possiamo decomporre

'atto di moto V in R3” in parte virtuale ed in parte di trascinamento. Utilizzando

la rappresentazione lagrangiana del moto, se deriviamo le coordinate dei punti
P, = Pi(q1,42, - .- q,t) tenendo presente che g, = q(t) si ottiene

l

S or,.  o0F .

vi:E G- +—, 1=12,...,n.
kzlaqk ot

Definizione 3.2.8. Velocita virtuale. La componente

e chiamata velocita virtuale, e corrisponde alla velocita dei punti del sistema sotto
lipotesi che 1 vincoli non varino nel tempo.

Definizione 3.2.9. Velocita di trascinamento. La componente
0P
Y
e chiamata velocita di trascinamento dovuto ai vincoli e corrisponde alla velocita dei

punti del sistema sotto l’ipotesi che i punti si muovano solo sotto ’effetto del moto
dei vincoli.

ST
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Otteniamo cosila decomposizione di V' in
V=V+VreR™,

dove, utilizzando il simbolo di vettore in R3", ciascuna componente &

I
~ oC
V= E —(r, atto di moto virtuale
= Oai

Q
Q

V*=— ., atto di moto di trascinamento

ot

Dalla definizione di atto di moto virtuale e da quello di spazio tangente si ha il
seguente teorema.

Teorema 3.2.1. Condizione necessaria e sufficiente perché il vettore V= (5’1, 121’2, cee
Un) € R3™ sia un atto di moto virtuale per un sistema olonomo relativamente
all’istante t e ad un punto C € C(t) é che

V eTC(C,t).

Se deriviamo rispetto al tempo le f; = 0 (tralasciando la dipendenza esplicita dal
tempo) si ottiene

n n

Zgradpifj s :Zgradpifj-f)} =0, j=12,....m.
i=1 i=1
Confrontando questa relazione col fatto che V = (1:1’1,13’2, . ,1:;’n) appartiene allo

spazio tangente, si deduce che gli m vettori
(gradp, fj,gradp, fj,...,gradp f;), 7 =1,2,...,m.

sono vettori di R3" ciascuno ortogonale in R?" a V = (1:1’1, To, ..., 1:)}1)

Inoltre sempre nell’ipotesi che la matrice jacobiana delle f; abbia rango massimo,
gli m vettori, (grad p Ji gradp, fj, ..., gradp, fj,) sono linearmente indipendenti e
costituiscono una base per un sottospazio lineare di R®" di dimensione m. Dunque
definiamo lo spazio normale.

Definizione 3.2.10. Spazio normale. Si dice spazio normale allo spazio delle
configurazioni C(t) in un dato istante t ed in un punto C € C(t) il sottospazio NC(C,t)
di dimensione m, avente come base i vettors

(gradp, fj,gradp, fj,...,gradp f;), j=1,2,...,m.

Nota 3.2.1. Lo spazio normale risulta essere il complemento ortogonale dello spazio tangente
TC(C,t). Lo spazio R*" ¢ la somma diretta degli spazi TC(C,t) e NC(C,t), cioe TC(C,t)® NC(C,t).
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3.3 Vincoli olonomi lisci - Principio dei lavori virtuali e
conseguenze

Innanzitutto introduciamo alcune notazioni.

e ¢; = reazione vincolare sul punto (P;,m;) dovuta al complesso dei vincoli
imposti.

e F, = risultante delle forze direttamente applicate su (P;, m;).

Esprimiamo ora la potenza del sistema di forze, sia attive che vincolari agenti sul
sistema S

W:WF+W¢:ZE-@+Z@-@%. (3.1)
i=1 i=1
Tenendo conto che ; = 1:)’, + U7, si ha
n n n n
W = ZE@+Z@@+ZEW+Z i+
i=1 i=1 i=1 i=1

= Wp+Wy+Wp+Wi=W+W",

dove W = Wp + W¢ ¢ la potenza virtuale del sistema di forze direttamente applicate
e delle reazioni e dove W* = W} + W(; ¢ la potenza dovuta al moto eventuale dei
vincoli per i due sistemi di forze.

Definizione 3.3.1. Definizione di vincoli lisci. Un sistema olonomo si dice a
vincoli (bilateri) lisci se

W= ¢i-0i=0 (3.2)
=1

qualunque siano le velocita virtuali Ui dei punti P;, in ogni istante t € [to,T] ed in
ogni disposizione dei punti del sistema compatibili con i vincoli (ovvero in ogni punto
dello spazio delle configurazioni).

La relazione (3.2]) introdotta qui come definizione di vincoli lisci & conosciuta in
letteratura come principio dei lavori virtuali. Dal principio dei lavori virtuali e
dalla definizione di spazio normale allo spazio delle configurazioni discende il seguente
teorema.

Teorema 3.3.1. Vincoli lisci. Condizione necessaria e sufficiente perché un
sistema olonomo sia a vincoli lisci (bilateri) é che risulti

(¢17¢27 s >¢n) € NC(C7t) )
qualunque sia lo stato cinematico del sistema.

In altre parole (ggl, ggg, ... ,q;n) & un elemento dello spazio normale. Allora ogni
componente ¢; potra essere espresso come combinazione lineare degli elementi di
base dello spazio normale gradp, f;, j = 1,2,...,m, cioe

¢?¢ = Z )\jgradpifj . (3.3)

j=1



3.3 Vincoli olonomi lisci - Principio dei lavori virtuali e conseguenze 31

In termini generali il complesso delle reazioni in R3" & dato da
. . . m
(¢17 ¢27 sy an) = Z )‘j (gradPlfj>gradP2fj, s 7gradPnfja) .
j=1

Si consideri ora i termini relativi alle forze attive e vediamo come & possibile scriverli
col formalismo lagrangiano.

" . 0P
qr + ; i ot

noo, . noo l 8PZ" 8R~ l noo, 8Pz’
WFZZ i'%ZZE"(XZ:laquk—F 8t>:ZlZFi‘3qk

k=1 Li=1

Definiamo le forze generalizzate o lagrangiane

Qu=> F

P Iqx

(3.4)

che corrispondono alla proiezione di ciascuna delle forze attive sulle direzioni tangenti
allo spazio delle configurazioni. Quindi la potenza delle forze attive & data da

op;

S (3.5)

l n
Wrp=> Quix+> F-
i=1

k=1

dove alla potenza delle forze generalizzate va sommata la potenza delle forze a causa
della mobilita dei vincoli.

Si consideri il termine dovuto al lavoro virtuale delle reazioni e, operando come
con le forze attive, vediamo come & possibile scriverlo col formalismo lagrangiano.

R n . R n . 8PZ [ n . aPZ
W= ¢i-ti=Y ¢, ‘?k:ZlZ@” ]q’k:O. (3.6)
i=1 o o 9% k=1 Li=1 Ik
Se indichiamo con
" . 0P
Ry = x 3.7
k ;qﬁ s (3.7)
si ha
l
Wy = Rpgr=0. (3.8)
k=1

In conclusione, utilizzando il principio dei lavori virtuali, I’arbitrarieta delle
velocita lagrangiane consente di ricavare

Ry=0,k=0,1,2,....1. (3.9)

Nota 3.3.1. Selostudente pensa all’analogia fra lo studio di un sistema vincolato con il formalismo
lagrangiano e lo studio di un punto libero in uno spazio a [ dimensioni, ¢ naturale aspettarsi che le
reazioni vincolari, nel formalismo lagrangiano, debbano essere nulle in quanto il sistema & libero.
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Per completezza scriviamo la potenza delle reazioni, nel formalismo lagrangiano,
nell’ipotesi di vincoli lisci,

Wo=> ¢i-—". (3.10)
— ot
E bene rivedere queste considerazioni in termini di lavoro, scrivendo

or;

t.
Otd

l n
dL =Wdt =" Quday + > (F + &) -

k=1 i=1

Se le forze attive sono conservative, cioé esiste un potenziale U(® tale che F’Z =
gradpiu(“), dove Y@ = U (P, Py,...P,), allora
OP; Loou@

l I n
Z Qrdqr = Z Zgradpiu(a) . dqy, = Z

k=1 k=1 i=1 Iqi iz O

dgy = dU@

dove dU@ ¢ il differenziale della funzione composta

U@ =UD (g1, q0,...q1) =UD(Pr(q1, g2, - - -@1), Pa(q1, G2, - --@), - - -Pulq, @2, - - -q1))-

Quindi per forze conservative si ha

U (@)
Qr = , k=1,2,...,L 3.11
i (3.11)
Quest’ultime considerazioni saranno utili per lo studio della statica dei sistemi

olonomi a vincoli lisci.

3.3.1 Ancora sui vincoli lisci. Esempio

Ricordiamo che un sistema di punti materiali a vincoli olonomi si dice a vincoli
lisci se

W= ¢i-0i=0 (3.1)
=1

qualunque siano le velocita virtuali 1:)} dei punti P;, in ogni istante ¢ € [to,T] e in
ogni configurazione C' € C(t). Dalla definizione segue subito il teorema.

Teorema 3.3.2. [ vincoli di rigidita sono lisci.

Dimostrazione. Ricordiamo che in un sistema rigido la distanza fra due punti qualsiasi
P, e P; si mantiene costante nel tempo, ovviamente tali vincoli sono olonomi ed
indipendenti dal tempo. Allora le velocita dei due punti soddisfano la relazione
U(P,) = U(Ps) + w A (P, — Ps). Se indichiamo con ¢, 'azione di P, su Py e con ¢g,
l'azione di Ps su Py, allora la potenza virtuale (e quindi anche effettiva) ¢ data da
Wrs:¢rs'ﬁs+¢sr'ﬁr-
Per il principio di azione e reazione
Wrs:¢rs'(gs_777‘) :¢TS'WA(PS_PT)-

Ma, q;rs e parallela a (P, — Py) e quindi qualunque siano Ps e P, si ha WTS = 0. Quindi
il principio dei lavori virtuali vale per i vincoli di rigidita in un sistema rigido. [



Capitolo 4

EQUAZIONI DI LAGRANGE
di I SPECIE

4.1 Introduzione

In questo capitolo si introducono le equazioni di Lagrange di I* specie. La
definizione di vincoli lisci consente di scrivere le reazioni in ogni punto P; del sistema
nella seguente forma

m
$i =Y Ajgradp f;. (4.1)
j=1
Nelle equazioni di Lagrange di I* specie si fa uso di questo risultato per ottenere un
numero di incognite pari al numero di equazioni.

4.2 Equazioni di Lagrange di prima specie.

L’espressione delle reazioni vincolari (4.1)), ovvero la definizione di vincoli lisci,
permette di rendere possibile lo studio del sistema, costituito dalle equazioni di
Newton e dalle equazioni vincolari:

mZaZ:E+¢Z7 Z.:1727"'717
fj($17y172173727-~-$naynaznat) = 07 ] = 1727' -.m.
Si ricordi che tale sistema ha piu incognite che equazioni e la sua risolubilita e
possibile solo se si fanno ipotesi sui vincoli. In realta l'ipotesi di vincoli lisci consente

di esprimere le reazioni ¢; introducendo come nuove incognite, al posto delle reazioni
stesse, 1 parametri

m

miﬁi:F}+ZAjgradPifj, 1=1,2,...n,
j=1

filer,y1, 21,22, . Ty Yny 20, t) =0, 5=1,2,...m.

(4.2)

Queste equazioni sono dette equazioni di Lagrange di prima specie.
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Le equazioni scalari contenute nel sistema (4.2)) sono 3n + m, le incognite scalari
(funzioni del tempo), pari al numero di equazioni scalari sono precisamente

e i) le 3n coordinate dei punti del sistema che compaiono nelle equazioni con le
loro derivate prime e seconde;

e ii) gli m coefficienti A\; che compaiono nelle reazioni vincolari.

Al sistema (4.2)) vanno assegnate le condizioni iniziali

F;(0) = Py,
j() - i=1,2,...n,
5 (0) = v,
e sotto ipotesi di regolarita delle funzioni, il sistema ammette una ed una sola
soluzione, ottenendo cosinon solo la legge di moto dei punti, ma anche le reazioni
vincolari per ogni istante .

4.3 Esercizi sulle equazioni di Lagrange di I specie

EsERcCIZIO 4.3.1. Sistema di 2 punti vincolati.

St consideri un sistema costituito da due punti materiali Py, e Ps, di uguale
massa m, in un piano orizzontale; Py é vincolato all’asse y = 0, Py é vincolato
all’asse x =0, 7 punti P, e Py sono vincolati fra loro in modo da mantenersi sempre
alla stessa distanza l. I vincoli sono lisci. Si studi il moto dei 2 punti.

Nota 4.3.1. Si noti che il sistema & costituito solamente da 2 punti materiali. Idealmente non
c’¢ un’asta rigida che realizza il vincolo che mantiene i punti equidistanti.

Indichiamo con x;,y; le coordinate di ciascun punto P;. Le equazioni dei vincoli
sono le seguenti

H(PLP) = =0
fo(P1, P2) = o =0
f3(PL,P) = (mo—21)?+(pe—wn)?—-1% = 0

Il sistema dei due punti ha 2-2 — 3 =1 grado di liberta. Possiamo scegliere come
coordinata lagrangiana 'ascissa x1, che potra variare fra —[ e [. Si immagini inoltre
che i punti possano scorrere da un ramo all’altro degli assi coordinati a cui sono
vincolati.
Dal terzo vincolo si ottiene 2% + y3 = [2, e derivando si ottiene la relazione per le
velocita possibili
1T +yoy2 =0. (43)

Scriviamo le reazioni utilizzando la formula ¢; = Z;-”:l Ajgradp, f;, dove j varia fra 1
e 3, ottenendo cosi

¢1 = M gradp, f1 + Ao gradp, fo + Az gradp, f3 = M7+ 0+ 23 (217 — y2))

—

¢2 = )\1 gradp2f1 + )\2 gradp2f2 + )\3 gradp2f3 = /\274‘ 0— 2)\3($1T— ygj)
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Yoe

Vo,

Figura 4.1: 2 punti vincolati su due guide ortogonali.

dove si € tenuto conto dei seguenti gradienti
gradp, f1 =7,
gradp fo =0,
gradp, f3 = —2(x2 — 21)7— 2(y2 — y1)J,

Siamo in grado di scrivere le equazioni di Lagrange di prima specie

gradp, f1 =0,
gradPQfQ = 7’_‘7
gradp, f3 = 2(x2 — 21)7+2(y2 — v1)J-

may = A1j+ 2)\3(%1’7— ij) ,
mdy = Aot — 2X3(217 — y27) ,

3 +y3—1?=0

dove si & tenuto conto dei due vincoli y; = 0 e x5 = 0. In componenti scalari si ha

mi, = 2A327
0=X\ —2)\3y2
0= X — 2311
mis = 2A3y2
ol +ys =1

Anche senza risolvere il sistema interamente, se teniamo conto di

A1 - 2)\3312 )

nelle reazioni, otteniamo

)\2 = 2/\3.%1 y

G1 = G11T+ P13aT + P13y7 = MT+ 2h3217 — 2\3ya] = 2\3217 = o7,
Gy = Gog¥+ Pasal+ 523;;72 Aol — 2X3217+ 2X3y2) = 2A3y27 = A\17.
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Moltiplicando le due equazioni di moto per &; e g9 rispettivamente e sommando, si

ottiene
m (F131 + §292) = 2A3 (2181 + y292) = 0.
ovvero i /1 )
T <2mx% + 2my%) =0,
che implica la conservazione dell’energia
1 . .
im (x% + yg) = §mvg .

Dalla (4.3)) e dall’equazione vincolare 2% + y3 = [2 si ha

2 2
.9 247 .2 7
Yo =T1—5 = L1735 5

Y3 12—y

e sostituendo nella relazione di conservazione dell’energia
1 x} s 1
-m|l4+ 57— | 2] =-my;,

2 < 2 — x%) 17970

2 2
ol* — 27

da cui
.2
T =g 2

Derivando di nuovo e semplificando si ottiene ’equazione di moto per zi:

2
%0 (4.4)

x1+l7$1:0

Per fissare le idee supponiamo che inizialmente i due punti si trovino entrambi

sull’asse y, e che P parta con velocita vg, cioe

{m(O) =0,  (0)
w(0) =1,  300)=0.

Vo ,

Pertanto il punto (P;, m) si muove con legge sinusoidale, per cui
z1(t) = lsin Ul—ot,
y2(t) = lcos vl—ot.

Ripetendo i calcoli direttamente dalle equazioni di Lagrange di I specie si ottengono
pure i parametri lagrangiani, che dipendono a loro volta dal tempo. Dalla prima

equazione si ha
1 & 1 v
A3 = — o —fmv—o
2 I 2 l2
e dalla seconda e terza
2 Yo
A1(t) = 2X3y2 = —m=" cos Tt’
2
% sin @t .
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In conclusione possiamo scrivere le reazioni vincolari

2

g . N vy . Vo,
@1 = 2X3210 = Mot = —mTO sin th,
U% Vo

¢2:2A3y2f: Alj: —MmM— COS tf.

l l

Per comprendere la genesi di queste reazioni, ¢ bene scrivere i contributi dei singoli
vincoli

$11= M7, $r2=10, 51,3 = 2\3(x17— y2)) ,
52,1 = o7, 52,2 =0, 52,3 = —51,3-

ESERCIZIO 4.3.2. Sistema di 3 punti vincolati.

Si consideri un sistema costituito da tre punti materiali Py, P>, e P3, di uguale
massa m, in un piano orizzontale, vincolati nel sequente modo: Py e Py sono vincolati
all’asse y = 0, Py é vincolato all’asse x = 0, © punti Py e P» sono vincolati fra loro in
modo da mantenersi alla distanza I, i punti Ps e P3 sono vincolati fra loro in modo
da mantenersi alla distanza 2. I vincoli sono lisci. Si studi il moto dei tre punti.

Indichiamo con x;,y; le coordinate di ciascun punto F;. Le equazioni dei vincoli
sono le seguenti

(P, P, Ps) = 1 =0
fo(P1, P2, P3) = a9 =0
f3(P1, Po, P3) = y3 =0
fa(P1, Py, P3) = (za—21)%+ (y2—w1)? = 1
fs(P1, P2, Py) = (23 —x2)* + (y3 —92)® = (20)°

Il sistema dei tre punti ha 2 -3 — 5 = 1 grado di liberta. Possiamo scegliere come
coordinata lagrangiana l’ascissa x1, che potra variare fra —I e [. Si immagini ancora
che i punti possano scorrere da un ramo all’altro degli assi coordinati a cui sono
vincolati. Le reazioni nei 3 punti sono espresse nella seguente forma

¢1 = Aigradp fi + A gradp fo + Aggradp, f3 + Asgradp fi + A5 gradp, f5 =
M T=2X (w2 — 21)7— 2Ma(y2 — y1)7,

—

¢2 = Aigradp, fi + A2 gradp, fo + Az gradp, f3 + Mg gradp, fa + As gradp, f5 =
= AQ T'-f— 2)\4(1‘2 — x1)7+ 2)\4(y2 - yl)j— 2)\5 (1‘3 — (IZQ)?- 2)\5(y3 — yg)j,
$3 = A gradp, f1 + A2 gradp, fa + Az gradp, f3 + A grad p, f4 + As gradp, f5 =

= A3J+ 25 (z3 — 22)7+ 2X5(y3 — y2)7-
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O

Figura 4.2: Sistemi di 3 punti vincolati nel piano.

Tenendo conto che non ci sono forze attive agenti sui punti, le equazioni di Lagrange
di I specie diventano

md’1 = )\1 j— 2/\4 (1’2 — a:l)i'— 2/\4(y2 - yl)j’
mdz = Aa 7+ 2Xq(@2 — 21)0+ 2M4(y2 — y1)7 — 25 (23 — 22)7— 2X5(y3 — y2)7
mads = A3 f—l— 25 (.’L‘3 — 1‘2)?4‘ 2/\5(y3 — yg)j

y1 =0
x2:0
y3 =0

(2 —21)? + (2 — )2 —1*=0
(z3 — 22)* + (y3 —y2)? — (21)* =0

ovvero 6 equazioni differenziali e 5 equazioni vincolari (algebriche)

mfél = —2)\4 (.TQ — xl)

mis = A1 — 2Ma(y2 — 1)

m.fg = )\2 + 2)\4(.%’2 - 1'1) - 2)\5 (wg — xg)
mijs = 2Aa(y2 — y1) — 2A5(ys — y2)

mxs — 2/\5 (.ZL'3 — xg)
mis = A3 + 2X5(ys — y2)

y1=0
o =0
y3 =10

(w2 —21)* + (2 — 1) =12 =0
(w3 —22)% + (y3 — y2)? — (20)2 =0

Si possono eliminare immediatamente tre equazioni corrispondenti alle relazioni
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vincolari (lineari)

m:'él = 2)\4 T

0=XA — 2199

0= )\2 — 2/\4.%1 — 2)\51‘3
mija = 2A4 Y2 + 2512
mifg = 2)\5 T3

0= )\3 — 2/\5 Y2

2 +yi—12=0

w3 +ys —42=0

Derivando le ultime due equazioni si ottiene

121 + Y292 =0, (4.5)
373 + yoy2 = 0. .

Ora moltiplichiamo le tre equzioni di moto per &1, 92, &3 rispettivamente

miil;icl = 2)\4 $1i‘1 y
mijaye = 2(Aa + A5)y292 »
mi‘gi‘g == 2)\5 1'31"3

poi sommiamo e utilizzando le (4.5)) si ha
m (#1321 + o2ge + E383) = 2M4 (2121 + Y292) + 2A5(2383 + y2u2) = 0,
ovvero

d (1 | 1 . I
dt(2mx%—|—2my§—|—2mx§>:0.

Supponiamo che i tre punti inzialmente soddisfino le seguenti condizioni iniziali

xl(o):_la 3/2(0) :Oa .’E3(O):2l,
£1(0) =0, 92(0) = vo, 3(0) = 0.
L’equazione di conservazione dell’energia prende la forma
1 . . . 1 22 x2 .
2m(m%+y§+x§):2m<1+y§+ %)x%—mv%,

che con un po’ di algebra si puo riscrivere

. <3z4+2l2z% —:ﬁ{) o 1,

2\ 314 — 21202 — ot 1= oM

Derivando ’espressione

! O\ 304 + 20222 —xf )’

a conti fatti si ha
(31* + xff)
T .
(314 + 20222 — z1)? !

iy = —4vdl?
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Lasciamo al lettore di trovare la soluzione della precedente equazione differenziale, e
poi di investigare i moti degli altri due punti. Ci limitiamo solo ad osservare che il
moto di 1 in questo secondo esercizio appare subito diverso da quello di x; dato da
, in quanto la nuova equazione di moto non & piu lineare, come era da aspettarsi
in quanto che in questo esercizio i punti P; e P» si devono portare dietro anche il
punto Ps.



Capitolo 5

STATICA dei SISTEMI
OLONOMI

5.1 Introduzione

E bene prima di procedere con la dinamica dei sistemi olonomi, sviluppare la
statica dei sistemi olonomi. In questa sezione utilizzeremo poi il principio dei lavori
virtuali per risolvere problemi di statica.

5.2 Statica dei sistemi olonomi a vincoli lisci.

Una configurazione C° di un sistema olonomo ¢ di equilibrio se le equazioni di

NI

hanno come unica soluzione

Ct)y=C%t>tg.

Una configurazione C & di equilibrio in [tg, T se e solo se per ogni t € [tg, T si ha

m
Fi+Y Negradp fj =0, i=1,....n,
j=1
£(C% ) =0, j=1,...,m.
In altre paroleﬁi:— ;”:1 Aj gradp, f; :gi_);-, ovvero

(F1,Fy, ..., F,) e NC(C°t).
Possiamo enunciare il

Teorema 5.2.1. Condizione necessaria e sufficiente perché C° sia di equilibrio in
[to, T] € che il sistema di forze direttamente applicate sia tale che

(F1, Fy,...E,) € NC(C°,t), per ogni t € [to,T] (5.1)

e che C° € C(t), per ogni t € [to,T].
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A questo punto il principio dei lavori virtuali puo essere scritto nella forma
A n — A
Wp=> F-v;=0, (5.2)

qualunque siano le velocita virtuali 73} dei punti P;, in ogni istante ¢ € [to,T] e in
ogni configurazione C' € C(t). L’equazione ¢ detta equazione simbolica della
statica dei sistemi olonomi a vincoli lisci.

Facendo uso delle cooordinate lagrangiane

n n l l n
2, = op; = 0F ) .
SLILES SLI I R PRy P
i=1 i =9 o \io 9w
e quindi
l
> Qrir =0,
k=1
n = OP )
dove Qr = > i Fi - 5q, SO0 dette forze generalizzate.
dk

Per 'arbitrarieta delle velocita lagrangiane ¢, si ha Qr = 0, perogni k =1,2,...1.
Quindi I’equazione simbolica della statica, espressa tramite le coordinate lagrangiane,
da luogo ad I equazioni

QrL=0, k=12...,

che consentono di determinare le coordinate lagrangiane corrispondenti all’eventuale
configurazione di equilibrio.

Vediamo cosa succede nel caso conservativo. Nel caso di forze conservative,
esiste una funzione potenziale U, tale che F; = gradp,U. Introducendo le coordinate
lagrangiane

U(Qlaq2a . 'an,t) = U(Pl(q17q27 R aQZat),P2(Q17QQ, s 7ql7t)a cee aP’n(qquv s )qlat))

e tenendo conto di cio nell’espressione delle Q)

i or, oU
= rad U -
O 1:21 Zg Oqr  Oqi’
Quindi
Qr=0,k=12,...,] = a—U =0, k=1,2,...,1.
gy,
In presenza di vincoli bilateri lisci e fissi, le equazioni ngi =0,k=1,2,...,1,

traducono la condizione di stazionarieta del potenziale.

Nota 5.2.1. L’applicazione dell’equazione Q = 0,k = 1,2,..., non risulta sempre facile, in
quanto occorrono speciali cautele per la scelta delle coordinate lagrangiane. Particolare attenzione
va data ai domini di variabilita delle coordinate lagrangiane cosida trovare i punti di equilibrio
all’interno degli intervalli in cui variano le g.

Come applicazioni si consideri la statica dei corpi rigidi e I’equilibrio dei sistemi
pesanti (stazionarieta della quota del baricentro, principio del Torricelli).
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5.3 Statica dei sistemi rigidi
Ricordiamo le equazioni cardinali della statica

Teorema 5.3.1. Equazioni cardinali della statica. Condizione necessaria e
sufficiente perché un sistema rigido, in quiete in un istante, vi rimanga € che siano
verificate

R =0, M0)=0

dove R® ¢ la risultante delle forze esterne e ME(O) e il momento delle forze esterne
rispetto ad un punto O.

Vediamone la dimostrazione per un sistema rigido libero. Si parte dalla condizione
necessaria e sufficiente (5.1)), che in termini di potenza si esprime con

n
Wp =Y F; v; =0, (5.3)
i=1
che equivale a Wr = 0 essendo i vincoli fissi, per qualsiasi moto rigido che e

caratterizzato da @ ed @ e dove le F; sono le forze direttamente applicate. Quindi

ol

I
NE
i
I
N
=
+
&l
>
~
S
I

Wr

i=1 i=1
n o n . n n

=Y F-to+Y Fi-dA(P-0)=> F-to+Y GA(P—0)-F
i=1 =1 =1 =1
n . n .

=Y F-t+&-> (P—O)ANF=0
i=1 =1

Re=Y"F=0; MY0)=>(P-0)AF=0.

i=1 i=1

Questa dimostrazione vale solo per i sistemi non vincolati all’esterno, ma si puo
facilmente generalizzare ad un sistema vincolato all’esterno, considerandolo come un
sistema libero, introducendo le reazioni vincolari tra le forze direttamente applicate.

5.4 Applicazione del principio dei lavori virtuali.

Vediamo ora un esercizio in cui il principio dei lavori virtuali (o della potenza
virtuale) viene usato per studiare 1’equilibrio di un sistema.

ESERCIZIO 5.4.1. Si consideri il sistema costituito da due aste rigide, di lunghezza
[, vincolate come in ﬁgum su un piano verticale. Esprimere la relazwne che deve
intercorrere fra il carico P verticale sulla cerniera mediana B, la forza F orizzontale
in C' e l’angolo 0, perché zl sistema st trovi in equilibrio.
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Si indichi con y la quota di B e con x I'ascissa di C'. Si suppongono le aste senza
peso. La potenza delle forze direttamente applicate

Wp=P-yj+F -i7=—Py— Fi.

Puo essere utile esprimere la relazione precedente in termini di lavoro virtuale. La
variazione virtuale del lavoro nel tempo 6t ¢ data da

0L = Wgdt = —Pdy — Fox.

A causa della dipendenza fra & e y (e fra dx e dy) non si puo ricavare ancora niente

Figura 5.1: Biella-manovella.

da Wrp =0(0L =0). Scriviamo z,y in funzione di e differenziamo

xr = 2lcosf . y=Isin 0 '
£ = —2lsinfl y=lcosff, o anche
or = —2lsinfil dy=Icos 00 .

Sostituendo si ottiene
0=Wp = —Plcosf + 2FIsinff = (2F sin@ — P cos )16 = 0,

da cui
2Fsinf — Pcos0 =0 = P =2Ftan0.

ESERCIZIO 5.4.2. Si consideri il principio dei lavori virtuali nel caso della statica di
un sistema pesante.

Si consideri un sistema S = {m;, P;}, di n punti, ciascuno dei quali pesante, allora
su ogni punto agira la forma

—

Fi = —migE .
Calcoliamo il lavoro (virtuale) delle forze agenti

n n

n
0L = ZF’Z 0P = — Zmigézi = —meic;zi = —gmdzp,
i=1 =1 =1
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dove si e fatto uso della definizione di centro di massa, la cui quota zp € tale che
mzo = Y g M;zi.
Per il Principio dei Lavori Virtuali, deve essere 6L < 0, da cui

(520 2 07
ovvero non deve accadere mai che dzg < 0.

Teorema 5.4.1. Condizione necessaria e sufficiente per ’equilibrio di un sistema
costituito da n punti materiali e pesanti € che il suo baricentro non possa abbassarsi,
per un qualsiasi spostamento virtuale del sistema.

Questo teorema equivale a dire che la quota del baricentro deve essere minima
all’equilibrio. In letteratura questo teorema & chiamato come Principio di Torricelli.
Si osservi che questo risultato vale in maniera locale.

Si consideri la pallina materiale pesante in figura. Sia A che B sono entrambi
punti di equilibrio (il potenziale, oppure la quota, sono stazionari). Il punto A
corrisponde ad un massimo della quota della pallina, mentre il punto B corrisponde
ad un minimo. Il punto B € un punto di equilibrio stabile. Si osservi intanto che

A

B

Figura 5.2: Pallina pesante.

gli spostamenti virtuali (nel caso in figura, effettivi) devono essere infinitesimi. Nel
nostro caso gli spostamenti sono reversibili, e all’equilibrio si ha §zg = 0. Quando si
da un piccolo spostamento alla pallina, a partire dal punto B, la quota si innalza (in
B'). E’ facile verificare che per tornare alla posizione di equilibrio, le forze attive (in
questo caso solo il peso) compiono lavoro positivo.
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Capitolo 6

Introduzione alle EQUAZIONI
DI LAGRANGE di IT SPECIE

6.1 Introduzione

In questo capitolo si introducono le equazioni di Lagrange di II specie come
metodo sintetico ed efficiente per scrivere le equazioni di moto di un sistema olonomo
sottoposto a vincoli lisci senza darne una giustificazione teorica, in quanto il nostro
primo scopo € quello di fornire una ricetta pratica per scrivere le equazioni di moto.

Questo primo capitolo e introduttivo all’equazioni di Lagrange, mentre nel capitolo
successivo si sviluppera la parte teorica e si dara la dimostrazione delle equazioni di
Lagrange.

6.2 Le equazioni di Lagrange di II specie nel caso non
conservativo

Si consideri un sistema S di n punti materiali. Senza entrare nei particolari, con
I’esperienza che il lettore si ¢ fatta nello studio dei capitoli precedenti, supponiamo
di essere in grado di introdurre, al posto delle 3n coordinate cartesiane una serie di
nuove coordinate, che chiamiamo coordinate lagrangiane (vedi paragrafo (3.1.3))) e
che sono sufficienti ad individuare la configurazione dell’intero sistema.

Si consideri un sistema S sottoposto a vincoli olonomi bilateri, cioe un sistema
la cui configurazione generica sia esprimibile in funzione di uno ed un solo numero
[ di coordinate che chiameremo lagrangiane: qi,qo,...q. Tali coordinate potranno
essere parte delle originarie coordinate cartesiane od anche altre coordinate comunque
esprimibili tramite di esse. Se i vincoli sono fissi le coordinate ¢1,¢qo, . .. q saranno
sufficienti ad esprimere la configurazione del sistema, nel caso di vincoli mobili
dovremo aggiungere, come variabile esplicita, anche il tempo t.

Seguendo quanto detto nel capitolo (3] siamo quindi in grado di esprimere ogni
punto degli n punti del sistema S tramite le coordinate lagrangiane, ad ogni istante ¢

Pi(t) = Pi(q1(t), g2(1), - .- au(?), 1) (6.1)
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Elenchiamo passo per passo come si deve operare per scrivere le equazioni di Lagrange
di IT specie, innanzitutto nel caso piu semplice in cui le forze agenti sul sistema siano
tutte conservative e quindi esprimibili tramite un potenziale U

e (Calcolare ’energia cinetica del sistema ed esprimerla in funzione dei soli parame-
tri lagrangiani q1, qo, . . . q;, delle sue derivate, dette anche velocita lagrangiane,
q1, G2, - - - i, ed eventualmente anche esplicitamente del tempo, se i vincoli sono
mobili.

Per calcolare I'energia cinetica si tratta, partendo dalla definizione T' = 3 Z L My
di tenere conto dell’espressione delle velocita in termini di coordinate lagrang1ane
ovvero derivando la (6.1]), dell’espressione

iy PPy OP 0P OP
(% aq 41 9 2Q2 6

A conti fatti, si otterra un’espressione dell’energia cinetica quadratica nelle velocita
lagrangiane che dipende dalle seguenti coordinate (si pud anche provare che tale
espressione ¢ quadratica nelle ¢)

(6.2)

T:T(‘]vaQw--»Ql7Q1,(12,-~an,t)-

e Calcolare il potenziale U del sistema in funzione delle coordinate lagrangiane
41,92, - - - q;, € del tempo t.

e Definire la funzione Lagrangiana come
L=T+U . (6.3)
Tale funzione risultera in generale funzione di

ﬁ:5(‘]1,(]27---61174176]'2,---Ql>t)- (64)

Ora abbiamo tutti gli ingredienti per scrivere le equazioni di Lagrange di II specie

d oL oL

dt 0qi,  Oqy B

Se invece le forze agenti sul sistema non sono conservative, allora le equazioni
(6.5]) si scrivono nella forma (non conservativa)

(6.5)

doT orT
el = = 6.6
dove le Qi sono dette forze generalizzate o lagrangiane, definite da
=Y F-— 6.7
Qr ; i (6.7)

dove F; e la forza agente sul punto P, € S.

Come abbiamo gia visto, si puo giustificare la definizione (6.7)) interpretando
le Q; come la proiezione delle forze sulle direzioni individuate dai vettori aP
rappresentano i versori di base dello spazio tangente nel punto conaderato nello
spazio delle configurazioni.
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6.3 Primi esercizi sul formalismo lagrangiano

In questi primi esercizi si vuole vedere a cosa si riduce il formalismo lagrangiano
quando lo si applica a semplici esercizi, che possono essere risolti direttamente facendo
uso dell’equazione di Newton.

6.3.1 Equazione di moto di una particella libera

EsErcizio 6.3.1. Si studi il moto di una partzcella di massa m, lzbem di muoversi
nello spazio sotto l'azione di una forza (qualsiasi) F=F,7+ F, g+ F, k.

Il punto libero ha tre gradi di liberta e si possono scegliere le usuali coordinate
cartesiane quali parametri lagrangiani. L’energia cinetica &

1
T = —m(i® + ¢ + 22)

2
per cui
or_ .odor_ .or_
o " dtox | om
Analogamente
dor _ or_
dtoy ~ " oy T
dor_ o
atoz " 9
Calcoliamo ora le componenti delle forze generalizzate
L OP S
—F. = =F.7=F, 6.1
Q1 B C (6.1)
L OP S
=F.—=F.7=F 6.2
Q2 Ay J y ( )
L 9P - -
=F.—=F -k=F, 6.3
Q3 9, (6.3)

Quindi dalle equazioni di Lagrange di II specie, nel caso non conservativo, si ottengono
le tre equazioni

mi = Fy
my = F, ,
mzZ=F,

ovvero si sono ritrovate le equazioni di Newton. L’assenza di vincoli e la scelta
delle coordinate cartesiane ci ha fatto ottenere I’equazione ma = F' proiettata sulle
direzioni coordinate.

6.3.2 Equazione di moto di una particella libera usando coordinate
polari

ESERCIZIO 6.3.2. S% studi il moto di una particella di massa m, libera di muoversi

nel piano sotto l’azione di una forza 15, scegliendo questa volta le coordinate polari
(r,0).
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Sia P = (z,y) = (rcosf,rsin@). Scriviamo le componenti della velocita, usando
le nuove coordinate

d(rcosf) .  O(rcosh) .

T=— 7+ 20 0 = 7 cosf — rsin 06 (6.4)
,_8(rsin9)_ 8(rsin0)-__ . .
y=—p 7+ 50 0 =7sinf + rcos 6. (6.5)

Possiamo quindi esprimere I'energia cinetica

1 1 . .

T= im(:c2 +9%) = §m(7'"2cos2 0 +1r26% sin® @ — 2r sin 0 cos 070
. . 1 1 :

+ 7%sin” 0 + r20% cos? 0 + 2rsin  cos 0 70) = imf“z + §mr202 )

come era naturale aspettarsi ricordando che dalla cinematica la velocita in coordinate
polari ¢ data da
U =rud+rfu; ,

dove i e w1 sono i versori radiale e trasverso. Calcoliamo quindi

d oT d, .. or "
wor — am = m or — "
d oT d o L oT
7 90 o (mr<0) = 2mrr + mr-0 50 0

d or or

Da cui la prima equazione di Lagrange 55 — 5 = Qr , dove la forza generalizzata

¢ data da op
Qr=F-—-=F-i=F,
or

assume la forma
mi —mr6®> = F, .

: : d oT or __
La seconda equazione di Lagrange digf — 09 = Qg , dove

- OP
Qo 50

assume la forma 2mr6 + mr?6 = rFy . ovvero

m(rf 4 2i0) = Fy.

F-riy=rFy,

Osservazione 6.3.1. Sopra si € fatto uso del fatto che
(P—0)=rd=rcostr+ rsinfj
e %—]: =de %—]HD = ril; dove ©; = —sin 67+ cos 07.
Osservazione 6.3.2. Si ricordi che le accelerazioni radiale e trasversa sono date da
ar:f—ré2, agzré—f—Q?'”é.
Osservazione 6.3.3. La seconda equazione nella forma
omri + mr?0 = rFy
corm}ponde al]a seconda equazione cardinale, dove rFy é il momento della forza e
mr20 4+ 2mri0 & la derivata del momento della quantita di moto.
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Figura 6.1: Pendolo composto.

6.4 Un semplice esempio: il pendolo composto

Si ricava ’equazione di moto del pendolo composto (vedi figura|6.1]) caratterizzato
dall’energia cinetica e dal potenziale:

1.
T = -Ip6?

9 09 3
U=—-Mgzp, = Mglcosb,

dove Iy ¢ il momento d’inerzia rispetto ad una retta ortogonale passante per il centro
di massa. La funzione lagrangiana prende la forma

1 .
L= §I092+Mglcosé?.

Quindi con semplici calcoli

oL ) doL .
o6 "’ dt 96
oL .
50 = —Mglsin®.
Quindi
doL oL : .
w90 90 = Ipf + Mglsinf =0,

e si ha la ben nota equazione del pendolo composto

Mgl
0

0+ sinf =0.
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Figura 6.2: Macchina di Atwood.

6.5 Un altro semplice esempio: la macchina di Atwood

Per comprendere la potenza del formalismo lagrangiano, risolviamo un classico e
semplice problema della fisica: la macchina di Atwood.

Si consideri la carrucola di raggio r in figura [6.2] a cui sono appesi, da parti
opposte, due masse m; ed mg, collegate da un filo (flessibile e inestendibile) di
lunghezza [. Si scriva ’equazione di moto per le due masse. 1l sistema ha un solo
grado di liberta, e conservativo ed a vincoli olonomi.

Assumiamo I'asse delle z rivolto verso il basso. Indicando con z la quota, a partire
dall’asse x in figura, ’energia cinetica delle due masse ¢

1 1 d(l —mr —2)\? 1 1
7= g+ g (NI Lt s,

il potenziale ¢
U=migz +mag(l — 7r — 2) = m1gz — magz + mag(l — 7r) .

La funzione Lagrangiana assume quindi la forma (si tralasciano le costanti)

1 1
L= §m1222 + §m22’2 4+ migz — magz .

Con semplici calcoli si ottiene %% = (m1 +ma)Z e ‘g—g = (m1 — mg2)g da cui
(m1 4+ mg)Z —myig+mog =0 (6.1)
ovvero
mip—m
F= 1t 2 (6.2)

m1 + mg
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che si puo ricavare anche in via elementare.

Si noti, che non si ricava la tensione della fune, perché le forze vincolari non
compaiono mai in una descrizione lagrangiana.

Questo esercizio pud essere risolto facilmente anche con le equazioni cardinali o
con il principio di conservazione dell’energia (come si fa comunemente nei corsi di
Fisica). Ad esempio ¢é facile scrivere la prima equazione di cardinale, tenendo conto
che

@ = mla'cl; - mgi'E,
tenendo conto che
R'e = mlgE - mQQE’

da @ = R segue subito la (6.2). Lasciamo al lettore di considerare il caso in cui la
carrucola abbia un momento d’inerzia I.

6.6 Espressione lagrangiana dell’energia cinetica

Nel formalismo lagrangiano é necessario esprimere 1’energia cinetica del sistema,
definita da T' = % S°" , miv?, tramite le nuove coordinate lagrangiane. Per ottenere
questo sara sufficiente tenere conto dell’espressione della velocita dei punti P; tramite
le coordinate lagrangiane

8P c?P

Sostituendo nella definizione di T si ottiene

T =

i

O =1 O f=1
El: oP; OP; ind
= : hdk

w1 9an 9q

Quindi scambiando gli indici (operazione lecita perché le sommatorie sono finite) si
ottiene

L ) o

h,k=1 \i=1

Se definiamo
S, 0P 0P
—~ " 0qn Oqr’
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" 9B 0P
b = i )
" ;maqk ot

1 oP;\?
no= 53m(%)

I’espressione dell’energia cinetica in coordinate lagrangiane ¢ data da

l l

2T = > ankGndr + Y budn + 270 - (6.1)
h,k=1 h=1

Per evidenziare la struttura dell’energia cinetica di un sistema olonomo, puo essere
conveniente evidenziare che 'espressione di secondo grado nelle ¢ & una forma
quadratica definita positiva che possiamo indicare con

!

1 .

T2=§ E ankqndk -
k=1

Indichiamo poi I'espressione di primo grado nelle ¢ con
!
Ti = buin-
h=1

Pertanto I'energia e la somma di tre termini del secondo ordine, del primo ordine e
d’ordine zero nelle velocita lagrangiane

T=T,+T1+1Tj.

Si osservi che nel caso di vincoli fissi, 'espressione dell’energia cinetica si riduce al
solo termine quadratico T5.



Capitolo 7

Le EQUAZIONI DI
LAGRANGE di II SPECIE

7.1 Introduzione

Questo capitolo sara dedicato alla dimostrazione delle equazioni di Lagrange di
IT specie. 11 lettore dovra avere ben chiaro la definizione di vincoli lisci che gioca un
ruolo fondamentale nella dinamica dei sistemi olonomi.

Nel capitolo inseriremo anche uno schema che riassume i vari passi con cui
abbiamo studiato la dinamica degli olonomi, utilizzando il formalismo lagrangiano.

7.2 L’equazione simbolica della dinamica

Utilizzando il Principio dei lavori virtuali (ovvero la definizione di vincoli lisci),
le leggi di Newton possono essere riscritte in una forma che sara utile in seguito.
Per ciascuno dei punti del sistema vale la legge di Newton

— —

F,—md;+¢;,=0, i=1,2,...n, (71)

ovvero, durante il moto, si dovra avere ¢; = m;a; — F;. Quindi tenendo conto della
definizione di vincoli lisci

n
Wy =3 ¢i-0; =0,
i=1
segue 1’equazione simbolica della dinamica dei sistemi olonomi a vincoli lisci

(s = B) - 0= 0, (01, 0,..., ), (7.2)
1

n
1=

all’istante ¢ ed in una qualsiasi configurazione compatibile con i vincoli.
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Figura 7.1: Pendolo matematico.

7.2.1 Come utilizzare ’equazione simbolica per determinare le equa-
zioni di moto

EsERcCIZIO 7.2.1. Si scriva 'equazione di moto di un pendolo matematico, costituito
da un punto materiale P di massa m, collegato con un filo di lunghezza | ad un
punto fisso O e libero di muoversi in un piano verticale sotto l’azione della forza
peso, utilizzando il Principio dei lavori virtuali.

In questo caso semplice di un punto materiale, 'equazione (7.2)) si puo scrivere
(mc_i + ng) 0P =0. (7.3)

dove si e fatto uso dello spostamento virtuale § P (invece della velocita virtuale) dato
da
6P = 15pt = lcos 67 + lsin ¢ 6ok
con i versori tangenziale e normale t = cosp7+singje i = —sin7 + cos 7.
Si faccia riferimento alla figura (7.1)) per il significato dei simboli. Riscrivendo
<2

. S .y ST N . .
l'accelerazione come @ = §t + —ii in ((7.3)), dove s & 'arco percorso s = [ ¢, si ottiene
p

-2
<m§ F+mi+ mgk:) Adpt =

p
mi%@ 8o + mg(sin ot + cos pit) - 1dpt = (7.4)
mi?p 6o + mglsin pdp = mi*(¢ + %sin ©)op0.

Quindi valendo per ogni d¢p, si ottiene la famosa equazione nonlineare di moto del

pendolo matematico
» + % sinp =0.
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7.3 Le equazioni di Lagrange di II specie

Siamo ora in grado in questo capitolo di dimostrare le equazioni di Lagrange di
IT specie. La dimostrazione si basa sostanzialmente sulle leggi di Newton e sulla
definizione di vincoli lisci.

Tenendo conto delle coordinate lagrangiane q1, g2, . . . ¢k, - . . q;, sostituendo nell’e-
quazione simbolica della dinamica 12)} = ka.:l %q’k si ha

; (miai - ﬁz) ;gflz% = zl: [Xn: (mzﬁi - ﬁz) 251 g = 0.

k=1 Li=1

Per arbitrarieta delle velocita lagrangiane ¢i, in quanto che le g sono coordinate
libere e quindi le velocita qualsiasi, si ha

> (ma~ ) - 51

= Oqx

=0, perogni k=1,2,...1,

e ricordando la definizione di forze lagrangiane

n n
S 28—y OB
i=1 i

Oqr = O
& oP;
> omidi - -— - Qr=0, Vk=12...1L (7.5)
— Oqx,

—

P;
Analizziamo il termine, riscrivendo i~ m;d@; - =— , si ha

gy
- _ 0P " 7d _ OF; _ dOoF;
;miai . aiqk = ; |:dt <mﬂ)l . 8(]]6) — m;v; - %qu . (76)

Differenziando P; = P;j(q1,42,---qk---q,t), si ha (si assume per il seguito che si
abbiano derivate parziali seconde continue)

dopr, < %P,

el q 7.7

dt 8qk Z 8qh8qk n+ Otoqy, ( )

D’altronde ricordando
l
opb; ob; .

v; = j —_—, =1,2,...n, 7.8
v kz:; I qr + ot 7 n ( )

e, ricordando anche il teorema di Schwarz che permette di scambiare ’ordine di
derivazione per funzioni con derivata seconda continua, si ha

oU; oPF; . p 82
Oqr gk [Z g " ] Z an8Qh 3%375

(7.9)



58

Le EQUAZIONI DI LAGRANGE di IT SPECIE

Quindi da (7.7) e (7.9) per ogni 4

d OP; 0U;
— = k=12 l 7.10
dt 6qk 8qk Y Y Y ( )
Inoltre da ([7.8)
ov;  O0PF;
=T k=1,2,...1, 7.11
oG, Oqy (7.11)
perché le 8P L non dlpendono dalle G-
Dalla ( usando - si ottiene
“ 0P; " [d ov; ov;
O — 2 omdig, =2 |4 D D
_d 0 L 0 L dorT 0T
Cdt Oy, (; levi> aqy <; szvi> dt0q, Oqi’
dove abbiamo posto 7' = Y7, $m;0? . Sostituendo infine nella
dor 8T
— k=1,2,...1. 7.12

Abbiamo trovato [ equazioni alle quali vanno accoppiate le condizioni iniziali

k=1,2,..
k=1,2,..

qx(0) = qor ,
4% (0) = qox ,

{

1,
1.

(7.13)

Questo € un sistema di [ equazioni differenziali ordinarie che vengono dette equazioni
di Lagrange di II specie. Le equazioni ([7.12)) con le condizioni iniziali ([7.13])

determinano per integrazione il moto del sistema.

7.3.1 Caso conservativo.

Se le forze direttamente applicate sono conservative, ¢ definita la funzione

potenziale
U= U(Q17q27 e ,Ql,t)
- M( (qlana cee 7917t)7p2(QIaCI27 .. '7ql7t>7 o Pn(QlaQ% .. '7ql7t>)7
e si ha
—»8P L 8PZ- oU
= radpUf -
Qr = Z Zg p; o 8%
Allora dalle ((7.12))
i@l_@i_@ﬂ k=1.2 I (7.14)
dtOgr,  Oqr  Ogi’ e '
Tenendo conto che (:g;;U) = g—;‘; si ha
daT+U) (T +U)
— — =0 k=1,2 l 7.15
dt 8qk aqk b 9 b ( )
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Introduciamo
L=T+U
dove
[’ = L(Ql7q2a" . 7ql)q17q27"' 7qlat)
e si ha
doc or _
dt 0g,  Oqp
_ (7.16)
ak(0) = qok
dr(0) = qor
Risolvendo il sistema si possono determinare le funzioni
qk:qk(t), kZl,Q,...l,tG[to,T]
Sostituendo in P; si ha
Pi:Pi(q1(t)aQQ(t)7"'aql(t)at)v i:172>"'na
. . . i . L7
in funzione di ¢ € [tg, T]. Infine si ricavano T = d,(t) e si valutano le reazioni ¢;

con le equazioni di Newton.

Osservazione 7.3.1. Si noti che lintegrale dell’energia (valido se i vincoli sono
fissi) é un integrale primo delle equazioni di Lagrange di II specie e da esse consegue.
Mentre invece non wvale altrettanto per le equazioni cardinali della dinamica, dove
non si tiene conto del lavoro delle forze interne (in generale diverso da zero). Si
noti inoltre che si possono trovare altri integrali primi se £ non dipende da una delle
variabili qy.

7.4 La conservazione dell’energia meccanica nel caso di
vincoli fissi

Durante il moto, lo stato del sistema ¢ individuato dalle g = qx(t) e G = Gi(t).
Si dicono integrali del moto quelle funzioni di g e ¢ che si mantengono costanti al
variare del tempo, dipendendo solo dalle condizioni iniziali. La meccanica analitica
insegna che il numero di integrali del moto indipendenti per un sistema chiuso ad [
gradi di liberta & uguale ad 2] — 1.

Ricaviamo qui un integrale primo di moto direttamente dalla Lagrangiana. Si
consideri un sistema meccanico, sottoposto a forze conservative, ad [ gradi di liberta
avente Lagrangiana £. Supponiamo inoltre che i vincoli siano indipendenti dal tempo.
La Lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo, quindi la sua derivata totale
rispetto al tempo risulta

dr la
N

k=1

l
oL .
2 g,
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Utilizzando le equazioni di Lagrange di II specie, si ottiene

Lo Ld roc .
o= S (5) + Z =3 o ()
ovvero

di <Z q’“i - ﬁ)

Si ottiene cosi l'integrale primo di un sistema conservativo a vincoli fissi
Z qk— — L = costante. (7.1)

Indichiamo con H 1’espressione ([7.1)), che risulta essere proprio 1’energia totale del
sistema.

Infatti, nelle nostre ipotesi,
oc  oT

dix  Odw

e ricordando 'espressione dell’energia nel caso di vincoli fissi, si ha

qu

3%

Si ottiene cosi
H=2T—-(T+U)=T-U.

che ¢ l'energia totale del sistema.

7.5 Il potenziale generalizzato

E possibile trattare alcune forze non conservative introducendo una opportuna
funzione che puo essere interpretata come un potenziale generalizzato.

Per illustrare questo caso, consideriamo ’esempio di un sistema i cui punti siano
sottoposti ad una forza d’attrito che sia proporzionale alla velocita della particella,
ad esempio (limitiamoci ad un coefficiente k isotropo), la forza sul punto P; ¢ data da

Foi = —kv;.

Possiamo introdurre la seguente funzione detta funzione di dissipazione di Rayleigh

E facile verificare che

OF
8'1}1'1 ! 81}2'31 J Gviz

0 OF - = L
_VW]: = — v a 7— > k=—k (Uzazf"i' Uiy7+ Uizk) = Fyi,
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e quindi la funzione 2F puo essere interpretata come la potenza dissipata a causa
dell’attrito, poiché il lavoro delle forze d’attrito sul punto P; e pari a

(—dW ¢ il lavoro fatto dal sistema contro le forze d’attrito). Calcoliamo ora la forza
generalizzata corrispondente alla forza d’attrito

o g 06 OF

Nz 0P & 0P ‘ OF
QkZEFai-qu_—;Vw}]-a—qk_—ngﬂ o = " da

Introducendo nell’equazioni di Lagrange la forza generalizzata, espressa tramite la
funzione di dissipazione di Rayleigh, si ottiene

doL oL OF

A 7.2
dt0qr,  Oq  Oqx (7.2)

A volte si preferisce definire un nuovo potenziale, detto generalizzato, dato da U — F.

7.6 Sommario

In questa sezione elenchiamo nell’ordine con cui stati introdotti i punti su cui si
basa lo studio dei sistemi olonomi.

e Sistema di n punti materiali {P;,m;}, i =1,2,...,n: P, P,...P,.

e Definizione di m vincoli olonomi f1, fo,... fj... f;n = 0.

. P(t) = {Pl,PQ, .. Pn} c R?

e Compatibilita ed indipendenza dei vincoli:
of;j

3fh) %ilm

rango massimo della matrice <
1...3n

e Spazio delle configurazioni C(t) C R3"
e Riduzione del numero di coordinate essenziali: gradi di liberta [ = 3n — m.

e Coordinate lagrangiane q1,q2,...qx ... q

oP, 0P oP,

e Dal fatto che la matrice dei vincoli ha rango massimo. segue che (@, B B

¢ una base di un spazio di dimensione .

)
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3 vy .
! l | " 9e R ’
& [ O fo
? /% ; : y
/P"‘l \Pw g >N ;I//)“'-'-""““—-' _'Ciz
Spazio fisico . t®c ]R:'m, -
SP&‘° A&ue q1 K P ﬁm)%alo

(e, R, ... pn) 633 (l:) CONFIGURAZION! (‘]hﬂz/ ‘]e) € Ke ‘RE
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e Spazio tangente allo spazio delle configurazioni TC(C,t), nella configurazione
C e all’istante ¢

e Definizione di velocita virtuale v; = 22:1 gfjj e

A

e Condizione nec. e suff. che (U1.92,...7;...7,) sia un atto di moto virtuale e
che (171.172, T 27n) S TC(C, t) C R3",

A
=

e Derivando f; =0, si ha Y% gradf; - 0; =0, j =1,2,...m.

e Il vettore di R3" (gradp, fj,gradp, f;,...gradp f;), 7 =1,2,...m ¢ ortogonale
a (U1, 0a,...0,) ciod a TC(C,t) C R3",

e (gradp, fj,gradp, fj,...gradp f;) € una base di uno spazio a dimensione m.

e Spazio normale allo spazio delle configurazioni NC(C,t)subseteqR3" | nella
configurazione C' e all’istante ¢.

e Principio dei lavori virtuali. Definizione di vincoli lisci > 1, 51 . 1%1 =0.
) qg; si esprimono con la base (gradp, f;, gradp, f;,...gradp f;) conj=1,2,...m.

° q_s; = Z;’Ll Ajgradp, Quindi si scrivono le equazioni di Lagrange di I specie

m

m;d; :E+Z)‘jgradP¢fj’ 1=1,2,...n,
j=1

fj(xl)ylvzlvx27"-$nayn72n7t) :Oa .] = 1727"'m'
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Capitolo 8

Le equazioni di Hamilton

8.1 Introduzione

Nei paragrafi precedenti siamo passati dalle equazioni di Newton a quelle di
Lagrange, con un notevole vantaggio. Il procedimento lagrangiano consente di
derivare direttamente le equazioni di moto a partire da un’unica funzione scalare, la
Lagrangiana. Ai vantaggi pratici del formalismo lagrangiano, vanno aggiunti anche
i vantaggi teorici relativi alla struttura delle equazioni ed alla stazionarieta di un
funzionale espresso tramite la Lagrangiana.

8.2 La funzione di Hamilton

Si ricordi che le equazioni di Lagrange di II specie sono un sistema di [ (pari
al numero dei gradi di liberta) equazioni differenziali ordinarie del II ordine, con
incognite

qk:qk(t), k= 1,2...[.

Queste equazioni possono essere scritte in forma normale, ovvero esplicitate rispetto
alla derivata massima

7= f(q.q.1), (8.1)

con 7= (q1,q2,..-q) € R.

In altre occasioni, abbiamo considerato conveniente trasformare le | equazioni
del II ordine in un sistema di 2/ equazioni del I ordine. In questo caso abbiamo
un sistema di equazioni del primo ordine in forma normale in uno spazio con un
numero doppio di 2/ coordinate, individuato dalla coppia (¢, (j) Questo spazio e
chiamato comunemente spazio degli stati (e non propriamente spazio delle fasi, come
chiariremo in seguito).

La forma delle equazioni di Lagrange suggerisce di scegliere come variabili, invece
della coppia (¢, (j), la nuova variabile

o
pk_aqk
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ovVvero or
P=—=(0q1). (82)
0q
. ) : : 4oL _ 9L
Infatti con questa scelta 'equazione di Lagrange b = a prende la forma
oL

P = — . 8.3
o (8.3)

Invece delle coppie (¢, 5), che, per essere piu precisi formano lo spazio degli stati,
utilizzeremo le coppie (¢,7) € R?, che formano lo spazio delle fasi. I p;, = g—(fk
sono chiamati momenti cinetici coniugati alla coordinata g, mentre le coordinate
(¢,p) = (q1,92, - --q,P1,P2, - - -, 1) sono chiamate coordinate canoniche.

La relazione definisce le p'in funzione di g, cj’ (per ogni tempo t), ora si tratta

di invertire la relazione e determinare le ¢ in funzione delle p, ovvero
7=q(q.p,t).

Esempio 8.1. Sia P un punto materiale di massa m libero di muoversi su un piano.
Se utiliziamo le coordinate polari (r, ) per individuare il punto sul piano, allora le
due coordinate lagrangiane sono

qQ=r
G2 =¢
e definiamo
p1 =mr
2.
D2 =mr-p
(p1 € p2 st possono ottenere come %7 conT = %m(fQ +72¢%)). Quindi ¢ elementare
7
ricavare le relazioni inverse
. . _ D
q =r=—
m
.. P2
q =Y = B
mr

Consideriamo il cambio di coordinate

(q.lvq.27 .. ql) — (p17p27 cee 7pl)

caratterizzato dalla matrice jacobiana associata <8pk) . Dalla defini-
h=1,2...1
zione dei pg, si ha
2
Ope _ 0L 19
Oqn  94n0qy,

Il potenziale non dipende da ¢; e quindi se non vi sono potenziali generalizzati, si
puo scrivere
8pk o 62T o 82T2
9Gn  04n0dr  04n0dy

hok=1,2...1 (8.4)
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dove abbiamo tenuto conto che I'energia cinetica T' = Ty + 11 + 15 con

1~ (<~ OPOR) .
Ty = 2 h%; (; m; o0, 8%) qndk -
Ma la matrice ¢ simmetrica, definita positiva e con determinante non nullo
(positivo) in ogni punto dello spazio delle configurazioni ed in ogni istante. In
conclusione la '

P=70(q,qt)
puo essere invertita rispetto a cf, ovVvero

7=q(q,p,t)
risultano esprimibili come funzioni delle ¢ e delle nuove coordinate p, oltre che del
tempo.
.Con queste trasformazioni, siamo passati dallo spazio degli stati con coordinate
(¢, q) allo spazio delle fasi con coordinate

(7,9) -

8.3 La trasformata di Legendre

Introduciamo la trasformata di Legendre della funzione Lagrangiana £. Tale
trasformata ¢ un procedimento che trasforma una funzione (convessa) reale in un
altra funzione dipendente esplicitamente dalla derivata della funzione stessa.

Sia L = E((j’,(j’,t) una Lagrangiana non degenere, ovvero con determinante
Hessiano rispetto alle c_T non nullo

0*L
det — 0,
( 94 Oqy, ) s

definiamo la trasformata di Legendre della Lagrangiana

l
H(@5t) = Y prdy — £@.G1) = [P = L@4D)]. . (8.5)
k=1

oL

dove ¢ & definita dall’inversione di p= e
q
La funzione H = H(q,p,t) ¢ detta funzione Hamiltoniana del sistema.
Calcoliamo ora le derivate parziali di H rispetto alle due coordinate indipendenti

e p.
oH 0 <

dgn  Oqn
l . l .

!
> prdr — L., t)) =

k=1
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dove abbiamo usato la definizione di pg, e

OH )
- ) _;t =
= Bor (;lpqu (7. q ))

pn,

l

an oL dqy
= + =
=qn Zpk- Z 8% 8ph

l
a4
—Qh+2pk Z qk—'

Riassumendo, abbiamo trovato

ow_oc oM
Iqn Iqn apn "
d oL
e utilizzando di nuovo la definizione di py e le equazioni di Lagrange py = 00, =
dk

oL
D0 otteniamo il sistema di 2/ equazioni del 1° ordine nelle coordinate di fase ¢ e p:
dk

i OH
k=
Opy,
o (8.6)
Dk dan

Queste sono chiamate equazioni di Hamilton.
Per completezza, possiamo ottenere le stesse equazioni differenziando la funzione

‘H definita da (8.5)). Innanzitutto si ha

8[, 8[, oL
. ., 0L 3[,
=q-dp— 8_' -dq — 8tdt

Poi confrontiamo questo differenziale con quello di H come funzione di ¢, p, e t:

OH - OH OH
dH = 7 -dq a_, - dp+ Edt
ottenendo
_ow oL om oM _ o
1= 55 ¢ oq at ot
che corrispondono alle due equazioni di Hamilton e all’ulteriore relazione
OH oL
E —_— _E . (8-7)

Naturalmente questa relazione vale quando la £ dipende esplicitamente dal tempo
(vincoli mobili e/o potenziali dipendenti dal tempo).
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Le equazioni sono dette equazioni canoniche e presentano una particolare
simmetria, essendo antisimmetriche nelle coppie di variabili coniugate g e pr. Esse
si presentano come un sistema del primo ordine, nello spazio delle fasi, in forma
normale.

La seconda equazione delle permette inoltre di individuare immediatamente,
come integrali primi, le p; che restano costanti durante il moto. Cio avviene tutte
le volte che la Lagrangiana, e quindi, tramite la definizione, ’'Hamiltoniana H, non
dipende dalla coordinata lagrangiana coniugata q.

Ricapitoliamo tutta la procedura per arrivare alle equazioni canoniche di Hamilton
attraverso la formulazione Lagrangiana.

1. Costruire la Lagrangiana del sistema £ = £(,¢,t), dopo aver introdotto le
coordinate lagrangiane ¢ = (q1,q2,-..q)-

2. Costruire l'insieme dei momenti coniugati p'= (p1,p2,...,p1),
oL
Pk = =, k:1,2,l
ol

come funzione delle g, ¢ e del tempo t.

3. Costruire la funzione di Hamilton

I
H=> prix—L
k=1

come funzione mista delle ¢, P, q_', et.

: oL
4. Si eliminano le ¢ tramite 'inversa di p'= —.

oq

5. Ottenuta la funzione H, come funzione delle sole ¢, p e t, scrivere le equazioni
canoniche.

8.4 La funzione Hamiltoniana come energia totale

Differenziamo totalmente (rispetto al tempo) la funzione H-amiltoniana H =

H(q,p,t)

dH OH - OH

87-[
o og q+87ﬁ' Z%k Z pk+

sostituiamo le equazioni canoniche di Hamilton, ottenendo

Z OH OH  OH OH Lo OH
< Ogy, Opr  Oppdqx Ot
ovvero

i oH

E -_ E . (8-8)
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Se la Lagrangiana non dipende dal tempo, allora da %—7} = —%—f = 0 e dalla (8.8)
discende

dH
- =0,
dt
ovvero H si mantiene costante durante il moto e ne costituisce un integrale primo.
Possiamo vedere subito che si tratta della conservazione dell’energia meccanica
totale del sistema. Ricordiamo I’espressione di 7', che quando non c’¢ dipendenza
dei vincoli dal tempo, si riduce a

e tornando alla definizione dei momenti cinetici coniugati

oL  oT L 9T
:7‘:7': %' 5 k:1,27...l.
Pr 04, Ody 22; 3QhanQh

Sostituendo nella definizione di Hamiltoniana

H=) prgx—L= —
k=1 nim1 90n 0

=T — (T+U)=2T-T-U=T-U=E,

qngr — L

con F energia totale del sistema.

8.5 Appendice: La trasformata di Legendre

Introduciamo il concetto di trasformata di Legendre per una funzione f(w) di
una sola variabile a valori reali f : R — R, definita in un intervallo, con derivata
seconda continua e f”(w) > 0. Con riferimento alla figura

Si consideri il grafico della funzione f = f(w), indichiamo con p la derivata prima
di f in w. L’equazione

fl(w)=p

definisce in maniera univoca la funzione

w = w(p)

con p nell’intervallo in cui w’(p) esiste ed & continua. In altre parole w = w(p) &
la funzione che da ’ascissa del punto di tangenza del grafico di f(w) con la retta
di coefficiente angolare p. Dal punto di vista costruttivo, ad ogni p associamo la
retta di pendenza p, cerchiamo il punto 71" di tangenza, a cui corrisponde ’ascissa w,
ovvero troviamo

pr— w=w(p).

Definizione 8.5.1. Si chiama trasformata di Legendre di f(w) la funzione

[Lf(w)](p) = g(p) = pw(p) — f(w(p)).
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A

| p =tana«

Figura 8.1: Trasformata di Legendre.

Sia g la trasformata di Legendre di f: Lf = g, viceversa la trasformata di
Legendre di g coincide nuovamente con f: Lg = f. Si dice che la trasformata di
Legendre ¢ involutiva.

Rimandiamo ai testi di Analisi per i dettagli sull’esistenza della trasformata
inversa e limitiamoci a verificarne ’espressione.

Sia g = g(p), allora formalmente si ha

Lg = [Lg(p)|(w) = wp(w) — g(p(w)) = wp(w) — p(w)w + f(w) = f(w).

ESEMPIO 8.2. Calcoliamo la trasformata di f(w) = aw?, a > 0. Si ha
9(p) = pw(p) — f(w(p)) = pw(p) — aw?(p).

Ma da f'(w) = p, si ha 2aw = p, ovvero w = 2£ Quindi la trasformata prende la
a

forma
2

:@.

E facile verificare anche la trasformata inversa coincide nuovamente con aw?(p).

g(p)

Vediamo ora il caso generale di una funzione a piu variabili. Sia f (i), con @ € R!
di classe C? e tale che la forma quadratica associata

0’ f
Gwhawk (8.9)

sia definita positiva. Allora si puo invertire il sistema

of

P =g

(Pinvertibilitd wy — py € assicurata dalla positivita di (8.9))) e la funzione inversa e
data dalla funzione vettoriale

W = w(p) .
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Definizione 8.5.2. Data la funzione vettoriale & — f(w). La trasformata di
Legendre di f(w) é

Lf(@)](p) = 9(p) = pw(p) — f(w(p)) -

Si puo applicare la trasformata di Legendre alla funzione Lagrangiana e si ottiene

LL@ 7 1) = 7§ L@ Q)]

dove
.
p 3(?'



	RICHIAMI di DINAMICA del PUNTO MATERIALE VINCOLATO
	Prima analisi del concetto di vincolo
	Velocità virtuale e di trascinamento
	Equazioni di moto per un punto vincolato
	Vincoli lisci e principio dei lavori virtuali
	Punto materiale vincolato ad una linea liscia
	Esercizi sul punto materiale vincolato ad una linea liscia
	Esercizio
	Esercizio
	Esercizio


	DINAMICA DI UN SISTEMA DI PUNTI MATERIALI
	Introduzione
	Forze interne e forze esterne
	Equazioni Cardinali della Dinamica
	Equazioni Cardinali della Statica
	Questioni Energetiche
	Caso di forze conservative

	Potenziale
	Potenziale di forze esterne
	Potenziale di forze interne


	DINAMICA dei SISTEMI OLONOMI
	Generalità su un sistema di punti
	Introduzione
	Vincoli olonomi
	Coordinate lagrangiane

	Spazio delle configurazioni di un sistema a vincoli olonomi.
	Vincoli olonomi lisci - Principio dei lavori virtuali e conseguenze
	Ancora sui vincoli lisci. Esempio


	EQUAZIONI DI LAGRANGE di Ia SPECIE
	Introduzione
	Equazioni di Lagrange di prima specie.
	Esercizi sulle equazioni di Lagrange di I specie 

	STATICA dei SISTEMI OLONOMI
	Introduzione
	Statica dei sistemi olonomi a vincoli lisci.
	Statica dei sistemi rigidi
	Applicazione del principio dei lavori virtuali.

	Introduzione alle EQUAZIONI DI LAGRANGE di II SPECIE
	Introduzione
	Le equazioni di Lagrange di II specie nel caso non conservativo
	Primi esercizi sul formalismo lagrangiano
	Equazione di moto di una particella libera
	Equazione di moto di una particella libera usando coordinate polari

	Un semplice esempio: il pendolo composto
	Un altro semplice esempio: la macchina di Atwood
	Espressione lagrangiana dell'energia cinetica

	Le EQUAZIONI DI LAGRANGE di II SPECIE
	Introduzione
	L'equazione simbolica della dinamica
	Come utilizzare l'equazione simbolica per determinare le equazioni di moto

	Le equazioni di Lagrange di II specie
	Caso conservativo.

	La conservazione dell'energia meccanica nel caso di vincoli fissi
	Il potenziale generalizzato
	Sommario

	Le equazioni di Hamilton
	Introduzione
	La funzione di Hamilton
	La trasformata di Legendre
	La funzione Hamiltoniana come energia totale
	Appendice: La trasformata di Legendre


