G. Borgioli, G. Frosali : Appunti di Meccanica Analitica

1. DINAMICA DEI SISTEMI OLONOMI

1.1 Generaliti su un sistema libero
Si consideri un sistema (discreto) ¢ di n punti materiali {P,, m;}, ¢ = 1 2,.
poniamo irinanzitutto’ che il s1stema di punti sia libero nello spazio f1s1co (che possiamo

identificare con lo spaz1o euchdeo R?). Per conf1gura,z10ne del sistema libero' ¥ si intende
P, }(cioé le- pos1z1om-nello spazio fisico R?)

1. Sup—

11ns1eme delle pos121on1 {Pl, P, ... P; ...

degli'n punti che compongono il sistema.
Siano Pl = (wl, Y1 zl)7 P2 = (‘7"2) Ya» 2:2), e = (mn Y = z) .- € P - (mm Yy # n),

i punti del sistema ¥, ciascuno rappresentato nello spazio fisico tramite le sue coordina-

’\1
te; con Pintroduziorie dell spazio R®", 1a configurazmne del sistema ¥ pud essere rappre-
sentata da un punto 11bero in tale spazio a dimensione 3n; quindi dalla 3n-pla (@, Y1

21y T3y Yoy Zg5 v Ty Yy 2 ) Il moto del punto hbero (a 3n dlmensmm) 1n ta,le nuovo

spaz1o corr1sponde al moto del sistema ¥ e v1ceversa.
Tutto cid fa | gia intraveders come Putilits dell’introduziopne dello spazio R3" consiste

principalmente nel fatto che, ambientando la meccanica in tale spazio, vlene recuperato
- per lo stidio dei sistemi-olonomi costituiti da n punti il’ semphce lmguagglo della mecca-

nica del punto materiale.- ,
Per distinguere quando parliamo dello spazio fisico da quello fittizio a 3n dimen-
sioni, introduciamo P(t) come l'insieme dei punti {P;, P;, WP} -nello spazio fisico R e

C(t) come Pinsieme delle 3n-ple (zy, yy, 21, 25, ¥, 22, Ty Yns Zn)
Sia ¥ un sistema di punti {P;, m;, Ji=1 )2, .1, assegnare una conﬁgura.zmne del

sistema significa assegnare le posizioni (cioé le coordinate) dei punt1 che lo compongono

1.1.1 Gengralita su un sistema vincolato
F1ssato un sistema d1 coordmate, i v1ncoh sono espresm da cond1z1on1 sulle terne d1

, coordma,te rela,tlve ai punt1 del sistema.
Definizione di vinéolo glotiomo. Una relagione del t1po

s f(xb Y1y 21y voe Ty ym Zny t) =0 o (1 1)
dipendente solo dal tempo e dalle pos1zmm (e non dalle veloc1ta o) dalle accelerazmm) si

dira vmcolo olonomo.
La deﬁmmone data sopra non dice niente riguardo alle proprietd matematiche della (1per)superﬁc1e di hvello de]la.
funzione J. che ovviamente non puo essere qualsiasi. Per non appesantire la trattazione dal .punto di vista rigoroso,

vedremo in, seguito le ipotesi minimali da fare sulla funzione f.
Al fini della dma.m.lca, hauno ‘interesse solo i sistemi labili, i sistemi cioé in cui il numero dei vircoli efficaci (m)

sia minore del numero di gradi di Tiberta (3n) del sistema.

Consideriamo ora un sistema di punti a cui sono stati imposti m vincoli

fj(mla'yi;’/‘zla'v'." Try Yny ny t) =0,"" j= L,2,..m,
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e supponiamb che le f; siano funzioni, con derivate parziali continue, soddisfacenti le
condizioni di: | ‘

i) compatibilita: l'insieme. P(t) delle n-ple {Py, Py, ... P; i
verificano le (1.1) non sia vuoto.

#) indipendenza: la matrice jacobiana associata

P,} di punti di R® che

(o, on om0k
| % By B . T O,
C8f,  0fy 0 0
o Oz Oyy: - Oy . 0z,
Ofm Ofm  Ofm __ Ofm |
\ aml . (?yl 83/1 :"." o 6Z - )

m nghe e 3n colon.ne, abbia ra.ngo ma.ssuno per ogm conﬁgurazmne E ‘.’?(t)

Velocita pos31b1h D1c1a,mo velocita poss1b111 dei punt1 P le Ve10<:1ta in un moto qua

lunque che 1 punt1 P; possono ammettere compat1b1lmente con 1 vmcoh ad ess1 1mpost1

- Cerchiamo ora una relazione che le velocita devone ver1f1care perché siano possibi -

li. Differenziando r1spetto al tempo la j-esima relazione si ha -~ -

a a 8
af w1+a§ y1+a§ Hhe a{s’

quindi le velocita possibili devono soddisfare

Zgrade +8fz; =0, j=1,2".."m.

i=1 - g . PN TR L TR S 3¢

1.1.2 Coordma.te Ia.gra.ngla.ne

Se la ma,trlce Jacobw,n@, associata alle f; =0 ha ra.ngo massnno, allora., per 11 teo—
rema del Dini, tutte le coordmate dei punt1 del mstema, sono espr1m1b111 (m un opportu—
no intorno di cmscuna configurazione compat1b11e con i v1ncol1) tram1te un numero (g;ra.— .
di di libert) |
I=3n-m
. q (coordmate 1a.grang1a;ne), var1ab111 m mtervalh

di paraﬁietri in&ipéﬁdeﬁti ql,’ qzz,'. .
aperti Iy, Ip, ... Iyt
| z; = z{(g4, gz, - -.-:th) . :
Y = Yi(q1; gy - - - G1st) - = 1,2,. n - L g (12)
z; = 2i(q, 9oy - - -,'qn»t): o o

in maniera tale che queste funzioni abbiano derivate parziali prime. continue e che la
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mafrice jacobiana ad esse associata abbia rango massimo cioé [.
- Pu¢ fare comodo riscrivere le relazioni (1.2) in forma compatta
fh = £h(QI7 99y - QDt) h= l 2 - 3n .

avendo indicato & = @y, & =y, €3 = 24, €4 = Ty, &5 = Yy, € cosi via.
Quanto appena affermato & vero in virtd. del seguente fatto: se la matrice

(l.2a) |

d
A= ( a? ) formata, da m rlghe e 3n colonne ha rango massimo allora 1a matrice
h . ,
7;..1 rgn ' : i S
associata al s1stema, (1. 2a) B= (85,,) formata da 3n righe e ! colonne, ha

anch’es-
sa rango massimo. Questa & un conseguenza immediata del teorema del Dini.in quanto

_che, se la matrice B non avesse rango massimo allora le 3n coordinate sarebbero_esprimi-_

bili per mezzo:di un numero minore di / di parametri 1nd1pendent1 -

Le coordinate gy, gy, . . . ¢; possono 1nterpreta,r31 come. coordlna.te d1 un. punto Q .

in uno spazio a dimensione I. Ad ogni punto @ nel cubo aperto K=IxIX..xI)C R’

corrisponde una ed una sola configurazione del sistema {Py, P,, . n} compat1b11e con

i vincoli e viceversa. }
~Abbiamo-cosi introdotto un sistema di coordinate Lagrangiane g;;. ¢s, . -
} come una l-upla di parametri indipendenti variabi:

- gy ass0-
ciate ad un sistema {P,, P,,... P,
li in intervalli aperti e tali che tramite essi si possono esprimere le coordinate defg_li n
punti, come furizioni delle g, soddisfacenti i) ed ). L’avere imposto che gli interva,lli‘di
variabilitd siano aperti comporta che le configurazioni del sistema non sono in generale .
tutte le configurazioni possibili, ma soltanto quelle in un intorno di una conﬁgurazmne .
{P}, P}, .....P5} €P. Cid fa si che in generale occorra pitt di un sistema di coordinate
lagrangiane per rappresentare tutte le configurazioni del sistema considerato, mentre :
ciascuno di questi sistemi di coordinate costituisce una rappresenta_.zionq locale. Se lascia- -
mo cadere la condizione che le coordinate debbano variare in intervalli aperti possono

verificarsi alcune anomalie come ad esempio la perdita della differenziabilits. delle f;=0
0 la mancanza di biunivocita tra le l-uple ¢, g5, . « . g; € le configurazioni del .s1stema,. :
1.1.3 Spazio delle configurazioni di un sistema a vincoli olonoxvni._,.Spa.z'io.-'ta.n'gente e
spazio normale. . .

Fissiamo il tempo t € [t,,T]. L’insieme C(t) CR®", immerso in R®", costituito dai
punti C' = | (#1, Y1, 21y o Tpy Yny 2a) aventi nell’ordine le coordinate. dei punti;della. n-pla. -
{Py, Py, ... P} € ‘.’]’(t), cioé compat1b1le con i vincoli, é in corrispondenza biunivoca con

le configurazmm del sistema, {P;, P,, ... P_}. L'insieme C(t) -

C(t) :{4(371) Y1 9y ees Ty Yns Zn) € R3n: fl{Pl) Pmt} = 0: LR fm{P17 Pmt} = 0}7
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con (Py, Py, ... P,) € P(t), & detto spazio delle configurazioni.

Esempi: ' '

o Siano P;, P,, ... P, punti liberi. Lo spazio delle configurazioni & lo spazio euclideo R>".
o Pendolo semplice. Lo spazio delle configurazioni & la circonferenza S* in R2

o Pendolo sferico. Lo spazio delle configurazioni & una superficie sferica S? in R3.

o Pendolo doppio. Lo spazio delle configurazioni & il toro T = S'x S! in R*.

o Asta r1g1da nel piano. Lo spazio delle configurazmm e R?x S in R3

Lo spaz1o delle configurazioni & una varieta moblle (funz1one del tempo) contenuta
in R3", rappresentabile (localmente) con solo !=3n—m parametri indipendenti. In
questo senso la sua dimensione & [ ed & pari al numero di gradi di libertd, ma & chiaro
che ogni suo punto & immerso in R**. Si noti che il termine spazio non & -usato ‘qtii ‘nel
~senso-di “spazi6 lineaze. -L’insieme ‘C(#) ‘di -R®" delle conﬁgura,zio'ni' possibili varia col
tempo € la relativa rappresentazione mediante una famiglia” di sistemi ‘di- coordinate
lagrangla,ne fa intervenire esplicitamente il tempo. '

Nel seguito si 1nd1che1‘a, con C = C(t) € R*" un punto di C(t), OVVero una conf1gura,z1one
del ‘sistema compa,tlblle con i vincoli all’istante . I R
" Diamo ora alcune.definizioni.

* Chiameremo legge di moto di un sistema olonomo rispetto ad un dato osservatore
in un intervallo di tempo [ty,T] una funzione o

B M: ¢ € [t,T]-C(?) ec(t) CR®n

con derivate prima e seconda continue.
Per ogni punto ¢ € [to,T] ¢ determinato un punto C(t) € €(t) € R®® nello spazio dellé con-
figurazioni. o : : RERERR R S

*'Del moto'si pud dare anche una rappresentazione lagrangiana usando un sistema di
coordinate lagrangiane del sistema compatibile (ql, q2, ... q) € K (K plurirettangolo

a,perto di R’) & una funzione
My [t T|— K =
con derivate prima ‘e seconda‘ continue. Per ogni t € [t,,T] & determinato un punto di K
al quale corrisponde univocamente C € C(%). o B ‘
Diciamo atto di moto di un swtema. olonomo {Pl, P, ..
vettore V € R®" definito da ' ‘ v
V= (vl:m V1ys V125 « + « Ung 'vny; vnz)
dove ¥; indica la velocita del punto P; all’istante .- w
Come si-vede V non &'altro che la velocita del punto C € C(¢): V = %g
Si chiama possibile ogni atto di moto V di un sistema {P;, P,, ...
- determinata configurazione e ad un dato istante risulti compatibile coi vincoli imposti al

P.} in un istante ¢ il .

P,} che, in una

sistema.
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Differenziando le fi(z;, 41, 21, . @y Yps 2Zny 1) =0, j=1,2,...m, si ottiene la seguente
condizione per le velocita possibili
of; B
Zgrade Uit =0,  j=12,..m.
Py

i=1
Sl defimsce stato cinematico di un sistema olonomo in un istante ¢ la coppia (C,V)

dove C €C(t) e V & un atto di moto possibile relativamente alla configurazione C e

allistante t.
L’insieme degli stati cinematici di un sistema olonomo in un istante .t si chiama

spazio delle fa.s'1 del sistema in quell’istante.
F1ss1amo t e sia C' € R®*" un punto di C(¢), C = (xl, Y1 zl, T3 Y25 Z2y -+ Ty Yy Zp)-

Abbiamo gia visto che se la matrice A = ( 6?) (€n coordinate dei punti di P(¢))
3 .
: =

" ha rango massimo allora anche B= <g€h) B hla i;ngo inass1mo, in altre parole gli I
B | |
vettori - ' 8C 8:1:’1l Oy, 0z ’33?,1 0y, 0z,
)~ B G S )

sono linearmente 1nd1pendent1 e perta,nto formscono una base per un sottospa,zm 11neare ,

di R3* di dlmensmne L.
"Si dice spazio tangente allo spazio 'delle: conﬁgura.mom C(%) in un dato istante ¢ ed

in un punto C.€ C(2) il sottospazio TC(C,t) CR®" di dimerisione I, avente come base i . .

oc
vettori (3qk) k=12 ..1

Passiamo ora alla rappresentazione lagrangiana del moto. Derivando le

P;=P(q1, 8¢9 --.q1,t) e tenendo presente che 4x = qz(?) si ottiene

- I, 9P, ., 0P, N
V; = + 1=1,2,...n.
) | k=1 aqk qr at ’ 14
Alle 4, d-—e-fz 6—5—’ ¢ diamo il nome di velocita virtuali,
k=1 Y4k S S .

alle " %f OP; diamo il nome di velocita di trascinamento dovuto ai vincoli.
ottenendo cosi ;= 1:)',- +3;", dové ciascﬁﬁa 7; E R3 'Deﬁﬁiém;) | |
— atto di moto vi;tuale ' V= Z ggk- qk
— atto di moto dovuto al trascinamento V* = Br o

e quindi

V=V+V*eR®



G. Borgioli, G. Frosali : Appunti di Meccanica Analitica

Dalla definizione di atto di moto virtuale e da quello di spazio tangente si ha

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché il vettore (%1, By ... B,) =V R
sia un atto di moto virtuale per un sistema olonomo relativamente all’istante t e ad un
punto C € C(¢) é che S
VeTe(Cyt) .

Se deriviamo rispetto al tempo le f ; = 0 (tralasciando la dipendenza esplicita dal

tempo) si ottiene
Zgrad fJ §;=0, j=12,..m
i=1 P;

Confrontando questa relazione col fatto che (vl, vz, :'n) a,ppé,rtiene allo spazio tangen-

te, si deduce che gli m vettori
(grad fis grad Fir grad f] . 1—12

sono vettori di R3” ciascuno ortogonale in IR3" 2l = (vl, gy oo ).
Inoltre sempre nell’ipotesi,che la m_a,tri_ce jacobiana delle f; abbia rango massimo, gli m

vettori (grad Fi grad i - grad f;\) sono linearmente indipendenti e costituiscono

ooooo

una base. per un sottospazm hneare d1 R® di‘dimensione m. Dunque
- 8i dice spazio normale allo spazio delle configurazioni C(#) in un da_tb istante ¢ ed in

un punto C € €(t) il sottospazio NC(C,t) CR®*" di dimensione 772, avente come base i

vettori .
(grad fpgrad f, ... grad fj>, j=1,2,...m
. Py Py P )

Lo spazio normale rxsulta. essere il complemento ortogona.le de]lo spazm ta.ngente TC(C’ t) Lo spazxo R3n ¢

la somma diretta degli spazi TC(C,t) e NC(C,1).

2

1.4 Vincoli olonomi lisci - Principio dei lavori virtuali
Introduciamo alcune notazioni =~ . .
' ¢, = reazione vincolare sul punto (P;, m; ) dovuta al complesso dei vincoli 1mpost1
ﬁ’,- = risultante delle forze direttamente applicate su (P;, m;).
Esprimiamo ora la potenza del s1stema di forze
W’WﬂWFZF +:&
i=1 i=

Jo? *
Tenendo conto che 7; = U;+¥; si ottiene
. %
n

W= S Fe b S DR 3 v

i=1 i=1 i=1

WF+W¢+WF+W;=W+W*,
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dove W =Wpg+ W¢ ¢ la potenza virtuale del sistema di forze direttamente applicate e
delle reazioni e dove W* = Wp + W; é la potenza dovuta al moto eventuale del vincolo

per i due sistemi di forze.
Definizione. Un sistema olonomo si dice’a vincoli (bilateri) lisci se

e nis A : .
qu: Z¢;'U;=O (1.3)
T i=1
qualunque siano le velocitd virtuali v; dei punti P;, in ogni istante ¢ € [¢,,T] ed in ogni
disposizione dei punti del sistema compatibili con i vincoli (spaz1o delle conflgurazwm)
La relazione (1.3) introdotta qui come definizione di vincoli lisci & conosciuta in

lettératura come principio dei lavori virtuali. o .
Dal principio dei lavori virtuali e dalla definizione di spazio normale allo spazio -

delle configurazioni discende il seguente
Teorema. (v;ncohhsa)Condzzzone neceéédria'e su}”ficz’ente perché un sistema olonomo
sia a vincoli lisci (bilateri) é che risulti
(f1s b2 - - - b2) ENC(C,t)
qualungue sia lo stato cinematico del sistema. '

In altre patole (¢1, ¢2, e n) ¢ un elemento dello spazio normale. -
Allora ogni componente ¢, potra, essere - espresso come comb1naz1one lineare degli ele-

menti grad i i=12,..m, cioé

z)\ grad fi

7=1
In termini generali il complesso delle reazioni in R3" é dato da,

(¢1’ ¢2a . ¢n) = Z)‘ (gra'd fi grad fga . g;;&d f_,) .

7=1 n

1.4.1 Equazioni di Lagrange di 1* specie
L’espressione delle reazioni vincolari appena ricavata permette di rendere possibile

lo studio del sistema

‘ 'm,-&",-=ﬁ;+$,, ‘ Z——l2
fj($1, Y1y 21y o0e Ty ym Zny t) - 0 .7 - 1 2

trasformandolo nel v'séguente

m;a; -—F+Z/\ gradfj, o i=1,2,.

]—1

fj(mla Y13 Z1y 00 Ty ym Zny t) — 0 .7 - 1 2

Queste equazioni sono dette equazioni di Lagrange di prima specie.
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Le incognite scalari contenute nel secondo sistema sono 3n +m funzioni incognite del
tempo (pari al numero di equazioni scalari contenute nel sistema) e precisamente

£) le 3n coordinate dei punti del sistema che vi compaiono con le loro derivate prime (se
le forze dipendono dalle velocitd dei punti del sistema) e seconde; |

i) gli m coefficienti A; cui sono legate le reazioni vincolari.

Torn1a,mo al pr1nc1p1o del la,vorl virtuali*

n o L 0P, Te= 0P,
W= 3203 = -3 g k= Z[Zt,i,'aqk}q’?fq )

i=1 k=1 k=1| 3=1
.. .y LIS 6P, .
Se indichiamo con Ry =) ¢;+5— siha
t=1 q.k '
- "ERka=
k=1

il che implica per l'arbitrarietd delle ¢ 3

R, =0, k_lz .

Esprimiamo ora la potenza

i=1 i=1 . k=1 qk o
per il principio dei lavori virtuali si ha
n- 3P, B, 3P, )

dove le
Q= ‘;F, -a—i sono dette forze generalizzate.
In termini di lavoro '
dL =Wdt = Zdeqk-I- E F'+¢')'%‘f dt.
1=1
Se le forze a.ttlve sono _conservative, cioé esiste un potenzmle 7@ tale che
F;= grad"f @ dove T (a) = ‘V(a)(Pl Py, . Py), allora
g a aP @ a
Zdeqk—ZZgrad v Zavk dgs -—dV()
. k=1 k=1i=1 P;
dove dV® & il differenzisle della funzione composta v@ =yl )(q1 gy -« - q1) =
= VO Py(a1, day - - 00 Polss @ -+ @)y o Paltss @ - - - 40),

Quindi per forze conservative si ha

Qk——a ,k=1,2,...l.
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Quest’ultime considerazioni saranno utili per lo studio della statica dei sistemi olonormi

a vincoli lisci.

Ancora sui vincoli lisci .
Ricordiamo che un sistema di punti materiali a vincoli olonomi si dice a vincoli

liscise

= 343

. i=1
qualunque siano le velocits, virtuali t')',- dei punti Py, in ogni istante t € [ty,T] e in ogni-
configurazione C' € C(t) .
Teorema. I vincoli di rigiditd sono lisci.
__Dimostrazione. Ricordiamo che in un sistema rigido la distanza fra due punti qualsiasi
P, e P, si mantiene costante nel tempo, ovviamente tali vincoli sono olonomi ed
indipendenti dal tempo. Allora le velocita dei due punti soddisfano la relazione #(P,) =
9(P,) + S A (P, — P,). Se indichiamo con 45,.3 Iaziote di P, su P, e con ¢s,, l’a,z1one di

P, su P,, allora la potenza virtuale (e quindi anche effettiva) & data da -

-

¢ +¢sr'6r

Per i pr1nc1p10 di azione e reazione
rs_¢rs (v - r) ¢rs wA(P Pr)
Ma qS,s é parallela a (P —~P,)e qu1nd1 qualunque siano P e P, siha W” = 0. Quindi il

pr1nc1p10 dei lavori virtuali vale per i vincoli di r1g1d1ta in un smtema, r1g1do EI

1.4.2 Statica de1 31stem1 olonoml a vmcoh Tisci.
Una configurazione C° di un sistema olonomo & d1 ethbno se le equazmnl di

Lagrange di prima specie con’ conﬁgurazwne iniziale C° e con velocitd iniziali nullé -
, .

hanno come unica soluzione
C(t) =C°, ¢ > to

Una configurazione C° & & equilibrio in [tO,T] se e solo se per ogni # € [¢;,T] si ha

F-{—Z/\ gradf =0, i=1,.

i=1

j(C’O,t) ; 0, ] = 1, .

In altre parole 2/\ gra,d fi= s ; ’ovve'ro"(ﬁ‘l, B, i ﬁ'n) e NC(C%), - -
) . ' 2=1 . , ; o »
per ogni t € [ty,T]. Possiamo enuncmre il

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché C° sia di equilibrio in [t,,T] & che il
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sistema di forze dz'rcttamenté applicate sia tale che

(Fy, Foy . .. F)(C°t) € NC(CO1), per ogni t € [to,T] (1.4)
e che C%¢ C(t); pér ogm'-t € [te,T]. ,
A questo punto il principio dei lavori virtuali pud essere scritto nella forma .
- z";ﬁa =0, - (15) -

qualunque siano le velocitd virtuali 12)', dei punti P;, in ogni istante t € [t,,T] e in ogni
configurazione C' € C(t). L'equazione (1.5) & detta equazione simbolica della statica dei
sistemi olonomi a vincoli lisci. '

Facendo uso delle cooordinate lagrangiane . L
e ap
It g, =0,

SR8 =Y Zaqk &% =3

: ~j=1" R = k=1
e quindi . .
‘ Z QG ‘] R 0
Cok=LL
dove Qk = ZF, a—l sono dette forze,gencralzzzatc.
i=1
Per Darbitrarietd delle velocita lagrangiane qy, si ha @ =0, per ogni k=12, ... L

Quindi ’equazione simbolica della statica, espressa tra,m1te le coordmate la,grangla,ne, da, :

luogo ad ! equazioni
Qk =0, k= 1 2 A,

che consentono di determinare le coordmate lagrangmne corr1spondent1 all’eventuale '

configurazione di equ111br1o
Nel caso di forze conservative, esiste una funzwne potenz1a1e "f tale che

F‘ = grad“f Introducendo le coordinate la,grangmne ‘ '
V(Ql 792) v ?Iat) = IV-'(PI(QD day - - - QI,t)7 Pz((ln oy« « « Q_Iat): Pn(gla 2y + + ‘Ibt)) t)a»

e tenendo conto di cio nell’espressione delle @,

. u P _ov.
=Y . ad . 0P
Q= ,Z=:1 0 ,;gp an
Quindi . |
Q=0 k=12,.1 = Vg k=12 .1

In presenza di vincoli bilateri lisci e flSSl le equazioni g;/ = 0 k=1,2, .. [, traducono
"la condizione di stazionarieta del potenziale.

L'applicazione dell’equazione () A 0, %k =1,2,. !, non risulta sémpre faéﬂe,» in quanto occorrono speciali cautele
per la scelta delle coordinate lagrangiane. Particolare attenzione va data ai domini’di variabilita delle coordinate lagran-
glane cosi da’ trovare i punti di equlhbno all'interno degli intervalli in cui variano le ¢,

Come apphcazmm si consideri la statica dei corpi rigidi e I’equilibrio dei sistemi pesanti (stazmnaneta. de]la. quota del:

baricentro, principio del Torricelli).
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1.4.3 Statica dei sistemi rigidi
Equazioni cardinali della statica. Condizione necessaria e sufficiente perché un

sistema rigido, in quiete in un istante, vi rimanga é che siano verificate
B€9=0,  M90) =0
dove R(®) & la risultante delle forze esterne e M (")(0) 8 4l mdrﬁento delle fbrze esterne

rispetto ad un punto O. L o : ‘
Vediamone la dimostrazione per un sistema rigido libero. Si parte dalla condizio

ne necessaria e sufficiente (1.4), che in termini di potenza si esprime con
. R n . :
WF= EF;"U’- =0,
che equivale a Wy =0 essendo i vincoli fissi, per qualsiasi moto rigido che & car-
ratterizzato da ¥y ed & e dove le F sono le forze d1rettamente apphcate Quindi

Wp=3F% _ZF (Fo+ @A (Pi—0))= EF Bok B BA(P;—0) =
l""l 1 1...1
= > F -yt 2": GAP=0)-Fi= Y-Frot, 43 3 (Pi- O)AF-O
i=1 =1 i=1

i=1

Dovendo questa relazione valere per ¥, ed & qua1s1a31 si ottiene |

- M@0) = Z (P O)AF -0

1__.

jary

R@ =

i— Y

i M:

Tale dlmostra,zmne si puo generahzzare ad un sistema V1ncolato all’esterno, considéran-
dolo come un sistema libero, introducendo le reazioni Vmcola,n tra le forge direttamente:

applicate.

1.4.4 Applicazione del principio dei lavori virtuali.

V‘e‘diamo ora un esercizio in cui il principio dei hvori virtuali (o della potenza vir-
tuale) viene usato per studiare 'equilibrio di un sistema. ;
Esercizio. Si consideri il sistema costituito da due aste rigide, di lunghezza 1, vincolate
come in figura su . un piano : '
verticale. Esprimere la relazione che
deve intercorrere fra il . carico ﬁ,
verticale sulla cerniera mediana B,
la forza F orizzontale in C e
I’angolo 8, perché il sistema si trovi

in equilibrio.

Soluzione. Si indichi con y la quota
di B e con z ascissa di C. Si sup-
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pongono le aste senza peso La potenza delle forze direttamente applicate &

WF=P yy—l—F m——Py —Fz. .
Pud essere utile esprimere la relazione precedente in termini di lavoro virtuale. La va-
riazione virtuale del lavoro nel tempo 6t & data da

§L =W ybt= — Péy— Féz.
A causa della d1pendenza fra & e § (e fra 6z e 8y) non si pud ricavare ancora niente da

Wr=0 (L= 0) Scr1v1amo :v,y in funzione di § e differenzianio

z=21cosf y=1send
g=—21Isend® =+ §=1cosh b, o anche
§z = —2 [ send 60 by =1 cosd 60. .
Sostituendo

0.=Wgp= —-Plc0309+2Flsen00—-(2Fsen0 ——Pcose)lﬂ—-O dacul L
- 2F senf L P cosh = -0, => P= 2thl9 ' '

1.5 Equazioni di Lagrange di 2° specie
Ricordiamo le 1egg1 di Newton per ciascuno dei punti del s1stema

F —mya; +¢,-O i=1,2,.

ovvero, durante 11 moto, si dovra avere qﬁ, = m;a; F Qumdl tenendo conto della def1—

nizione di vincoli lisci (W¢ Zqﬁ #; =0), segue lequazione szmbolzca, della, dznamzca,;

dei sistermi olonomi a vincoli lisci:
n

=) 4 5 & A
Z(m"a“ bt Fi)‘ 'vi = 0, V(’Ul, Voy e vn) y
i=1
all’istante % e in una qualsiasi configurazione compatibile con i vincoli.

Tenendo conto delle coordinate lagrangiane gy, ¢, -+ ¢k - @5 sost1tuendo nell’equazmne |

' L. gP;

simbolica della dinamica 1:)',' e q ks §1.ha
n I L [n, . .\ 9Pl -
my; ,' = m;c—z’,-——.F,. a1, = 0.
3(m )zaqk 1= 3 Smati~ ) 50
Per P’arbitrarieta delle velocitd lagrangiane gz, in quanto esse non sono vincolate, si-ha
1 5 - aP' . . :
Z(m‘ai.7 F’)Z%; =0, perogni k=12, ..,

i=1
e ricordando la definizione di forze lagrangiane
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Z:m,", gp ~Q=0, Vk=12 ..1 (1.6)

Anahzzando 11 termine Zm ;- g , si ha
=1

n _ n _’ 6P - d@P ) Lo
2 Ml an Z‘iﬁ( Y By, ) s dt@qu (1.7

Differenziando P; = P;(qy, ga, -+ Gk - q‘,, t), si ha (si assume per il seguito che abbia de-

rivate parziali seconde continue)

d0P; _ %P, p 62P '
o #_Iap,.. ap ” :
D’altronde ricordando  ¥= ;—q— el i=1 2 o k | (19)
S T LT SR :
2 2
0°P; i 3 'P; (1.10)

9%, _ g [<
89% anl_zaqh Tt 675] Zf)ﬁlkaqh 3? 9

Quindi da (1.8) e (1.10) per ogni ¢

4 0P; 07, o

t9q, ~ 0g;’ k=1,2,..1. (1.11)
Inoltre da (1.9)

0v; OP; : :
=5, k=1,2,..1 E 1.12
5’% dk : ( )

perché gP non dipendono dalle §,.
dk
Dalla (1.7), usando (1.11), (1.12) si ottiene

%%—%—Qk, k=1,2,...1 (1.13)
Abbiamo trovato [ equazioni alle quali vanno accppp?;;te .lie condizioni in_izia,li |

w0 =g k=12...0 . (11

01(0) =dow, k=1,2,...1. )

Questo € un sistema di [ equazioni differenziali ordinarie che vengono dette equazions di
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Lagrange di 2* specie. Le equazioni (1.13) con le 'condizioni .A iniziali (1.14:)—{—(“1.15)

determinano per integrazione il moto del sistema.

rd

Caso conservativo. Se le forze direttamente applicate sono conservative, & definita la fun-

zione potenziale ,
V= V(Ql oy o dpy t)
e si ha

&a 0P & OP; pv
= F.. ! = d9- LA
O ,Z___:l ' Ogy ;;glz;? 5% g,

Allora dalle (1.13)

~Tenendo conto che - - =25l ha
. 04 k 0 qx

4OTLV) OT+V) o 4y g

d 94y, -~ Ogy
Introduciamo
L=T+V
dove
L= 1’—({11 oGy« + 1y 41 5925 - - - éh t)
e si ha
498 _oL _
dt 04y, gy, ’ '
x(0) = gox Jk =1,2...1. S (1.16)
4(0) = dow,

Risolvendo il sistema si possono deterrnmare le [ funzioni
%= Qk(t)7 k= 1 2 s ’ te [t07T]
Sostituendo in P; si ha
Pi = Pi(Ql(t) 7QZ(t)) e QI(t)a t)) Z= 17 27 L)
. . . . d?p;
in funzione di ¢ € [to,T]. Infine si ricavano —c-i—z =a

equazioni di Newton.

d;(t) e si valutano le reazioni ¢, con le

Osservazioni. Si noti che lintegrale dell’energia (valido se i vincoli sono fissi) & un
integrale primo delle equazioni di Lagrange di II specie e da esse consegue. Mentre

invece non vale altrettanto per le equazioni cardinali della dinamica, dove non si tiene

conto del lavoro delle forze interne (in generale d1verso da Z€T0).
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Si not1 inoltre che 81 possono trovare altri 1ntegra11 primi se £ non d1pende da una delle

variabili ¢;.

Esempio di applicazione delle Equazioni di Lagrange di 2 specie’

Si ricava ’equazione di moto del pendolo composto (in figura) caratterizzato
dall’energia cinetica e dal potenziale:

T =1I,6?

V= ——Mgzp = Mgl cosb,
dove I, é il momento d’inerzia r1spetto ad
una retta ortogonale passante per :: -.zazi0

A fisésSa.

La funzmne lagrangla,na prende la forma

2=11 92+Mgl cos0.

9L_ 19 ; 40L_ 3

6 dtgp .
g‘;' = — Mgl sen0
Quindi

d 0L _ oL _
3—555—30 T 0+ Mgl senf = 0,

e si ha le ben nota equazione del pendolo comi)osto' :

9'—1-]‘?9[5@'0:0

et
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1.6 SOMMARIO

C e all’istante t.

Sistema di n punti materiali {P;, m;}, i=12,..n: Py, Py, ... P,,.
Definizione di m vincoli olonomi fy, fa, «.. f; .o frn=0.
P(t) ={ Py, Py, ... P,} CR®
Compatibilité ed indipendenza dei vincoli o7,
- rango massimo della matrice (@?}Z)j:l,
Spazio delle configurazioni C(z) C R®". k=1, ... 3n
Riduzione del numero di'}coo'rdinate essenziali: gradi di liberta | = 3n—m. -

am

Coordinate lagrangiane ¢y, gy, ... ¢z .. g

oP; 0P, 6P )e una base di un spazio di d1mens1one l.

“da (1.17) segue che ( 20, 92 " da
-Spazio -tangente a,llo spaz1o delle: conf1guraz1on1 TC(C’ ) C C R3”, nella conflgurazmne

Definizione d1 Veloc1ta virtuale z::',— gf; dy -

Condizione ne.c e suff. che (vl, vz, . z_'f, v n) sia un atto di moto v1rtua1e é che

(&, Vs e Ty n) € TC(C ) C R
Derivando f; =0, si ha’ E glx;e.tdf] v =0 ]—12

i=1

Il vettore di R®" gra,d f:, grad f y e grad fi\,7=12, ... m, é ortogonale a
J g J j ,
Py P, :
(D1, By vor Tiy ovv Ty) cioé a TC(C,2) C R‘*“
(grad figrad fj,...grad f j), i=12,..m, ¢ uﬁa‘_ bgs'e di uno spazio a dimensione m.
1 B ' v ’.

Spazio normale allo spazio delle configurazioni NC(C,t) C R®", nella configurazione C

e all’lstante t.

Principio dei lavori virtuali — Def1mz1one di vincoli lisci — Eqﬂ,
i=1

&; si esprimono con la base (grad fj grad f, ... grad f j) ,i=12 .. m
Pl 2 Pn
= ¢, = Z/\ gra,dfj

j=1 5
Quindi si scrivono le equazioni di Lagrange di 1% specie

2,

; =0.

md; —F+2/\ g;;adfj, 1=1,2, .

J=1 i
fj(xbylazl)mz, mymzmt) =0, =12, ..m
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