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8. Descrizione della Ricerca eseguita e dei risultati ottenuti 
L'attività del gruppo di ricerca di Firenze nel periodo 2004-2006 si è rivolta a problemi fisico-matematici che si possono suddividere nei due principali filoni

1. MODELLI MATEMATICI E NUMERICI DI DISPOSITIVI A SEMICONDUTTORE. 
2. MODELLI E METODI CINETICI CON APPLICAZIONI ALLA FISICA DEL MEZZO INTERSTELLARE E ALLA BIOMATEMATICA.

1. MODELLI MATEMATICI E NUMERICI DEI DISPOSITIVI A SEMICONDUTTORE 

1.1.1. Modelli di trasporto quantistico multibanda.

L’attività in questo settore è stata la principale e preminente del gruppo di ricerca nel periodo 2004-2006. Si è proseguito nello studio del trasporto quantistico multibanda e delle applicazioni nella modellazione di dispositivi a semiconduttore. Particolare accento è stato posto sia sulle possibili estensioni della formulazione Wigneriana della meccanica quantistica a sistemi multibanda, sia sull’indagine dei limiti di applicabilità dei modelli comunemente utilizzati in letteratura e alla conseguente stesura di nuovi modelli che privilegino la chiarezza nell’interpretazione fisica, la semplicità e l’efficacia nella simulazione numerica. Inoltre la formulazione Wigneriana, come strumento privilegiato per ottenere equazioni per stati misti ha consentito il passaggio ai diversi limiti asintotici semiclassici, risultando particolarmente agevole nella derivazione di modelli idrodinamici.
Nel seguito analizziamo in particolare i principali risultati che sono stati ottenuti nel corso di questa ricerca.

1.1.2. Modelli di tipo cinetico della dinamica multibanda nell’ambito del formalismo di Wigner

Nell'ambito del formalismo di Wigner sono stati studiati modelli per sistemi quantistici caratterizzati da uno spettro energetico fatto di due bande. I modelli multibanda sono stati introdotti mediante l'uso della rappresentazione della matrice densità nella base di Bloch e di Wannier, giungendo così a scomporre la funzione di Wigner nelle sue componenti di banda.
Il modello multibanda ottenuto approssimando nell’ambito della teoria “kp” a funzione di inviluppo, pubblicato nel 2005 sul Phys. Review B, è stato oggetto di studio negli ultimi anni dimostrandosi particolarmente adatto per la modellizzazione del trasporto in dispositivi ad effetto tunnel risonante interbanda. Nello specifico, il nostro metodo ha dimostrato i pregi della semplicità nell’interpretazione fisica dei risultati e della possibilità di includere l’effetto tunnel interbanda indotto dalle discontinuità di banda presenti nelle eterostrutture in maniera semplice e diretta.
Nell’ambito dello studio di tali modelli quanto-cinetici, è stata provata la ben posizione del sistema a due bande, noto come modello “multiband envelope function” model (MEF), usando la teoria perturbativa degli operatori.
Sono stati ottenuti risultati di esistenza e unicità della soluzione del problema accoppiato MEF-Poisson, che con l'inclusione dell'equazione di Poisson permette di descrivere l'interazione elettrostatica all'interno del semiconduttore, fra i portatori di carica. Una prima indagine sulla stabilità del sistema non-lineare risultante, ha permesso di definire alcune correzioni da apportare al modello, legate soprattutto all'individuazione del corretto ordine di sviluppo della gerarchia MEF. La procedura di dimostrazione di buona posizione del modello MEF-Poisson fa uso di tecniche della teoria di Fredholm e di punto fisso. Una delle maggiori difficoltà riscontrate è stata la presenza di eventuali “soluzioni risonanti” che ha richiesto l'utilizzo di tecniche ad hoc (procedura di “assorbimento limite”) di limite asintotico.
E’ ben noto come le proprietà di simmetria reticolare di un semiconduttore condizionino fortemente la struttura dello spettro dell'operatore Hamiltoniano, influendo su ogni aspetto della dinamica delle particelle. La moderna teoria dei gruppi fornisce strumenti potenti e molto versatili per la modellizzazione di sistemi fisici ad alto grado di simmetria. Essa è stata applicata al modello MEF, permettendoci di fornire una descrizione sufficientemente accurata della dinamica dell'elettrone nei più comuni semiconduttori. In particolare tale approccio diviene indispensabile qualora si voglia descrivere fenomeni legati alle proprietà spinoriali degli elettroni, quali ad esempio l’interazione spin-orbita. Tale interazione è alla base del funzionamento di nuovi dispositivi ad effetto tunnel risonante selezione di spin basati sull'effetto Rashba. Come applicazione ci siamo interessati all'utilizzo del modello MEF per la simulazione di tali dispositivi ed anche in questo caso il modello si è dimostrato molto promettente per una caratterizzazione quantitativa del fenomeno.

Sono stati pubblicati anche lavori contenenti simulazioni numeriche di alcuni semplici diodi risonanti interbanda. Gli algoritmi numerici impiegati per la soluzione numerica del modello MEF sia nella formulazione Schrödinger che in quella Wigner, sono basati sullo “splitting scheme”. Queste simulazioni hanno mostrato l'abilità dei nostri modelli di riprodurre i meccanismi che stanno alla base dei moderni dispositivi interbanda. Le simulazioni stazionarie invece hanno fornito una stima di tipo auto-consistente della caratteristica tensione-corrente di alcuni diodi di riferimento ed ampiamente utilizzati in letteratura. Sono stati oggetto di ricerca sistemi fisici di interesse applicativo, caratterizzati da interazioni di spin con campi magnetici e da elettroni con interazioni spin-orbita (effetto Rashba) come nei dispositivi "spintronici".

1.1.3 Formalismo spinoriale per modelli di tipo cinetico nella dinamica multibanda.

Inoltre, è stato proposto un differente approccio alla dinamica cinetica dei sistemi multibanda aperti tramite l’introduzione di “funzioni di Wigner spinoriali”, generate dalla proiezione delle matrici di Wigner a due bande sulla base ortonormale costituita dalle matrici di Pauli più la matrice identità. La teoria permette di introdurre in modo naturale le densità nello spazio delle fasi di quantità “spinoriali” associate al sistema, come ad esempio l’indice di banda, i proiettori di banda, etc. Tale approccio ha fornito una nuova interpretazione della dinamica interbanda che sfrutta la forte analogia formale fra le equazioni di moto delle funzioni spinoriali di Wigner, con quelle che descrivono i processi di spin flipping di elettroni in presenza di campi magnetici. Inoltre esempi pratici hanno messo in luce come la dinamica di stati misti di tipo conduzione-valenza porti ad evoluzioni non banali delle densità di probabilità relative ai vari indici di banda. Un teorema utile per la caratterizzazione degli stati puri multibanda è stato dimostrato. Il formalismo introdotto permette di passare alla formulazione idrodinamica in modo relativamente semplice e questo aspetto nello studio di modelli idrodinamici per la spintronica e’ in fase di studio.


1.2.1 Modelli idrodinamici quantistici

Un altro importante aspetto della ricerca relativa ai modelli di dispositivi è stato quello della derivazione di modelli idrodinamici corrispondenti a fluidi quantistici a due bande. Sono state seguite due strade di derivazione: dalla formulazione Schrödinger utilizzando il ben noto "ansatz WKB" per la funzione d'onda e dalla formulazione Wigneriana scrivendo le equazioni dei momenti. Sono state riconosciute quantità idrodinamiche legate alle densità, alle correnti ed alla differenza di fase per sistemi quantistici a due bande. Passando poi a considerare combinazioni convesse di stati si sono scritte equazioni per un fluido con temperatura non nulla e successivamente nel caso isotermo. 
E’ stato sviluppato un metodo che estende la derivazione di modelli quantistici idrodinamici dall’equazione di Schrödinger a singola banda al modello di Kane a due bande. Si ottiene così un sistema di equazioni in forma chiusa nel caso di stati puri; sono state pure ricavate equazioni per sistemi a temperatura non nulla, che necessitano però di una chiusura. E’ stato poi discusso il conseguente limite drift-diffusion nel caso di approssimazioni a tempo di rilassamento per fluidi quantistici sia a temperatura zero che a temperatura non zero.
Sempre nell’ambito dei modelli a due bande, sono state ottenute (in maniera formale) equazioni di tipo drift-diffusion per sistemi quantistici in cui la funzione d'onda dipende da un indice discreto che può assumere due valori. In particolare, si è considerata un'Hamiltoniana descrivente un elettrone in un super-reticolo con due minibande di energia e un termine di interazione coulombiana di tipo campo medio. Per un tale sistema, utilizzando una procedura di Chapman-Enskog al secondo ordine, è stato derivato un sistema di due equazioni di tipo drift-diffusion non-lineare per le densità elettroniche nelle due bande. Si è considerato inoltre un sistema con interazioni spin-orbita di tipo Rashba, derivando per esso equazioni del tipo precedente.
Si è infine esaminato il caso di un'Hamiltoniana di Kane a due bande. In questo caso la procedura di Chapman-Enskog (al prim'ordine) è stata affiancata da uno studio perturbativo semiclassico della funzione di Wigner all'equilibrio termodinamico. Il risultato è un sistema di due equazioni drift-diffusion lineari per le densità elettroniche di banda, che risultano accoppiate o disaccoppiate in dipendenza del band-gap.

1.2.2 Analisi asintotica

Sempre nel campo dei modelli idrodinamici, sono stati eseguiti anche studi asintotici rigorosi dell'equazione di Wigner modificata da un termine collisionale di rilassamento all'equilibrio termodinamico. Gli aspetti studiati sono stati molteplici, ed hanno riguardato lo studio di modelli quantistici sia a singola banda che multibanda con metodi di analisi asintotica rigorosi. Si è condotta un'analisi asintotica del modello k.p, descrivente un elettrone nel reticolo ionico di un semiconduttore, rispetto a un parametro piccolo proporzionale al passo reticolare. Si è dimostrato che tale modello fornisce un livello di approssimazione intermedio tra la dinamica esatta e la dinamica di massa efficace, il che ha permesso anche di ridimostrare i classici teoremi di massa efficace in una forma più forte.
Nonostante che la letteratura riguardante la formulazione idrodinamica di modelli quantistici per semiconduttori sia molto vasta, i risultati rigorosi relativi all’analisi asintotica sono ancora in gran parte parziali.
Nel corso della nostra ricerca, è stato eseguito uno studio asintotico dell'equazione di Wigner modificata da un termine collisionale di rilassamento all'equilibrio termodinamico, nel caso di campo applicato forte. Facendo uso della funzione di equilibrio corretta al secondo ordine nella costante di Planck, ed utilizzando il metodo di Chapman-Enskog compresso, è stata ottenuta un'equazione di deriva-diffusione quantistica corretta al secondo ordine nel numero di Knudsen. E’ stata svolta un'analisi rigorosa con la teoria dei semigruppi, trattando il problema dell’initial layer e stimando l’errore con cui l’equazione drift-diffusion quantistica approssima la soluzione dell’originale equazione di Wigner.

1.3. Problemi di esistenza e unicità in teoria del trasporto in semiconduttori 

Ci siamo occupati di stabilire risultati di buona posizione per il sistema di Wigner-Poisson-Fokker-Planck. Si tratta di un'equazione cinetica che descrive sia il trasporto quantistico degli elettroni, in presenza di un campo elettrico auto-indotto (equazione di Wigner, accoppiata con Poisson), sia l'interazione con l'ambiente (reticolo cristallino), tramite un termine diffusivo (di tipo Fokker-Planck). La struttura dell'equazione rende vantaggiosa la scelta dello spazio di Hilbert L^2 per l'analisi matematica. Ciò nonostante la densità degli elettroni nello spazio delle posizioni non risulta ben definita. Si è individuata una strategia che rende possibile superare questa difficoltà. Si sfruttano le stime a priori per il campo elettrico ricavate nel corso di questa ricerca per definire il campo elettrico a partire da funzioni di Wigner in L^2. In questo modo il risultato di buona posizione segue da una mappa di punto fisso nello spazio L^2 medesimo. Questa idea risulta efficace per l'equazione di Wigner-Poisson-Fokker-Planck, in dimensione tre. Questi risultati possono poi essere estesi al caso dell'equazione di Wigner-Poisson, dove si deve rinunciare a sfruttare l'effetto di regolarizzazione parabolica.

2. MODELLI E METODI CINETICI CON APPLICAZIONI ALLA FISICA DEL MEZZO INTERSTELLARE E ALLA BIOMATEMATICA.

2.1 Problemi inversi in teoria del trasporto

Si è proseguito lo studio di problemi inversi, in campo astrofisico, con riferimento allo studio di alcune proprietà caratteristiche delle nube interstellari. Con riferimento allo studio di alcune proprietà caratteristiche delle nube interstellari, è stata completata e discussa la tesi di dottorato “Inverse problems in astrophysics” presso l’Università di Firenze.
Si è completato lo studio di modelli cinetici di coagulazione per una distribuzione bimodale di particelle (“grandi” e “piccole”), tipica delle nubi interstellari. Su tali modelli è stata condotta un’analisi matematica, numerica e fisica, trovando stime dei tempi di estinzione delle particelle “piccole” in accordo con i dati sperimentali.
Studiando le proprietà delle soluzioni dell’equazione quasi-statica, buona approssimazione per l'equazione di Boltzmann, si è analizzata la localizzazione di una sorgente di fotoni presente all’interno di una nebulosa: questo obiettivo è stato realizzato sia nel caso di una sorgente continua sia nel caso di una sorgente localizzata in un punto, utilizzando tecniche di analisi proprie degli spazi localmente convessi. Il lavoro è proseguito analizzando anche il caso di nebulose in moto di espansione e contrazione, fino all’eventuale collasso in una stella centrale. Si sono inoltre studiati metodi di approssimazione delle soluzioni con discretizzazione di variabili.
Riguardo al problema della determinazione delle dimensioni di una nube interstellare conoscendo l'intensità dell'emissione di fotoni, dopo avere stabilite alcune proprietà di monotonia per le soluzioni del problema diretto, quali la determinazione dell'intensità a partire da dimensioni e forma della nube, è stato poi studiato un problema inverso di trasporto radiativo in un mezzo polveroso, consistente nell'individuare le densità di due tipi diversi di assorbitori mediante misure del flusso radiativo a diverse frequenze.


2.2 Modelli cinetici in biomatematica

L’attività di ricerca, relativamente ai collaboratori della sede di Siena, ha riguardato anche problemi di biomatematica. 
E’ stato applicato il metodo di Chapman-Enskog (tipico della teoria cinetica) per studiare un modello di una popolazione di larve di sogliole, la cui evoluzione e’ regolata da due scale di tempi. Sono state studiate le opportune correzioni di initial, boundary e corner layer, necessarie affinchè la bulk part soddisfi le condizioni del sistema. Inoltre, sempre in biomatematica, sono stati analizzati un modello di interazione luce-alghe (di cui è stato studiato anche il comportamento asintotico) e un modello epidemico MSEIR strutturato per età, utilizzando anche tecniche di teoria dei semigruppi non lineari. Infine, sono state analizzate le proprietà spettrali dell’operatore di “free-streaming” nel caso tridimensionale.

Una lista completa dei lavori dei componenti il gruppo di ricerca si può trovare in 
http://poincare.dma.unifi.it/~frosali/cofin04/biblio/
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