Lezioni sulla formula di Taylor.

Sviluppo di Taylor: sia xy punto interno del dominio di f funzione localmente
regolare in zo (f € C*°(I), con I intorno di xy), allora f si scrive localmente
in ro come

n ) (g
P =S L) k(e — ),

k!
k=0
dove f®)(x4) indica la derivata n-esima di f in zy e o((z—x)") & una funzione

resto tale che .
fim 2220
z—zo (T — o)™

Proprieta: indichiamo con T,[f] il polinomio di Taylor di ordine n di f
centrato in xq, allora

(i) Tulf + gl = Tulf] + Talgl,
(ii) T5,[f] = Th-alf],

(iii) metodo della sostituzione.

2x+3

Esercizio 1. Scrivere lo sviluppo di Taylor di e centrato in xo = 0.

Svolgimento: Si usa il metodo della sostituzione ma con molta attenzione!
Notiamo che se x — 0 allora, posto y = 2x + 3, y - 0.

Si pud scrivere e?**3 = e3e¢?* e usare lo sviluppo di Taylor in 0 di e® e la

sostituzione y = 2x — 0 quando z — 0, quindi
e t3 — &3 i Lo +o(y") =¢e® i lexk + o(z™)
ot T £ ] '
=0 =0

Un secondo modo di procedere ¢ quello di usare la sostituzione y = 2x+3 — 3
quando x — 0. In tale caso pero dobbiamo considerare lo sviluppo di Taylor
di f(x) = e” centrato in 3 e non in 0. Calcoliamo tale sviluppo:

n

) e?
ot = = 3 LB g olly=3) = 3 =3 +ol(5-3)") =

k
k=0

n
e3

k!
k=0

"1
2z +3-3)+0o((2r+3-3)") =" Hz%’f + o(z").
k=0

Osservazione 1. [l precedente esercizio fornisce anche una verifica dell’u-
nicita del polinomio di Taylor (Teorema di Peano).



Esercizio 2. Scrivere lo sviluppo di Taylor di arcsinx centrato in xq = 0.

Svolgimento: Usiamo la proprieta (ii) del polinomio di Taylor (polinomio
della funzione derivata). Vediamo come.
Sia
Tolf] = ao + a1z + asx® + azx® + ... + a,a™,

segue che
T'[f] = a1 + 2a27 + 3azx® + ... + nay,a" = T, [f].
Quindi noto
Too1[f'] = bo + by + bya® + bsa® + ... 4 by_yz™ !

possiamo ricavare T,[f] ponendo

b b by
Qo :f($0)7a1 = by, a2 = 51;@3 = gg,u-,an = nl-

Consideriamo adesso f(z) = arcsinz, la cui derivata ¢

1
V1—22

Calcoliamo lo sviluppo di Taylor in 0 della funzione derivata usando lo
sviluppo in 0 di (1 +y)~'/? e la sostituzione y = —x?

f'(x) =

n

1 1-3-5-..-(2k—1)z%* .
(1+£C2) 222 ok ﬂ—i-o(x )
k=0

Da questo possiamo dedurre

(aozarcsin():O,
a =1,
as =0,

1b 111
w3k =37
ag =0,

1b 13 3
T EM T 598 T 40
.



quindi, per ogni k£ € N

a2k207
1 1.3-..-(2k—1) 1 1-3-..-(2k—1)

2k +1 2k k! C2k+1 2-4-...-(2Kk)

A2k+1 =

Concludendo possiamo scrivere, localmente in 0,

n

&A1 3 (2k— 1) a2 .
arcsmxkzzo >4 2k 2yl e

Esercizio 3 (per casa). Scrivere lo sviluppo di Taylor di arctanx centrato
m xg = 0.

Calcolo delle derivate, utilizzando la formula di Taylor.

Dato lo sviluppo di Taylor di una funzione f in un punto xy, possiamo sempre
ricavare da esso le derivate di qualsiasi ordine di f in zy. Infatti

"L B (zg L n L
L) =3 T 0 = 3 e — o)

quindi
F8(z0) = agk!

dove a;, € il coefficente di ordine £ dello sviluppo di Taylor.
Esercizio 4. Calcolare la derivata di ordine 11, 12 e 13 di sinxz in xg = 0.

Svolgimento: scriviamo la sviluppo di Taylor di sinx centrato in 0

: . - (_1)k 2k+1 2n+42
Slnx—gmx +0($ ),

quindi, per ogni k € N

e (0) =0,

FEED0) = (=D
Percio la derivata di ordine 12 di sinz calcolata in 0 ¢ 0 (poiche 10 & pari)
mentre f1V(0) = (—1)° = —1 (poiche 11 = 2-5+1) e f13(0) = (—1)% = +1
(poiche 13 =2-6 +1).



Esercizio 5. Calcolare la derivata di ordine 11 di arctanz 4+ /1 + x in 0.

Svolgimento: Usiamo la proprieta (i), ovvero T,,[f + g] = T,[f] + T..[gl,
con f(x) =arctanz e g(z) =1+ x.

Scriviamo i relativi sviluppi di Taylor in 0

~ (=" 5 242
arctan x = E 2 4 o(27" )
— 2k +1

1-3-...-(2k—3)

1Tk ¥+ o(z™).

1 - k-1
Vitz= 1+§x+;(—1)

Poiche la derivata che stiamo calcolato ¢ di ordine dispari entrambe le funzioni
vi contribuiscono, pertanto

DEEFD [arctan z+vV1+z }

per ogni k > 2 ovvero per ogni derivata di ordine superiore a 5. Da cio poiche
11 =2-5+41, otteniamo

Dy {arctanac +vV1+x }

B (_1)5+ 3:-5-7-9-11-13-15-17-19 7 .,
o L 11 2:3-4.5-6-7-8-9-10-11-21

B 1+ 13-15-17-19 ”
N 11 2-4-6-8-10-211 '

Esercizio 6. Cualcolare la derivata di ordine 5 di arcsinx in 0.

Svolgimento: dallo sviluppo di Taylor calcolato nell’Esercizio 2 possiamo
dedurre

1-3-..-(2n—1) 1
_ o + 1)1
24 on a1t

3
g ':
()

Esercizio 7 (per casa). Verificare il precente esercizio calcolando esplici-
tamente la derivata di ordine 5 di arcsin x.

DEE+D) [ arcsin x}

z=0

e quindi

DO [ arcsin x] = D2+l [ arcsin x}

=0



Parte principale, ordine di infinitesimo e limiti.

Esercizio 8. Calcolare la parte principale di

2 + sinh(2z?) 2

Jw) = 1+ (2 +2)2 (1+1In2)?’

m xg = 0.

Svolgimento: in questo caso ¢ sufficiente verificare che f(0) = 0 e poi calcolare
1/(0). Infatti

cosh(22?)4z(1 4+ In(2 + x))? — 2(2 + sinh(22%)) (1 + In(2 4 z)) 7=

flw) = 1+ (2 +2)) ’
quindi : )
vy —2(1+mn2) B _

Pertanto la parte principale di f(x) sviluppata in 0 &
—2(1 +1n2) %z,

Esercizio 9 (per casa). Calcolare la parte principale delle sequenti funzioni

_ /1-=sin(2z)
I@) = A marae b
~ In(2 +22)
9@ = )~ 22

m xg = 0.
Esercizio 10. Calcolare la parte principale di

B cosh z2
124+ In(l 4z +22?)

Y

()

m xg = 0.

Svolgimento: in questo caso procedere come nell’Esercizio 8 non ¢ con-
veniente poiche f(0) = f/(0) = 0 e calcolare la derivata seconda ¢ piut-
tosto complicato. Usiamo quindi lo sviluppo di Taylor e il metodo della
sostituzione. Cominciamo con lo sviluppo del coseno iperbolico

!
cosh(z?) =1+ 5 + (%)



(S

22 23 2 9.3
1—z+In(1+a+2?) = 1—x+(m+x2)—(x +27) +(x ) +o(z?) = L=
2 3 2 3
quindi
2 2 3 2 2 3
1—z+n(l+z+28)) "t =1~ x——i—i—o(x?’) +o x——i+o(x3)
2 3 2 3
2
=1- % + o(x?)

Lo sviluppo di Taylor di f(x) in 0 ¢ quindi

f(z) = (1 + %4 + o(:cﬁ)) <1 — %2 + 0(x2)> —1= —%2 + o(z?).

N

Possiamo concludere che la parte principale ¢ —%-.

Osservazione 2. Una volta nota la parte principale possiamo ricavare la
prima deriwata non nulla della funzione semplicemente moltiplicando per il
relativo fattoriale, ovvere f"(0) =2 (—1) = —1.

Esercizio 11. Calcolare

1 —cosx + In(cos x)

lim
z—0 1’4

Svolgimento: con il metodo della sostituzione ricaviamo

x? 2t

In(cosz) =In(1+ (cosz — 1)) = 5t o(z*)

e quindi

1 —cosz +log(cosz) 1—1+§—‘§—1+0(m5)—%—%+0(x4)

x4 xt
1\ 2* ozt
A )
12 24 ) 24 x4
pertanto
.1 —cosz + In(cos z) 1 1 1
lim - — — — _ __
20 e 12 24 8

Osservazione 3. L’esercizio precedente ci dice che 1 —cosx+1In(cosz) € un
infinitesimo di ordine /.



Esercizio 12. Calcolare

) 1 1
lim —— .
—0 \ rtanx  x2

Svolgimento:
x? x3
1 1 zcosz—sinx x<1_?+0($3)>_$+€+0(1’4)
rtanz 22  a?sinz 22(x + o(x?)
_r— 2 to(zt) —z+ 2 +o(at) _ —za® + o(x*)
3 + o(z?) 3 + o(x?)
e quindi
L 12 ola) B RNTC
—0 \xtanr z—0 %WLO:;) 7—0 1+x°(;3 3

Esercizio 13. Calcolare

lim 5

z—0 . a:

SINX — T COS —F=
%)

Svolgimento: calcoliamo separatamente lo sviluppo di Taylor in 0 del
numeratore e del denominatore

10

1—cosx5:1—1+%+0(x15)

. x x3+x5+(6) ) 1(x>2+1(x>4+ (%)
sinz—rcos — =r——+"—4o(z®) -z |1—- = —= = o(x
V3 6 5! 2\V3 4\ /3

3 5 3 5
e ) )

Possiamo quindi concludere

10
Y 1 —cosz® y -+ o(x'®)
im 5 = lim —

x—0 . z
_ -z 519
(sm T — I COS \/§> (5!9)




Esercizio 14. Calcolare

. V1—4a? +at -1+ 27
lim .

r—0 1'4

Svolgimento: consideriamo lo sviluppo di Taylor di v/1+¢ in 0 con ¢t =
—4x% + 2*, da cui si ottiene

4 3 1 3
V1 —dg2 4+ ot = 1—x2+%—3—2(—4x2+x4)2+0(x4) = 1—x2+<1 — 5) ' +o(zh).

Possiamo quindi concludere

. VT4 42t — 142 =32t 4 o(a?) 5
lim = lim —4———~ = ——.
x—0 ;L'4 r—0 x4 4

Osservazione 4. Nell’esercizio precedente si poteva commettere l’errore di
fermarsi allo sviluppo di Taylor al secondo ordine. In tale caso avremmo
trovato
4 . 2
V1—d4a?2 + 2t —1+2° = Z—i—o(m )
che poteva suggerire che l'ordine di infinitesimo della funzione é 4 ma non
forniva la parte principale corretta. Infatti o(z*) contiene in sé termini di
ordine 4 (e a priori anche termini di ordine 3).

Esercizio 15. Calcolare

1
lirf <n3 {/ % —n(n®+ 1)) :

Svolgimento: poniamo x = % e calcoliamo con lo sviluppo di Taylor il

limite scritto nella seguente forma

(1 L1 1
i, (;“”) 2 (HP))'

Per calcolare il limite scriviamo lo sviluppo di Taylor in 2o = 0 di (14 z)* =
e?m(1+7)  Usiamo lo sviluppo di Taylor in 0 di ¥ con y = xIn(1+ ) (& lecito
perche se z — 0, allora y — 0). Quindi

2 3

y=uxzIn(l+x) :x(x—%+0(x2)> :x2—%+0(x3),

da cul ricaviamo

vy z”
ot In(1+2) zey:1+y+5+g+0(y3) :1—|—x2—?+0($3)-

8



Possiamo quindi concludere

tim (L1427 — L (14—
1m ey xXr -_ — _— =
z—0+ \ 23 T x2
: 1 5 5 11
:Ji%h(ﬁ(l”‘?*0(‘”))‘5‘;):

) (1 1 1 ofx®) 1 1> 1
=lm |—+—-———-+ _——— ] ==
x

z—0+ \ 23 2 3 z a3

Esercizio 16. Calcolare l'ordine di infinitesimo di

cosh?z — 1 — a2,
Svolgimento: per prima cosa dobbiamo verificare che sia un infinitesimo,

ovvero
limcosh?z —1—22=1—-1=0.

z—0
Calcoliamo lo sviluppo di Taylor della funzione
2 4

2
1
cosh? z = (1 + % + Y + 0(m5)) =1+2°+ §x4 + o(z°),

da cul

1 1
cosh2x—1—x2:1+x2+§x4+0(9€5)—1—x2:§x4+0(x5)

Possiamo quindi concludere che cosh? z — 1 — 22 ¢ un infinitesimo di ordine

4.



Esercizio 17. Calcolare il sequente limite parametrico:
_ n
(e 1)
m-———>.
«—0 sin(3z) — 3z
Svolgimento: cominciamo con 'osservare che

lim (e —1)=0" e lim (e —1)=0"

r—0+ x—0~

mentre

lim (sin(3z) — 3x) =0 e lim (sin(3z) — 3z) = 0.

z—0t z—0~
Consideriamo dapprima il caso n < 0, in tale caso otteniamo che:

e se n e pari, il limite non esiste ma esistono il limite destro e il limite
sinistro e sono uguali rispettivamente a —oo e +00;

e se n e dispari, allora
(e —1)"

z—0 8in(3z) — 3z - e

Se n =0, allora

(e*3z — 1)” 1

sin(3z) — 3z - sin(3z) — 3z
Quindi anche in tale caso il limite non esiste ma esistono il limite destro e il
limite sinistro e sono uguali rispettivamente a —oco e 4-00.

Consideriamo infine il caso n > 0. In tale caso otteniamo una forma in-
determinata. Risolviamo il limite applicando lo sviluppo di Taylor

(6_3”” — 1)” _ ( — 3z + ng — %7133 + 0(953))”
sin(3z) — 3z — 2023 + o(a3)

In tale modo otteniamo un limite razionale che sappiamo risolvere facilmente.
Se 0 < n < 3, il limite non esiste ma esistono limite destro e sinistro.
Se n = 3 allora il limite esiste ed e finito. Infatti

T G M (i o C)

= = 6.
v—0sin(3z) — 3z —2z3 4 o(a?)

Infine se n > 3 otteniamo

OO Gt M
io0sin(3z) — 3z

10



Resto di Lagrange.

Sia ¢ punto interno del dominio di f e sia f derivabile n+1 volte localmente
in xg.

Consideriamo lo sviluppo di Taylor di ordine n della funzione con resto di
Lagrange, ovvero

f(z) = T,[f](z; o) + Rp(x;70), localmente in xg,
dove il resto di Lagrange ¢ definito come

F(E)

R,(x;x0) = m(m —

con £ punto compreso tra x e xg.

Osservazione 5. La formula scritta non € una formula esplicita perché in
generale non conosciamo il punto & e inoltre il punto & dipende dal punto x
e non € una costante locale in xg, i.e. £ = &(x).

E comunque una formula molto utile per determinare l’errore che si commette
sostituendo a f(x) il suo sviluppo di Taylor di ordine n.

Stimiamo ’errore stimando opportunamente il resto di Lagrange.
Scriviamo lo sviluppo di Taylor di ordine n in un intorno chiuso di xy di
raggio v (quindi I,(zo) = [zo + r, 2o + r]) in cui la funzione sia derivabile
(n + 1)-volte. Per ogni « € I,(xy) possiamo scrivere

f(@) = Tl f1(; 20) = Rn (23 20)

e quindi l'errore commesso sostituendo a f(z) il suo sviluppo di Taylor si
trova stimando il modulo del resto di Lagrange. Pertanto

T) — r;xo)| = |R,(x;29)] < su (D) () =——0
|f(2) = Tu[f)(z; 20)| = | Rl )|<‘m7xor‘>g|f (z) CESY

7"”+1 (nt1)
< ml SUI|3< |f ()]
s |e—xo|<r

Se f ¢ sufficientemente regolare e quindi in particolare f*Y continua in
[xg — r, 2o + 1], allora

sup |f(n+1)(x>| = nax |f(n+1)(x>| =c < +00.

|z—z0|<r |z—z0|<r

Attenzione la costante ¢ non dipende solo dalla funzione ma dipende anche
da n e dal raggio dell’intorno, quindi ¢ = ¢(n, ).

11



Vediamo adesso come ¢ possibile calcolare valori irrazionali con un errore
piccolo a piacere. Sia € > 0, per scrivere un valore f(z) commettendo un
errore minore di ¢ & sufficiente sostituire a f(z) il suo polinomio di Taylor
T f](x; ) con 7 sufficientemente grande. In particolare dobbiamo scegliere

n tale che B
rm (@+1)
m| SU.I|)< |f ([l?)’ < E.
* |lz—=o|<r

Vediamo alcune applicazioni di tale metodo di approssimazione nei seguenti
esercizi.

Esercizio 18. Calcolare sinl con cinque cifre esatte.

Svolgimento: per ottenere cinque cifre esatte dobbiamo scrivere sin 1 com-
mettendo un errore ¢ < 107°. Consideriamo lo sviluppo di Taylor di sinxz
centrato in 0 con resto di Lagrange, ovvero

n N $2k+1
SInxT = Z(—l) m + R2n+2($; O)

k=0 )
Stimiamo ’errore

|ZL’ | 2n+3 T2n+3

| sin 2 —Top41[sin] (25 0)| < [Ranya(a;0)] < sup |(—1)*" 2+ -

Dobbiamo calcolare sin 1 quindi possiamo scegliere r = 1, pertanto

: : 1 _
|SlIl]_ —T2n+1[sm](1;0)| < m <e<10 5.

Cerchiamo un n sufficientemente grande.
Se n = 1 otteniamo

1 1
inl — Tylsin](1:0)| < = = — £ 107°.
| sin 3[sin](1;0)] < 21 = 120 £ 10
Se n = 2 otteniamo
[sin1 — Ty[sin] (1;0)] < = = —=— £ 1073
Sin 1L — S11n s —_— = .
b =TT 36207
Se n = 3 otteniamo
(sinl — Tfsin](1:0)] < & = — L < 1077
Sin 1 — S11 s — = .
7 =91 T 362880

12



Quindi n = 3 e sufficiente. Pertanto bastera approssimare sin 1 mediante il
suo polinomio di Taylor di ordine 7 centrato in 0
3 5 7
0 x
sine =1 — — 4+ — — == + o(a").

6 5 7
Possiamo quindi calcolare

11 1 4241
nlAal—c4— —— — ——— —( 84147.
i 6 5 7 5040

Esercizio 19. Calcolare e con tre cifre esatte.

Svolgimento: In tale caso dobbiamo approssimare e, commettendo un
errore ¢ < 1073, Consideriamo lo sviluppo di e® centrato in 0, ovvero

e’ = Z T R, (z;0).
k=0

Poiche vogliamo calcolare ¢* con x = 1 dobbiamo stimare il resto di La-
grange in un intorno chiuso dell’origine con raggio » = |1 — 0] = 1 ovvero
nellintervallo [—1, 1]. Quindi

|f(n+1)(x)| ‘x|n+1 1n+1 sup e:z: — € )
- (TL + 1)' z€[-1,1] (n + ].)'

R,(1;0)| < sup
1B (1;0) rel-11) (n+1)!

Osserviamo che 2 < e < 3, da cui segue

3

[R,(1;0)] < CESL

Cerchiamo n sufficientemente grande, esattamente come abbiamo fatto nel-
I’esercizio precedente.
Se n = 1 otteniamo
T 3 -3

le = T1[e*](L,0)] = 5 £ 1077

Se n = 2 otteniamo
1
le — Ty[e*](1;0)| < = = 3 % 1073,

Se n = 3 otteniamo

le — T3[e”](1;0)| < — = é £ 1073,

=] w

13



Se n = 4 otteniamo
x . 3 _ 1 -3

Se n = 5 otteniamo

3 1
—T:[e*](1:0)] < = = — £ 1073,
o= Ter] (150)] < = = = #
Se n = 6 otteniamo
3 1
— T7[e”)(1;0)| < & = —— < 1073

inx=1.
Troviamo quindi la seguente approssimazione di e:

1 1 1 1 1 1957
~lalasprp 2P0 o e
s R TR IR R T M

Esercizio 20 (per casa). Calcolare e con quattro cifre esatte e poi con sei
cifre esatte.

14



Studio locale di una funzione.

Lo sviluppo di Taylor ci permette di capire I'andamento di una funzione
solo localmente senza fornire nessuna informazione globale sulla funzione (ad
esempio non e utilizzabile per lo studio dei massimi e minimi di una fun-
zione data). E tuttavia molto utile nello studio della natura di un punto
(ovvero quando ¢ punto di massimo o minimo relativo) e in particolare i
punti stazionari, come vedremo in seguito.

Sia z punto interno per D(f) e f sufficientemente regolare in un intorno di
xo in modo che il polinomio di Taylor di grado n sia ben definito. Denotiamo
con ay, ..., a, i coefficienti dello sviluppo di Taylor (quindi ay = f*)(20)&!).
Vicino a x( possiamo dunque scrivere

f(x) —ag = a1 (z — 20) + ag(xo)(x — 20)* + ... + an(x — 20)" + o((x — 20)").

Sia a,, il primo coefficiente non nullo dello sviluppo di Taylor di f(x)— f(x¢)
centrato in xg (i.e. a, # 0 e a,, =0, per ogni 0 < m < n).
Allora si distinguono i seguenti casi:

(A) Sen=2kconk =1,... (i.e. n pari), allora ’'andamento locale di f in z
e di tipo parabola e il verso della parabola ¢ determinato dal segno di
a, ovvero dal segno della derivata n-esima di f calcolata in xy. Quindi

f(2k) (x9) > 0 = parabola verso I'alto
f(2k) (x9) < 0 = parabola verso il basso

(B) Sen=2k+1conk=1,.. (i.,e. ndispari e n # 1), allora I"'andamento
locale di f in x( e di tipo cubica. In particolare

fP+D(20) >0 = cubica crescente (i.e. di tipo z°)
f(24) < 0 = cubica decrescente (i.e. di tipo — %)

(C) Se n =1 l’andamento locale di f in z( € lineare, i.e. di tipo retta.
In particolare

f'(z0) >0 = retta crescente
f'(zg) <0 = retta decrescente

L’andamento locale della funzione in x( ci permette di determinare quando
Zo € un punto di massimo o un punto di minimo relativo.

15



Lemma 1. Sia f funzione sufficientemente regolare, localmente in xq con xg
punto interno al dominio.
Sia f™ (x0) #0 e £ (20) = 0 per ogni 0 < m < n. Allora

e sen=2kconk=1,..,

%) (20) > 0 = punto di min. rel.
%) (2) < 0 = punto di maz. rel.

e Sen=2k+1 conk=0,1,..., allora xy non & né punto di massimo
relativo interno né punto di minimo relativo interno.
In particolare se k > 1, xq si dice punto di flesso (Definizione 5).

Riscriviamo il precedente risultato in un caso particolare: quello dei punti
stazionari con derivata seconda non nulla.

Definizione 1 (Punto Stazionario). Un punto xy interno al dominio di
f si dice stazionario se f'(xqg) = 0.

Corollario 1. Sia xg punto stazionario di f tale che f"(xq) # 0, allora

f"(z0) >0 = punto di min. rel.
f”(l’o) < 0 = punto di max. rel.

In seguito interpreteremo tale risultato in termini di convessita e conca-
vita della funzione.

Concludiamo lo studio locale di una funzione mediante il polinomio di Taylor
dando alcuni esempi.

Esempio 1. Studiare la funzione

B cosh 2
C1l-—a—In(1+z+22)

f(z)
localmente in xy = 0.

Osserviamo che f(0) = 1. Per I’Esercizio 10 sappiamo che la parte prin-
cipale di f(x) — f(0) ¢ =% < 0. Poiché la parte principale & di grado pari
e inoltre il relativo coefficiente é negativo, allora 0 é un punto di massimo

relativo interno.
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Esempio 2. Studiare la funzione

2 + sinh(2z?)

J@) = e+

localmente in xq = 0.

Osserviamo che f(0) = 2/(1+1n2)2. Per I’Esercizio 8 sappiamo che la parte
principale di f(z) — f(0) ¢ —2(1+1n2)"3x. In tale caso abbiamo quindi che
la funzione ha in 0 un andamento di tipo lineare in particolare la funzione é
localmente decrescente (poiché f'(0) < 0 é negativo). Quindi 0 non é punto
né di massimo rel. né di minimo relativo né un flesso.

Esempio 3. Studiare la funzione
f(x) = (34 2*)sinhx — 3z cosh z,
localmente in xg = 0.
Osserviamo che f(0) = 0. Calcoliamo la parte principale di f(z) in 0:
f(z) = (3+ 2*)sinhx — 3x coshx =

3 .5 2 4
_ 2 T 6y} _ T 5)) —
—(3+$)($+6—|—5!+0({E>) 3x<1+2+4!+0(x))

3 5 5 I3 5

_ AT S ST YR S il 6y _
—3x+2+35!+$+6 3z 32 34!+0(93)—

1 3 3 3 1 1
(2—|- 2)1‘ +<5! 4!+6)9§ + o(x”) TR + o(2°)

La parte principale € di grado dispari e maggiore di 1 quindi in 0 abbiamo
un flesso. Inoltre, poiché % > 0 la funzione é crescente in 0.

Per ricavare la prima derivata non nulla della funzione in 0 e sufficiente
moltiplicare il coefficiente della parte principale per il relativo fattoriale.
Quindi la prima derivata non nulla in 0 é

1
®)(0) = —5! =8,
0 =4
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Lezioni su convessita e concavita di funzioni.
Definizione 2. Una funzione f:D(f) C R — R si dice convessa se
fAz1+ (1= A)za) < Af(21) + (1 = ) f(z2), (1)
per ogni 0 < X\ <1 e per ogni x1,x2 € D(f) tali che Axy + (1 — X)xo € D(f).

Osservazione 6. La precendente definizione ci dice che l'immagine tramite
f del segmento di estremi xq e x5 sta tutta al di sotto del segmento di estrems

Py = (21, f(z1)) € Py = (22, f(22)).

2

Esempio 4. La parabola f(x) = x* é una funzione convessa in tutto R.

Dimostrazione. Sia 0 < X\ <1,
FOz+ (1= XN)zg) = Oy + (1= Nxo)? = X222 4+ (1 = X222 +20(1 — Nz 12
Osserviamo che 2z129 < xf + x% e quindi
FOw+ (1= Naxg) < M2+ (1= N)222 + A1 = Nz2 + A1 — N2k =
= Azt + (1= A)%a3 = Af(x1) + (1= A) f(2),
quindi f convessa. O]

Osservazione 7. Allo stesso modo si puo dimostrare che ogni parabola
rivolta verso l'alto € convessa in tutto R.

Definizione 3. Una funzione f : D(f) C R — R si dice convessa se —f
e convessa.

Osservazione 8. La precendente definizione ci dice che l'immagine tramite
f del segmento di estremi x1 e xo sta tutta al di sopra del segmento di estremsi

Py = (21, f(21)) e Po = (22, f(x2)).
Esempio 5. Ogni parabola rivolta verso il basso e convessa in tutto R.

Esempio 6. La funzione f(z) = 2% non ¢ né convessa né concava in R.

In particolare é convessa in [0, +00) e concava in (—oo,0].
Esercizio 21 (per casa). Dimostrare il precedente esempio.

Esempio 7 (caso lineare). Sia f(x) = Ax+ B, allora f ¢ sia convessa che
concava in R. Cio equivale a dimostrare che (1) vale come identita. Infatti

Af(x1) + (1= X)) f(x2) = MAzy + B) + (1 = N\)(Azg + B) =
= AA\x1+(1=N)ag)+AB+B—AB = A(Az1+(1=\)22)+B = f(Az1+(1=X\)z2).

18



Osservazione 9. In realta vale anche il viceversa, ovvero una funzione é
contemporaneamente convessa e concava in R se e solo se ¢ lineare.

Ricapitolando per le potenze vale il seguente risultato.

Osservazione 10 (Potenze). Sia f(z) = Ca™ conn € N e C' # 0. Allora
e sen dispari e n # 1 allora f non é né convessa né concava in R,
e sen pari e n # 0 allora f é convessa se C' > 0 e concava se C' < 0,

e sen=0o0n=1 e quindi la funzione & una retta allora la f ¢ sia
convessa che concava in R.

Diamo adesso una definizione del tutto equivalente alla Definizione 2,
dove usiamo una scrittura per il segmento leggermente diversa.

Definizione 4. Una funzione f : D(f) C R — R si dice convessa se

f(%) — f(z1)

To — 1

f@) < flaa) + (x —21), (2)

per ogni x compreso tra i € Ts.

Per ottere (2) a partire da (1) basta porre
r= A1+ (1 — N2

e osservare che
r — I

1-\=

Ty — T
Infatti aggiungendo e sottraendo f(z;) a secondo membro possiamo riscrivere
la (1) come

flx) S Af(x) + (1= N)f(22) = flo1) + (A= 1) f(21) + (1 = A) f(22) =

= fla) + (1 =N (f(22) = f(21)) = fl2) + — o (f (22) = f(21)),

ottenendo quindi la (2).
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Interpretazione geometrica: convessita e retta tangente.

Esempio 8. Sia f(x) =sinz

AN
Y

Osservando la figura ¢ semplice dedurre che

ke Z.

, concava in [2km, (2k + 1)7]
sinz =
concava in [(2k + 1), (2k + 2)7]

Inoltre dalla figura possiamo osservare che dove la funzione é concava la
tangente in un punto sta al di sopra del grafico della funzione mentre dove
la funzione € convessa accade il fatto inverso: la tangente in un punto sta al
di sotto del grafico della funzione.

L’osservazione sulla posizione della retta tangente relativamente al grafico
del seno, ¢ un fatto che vale in generale.

Proposizione 1.

1.1. 1l grafico di una funzione convessa sta tutto al di sopra di quello di una
qualsiast retta tangente.

1.2. 1l grafico di una funzione concava sta tutto al di sotto di quello di una
qualsiasi retta tangente.

Esempio 9. Osservare le due sequenti parabole:
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Osservazione 11. Se esiste la retta tangente in un punto xo interno al
dominio di f allora esiste il limite del rapporto incrementale in xq
(eventualmente f'(xq) = £00).

Dimostrazione. Sia f convessa, allora

i f($2) - f(fUl)

Tog —T1

fx) < f(x1) (z —a1),

per ogni x compreso tra r; e xo. Quindi

To — T1

f(@) = f(z1) < (f(z2) — flz1))

-

poiché % > 0, segue che

x)— f(x
L =) 4y ) < o) flan)
r — T
Supponiamo xy > x1, allora x > 1, quindi consideriamo = — xf

f(z) = f(x1)

r — I

— [ (@1) = f(x).

Se invece x5 < 1, allora passando al limite per x — x| otteniamo f'~(z,) =
f/(x1). Quindi in definitiva

fi(@)(xg — 1) < fla2) = fl21),

da cui segue
fa2) > (1) + f'(21)(22 — 21),

per ogni x1, x2 nel dominio di f. Cio implica che il grafico di f sta al di sopra
della retta tangente in P = (z1, f(x1)) e cio in ogni punto x;. O
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Convessita e derivata seconda.

Esempio 10. Consideriamo i due casi modello per funzioni convesse e con-
cave, ovvero f(x) = x? e g(x) = —x?. Calcolando le relative derivate seconde
otteniamo f"(xr) =2 >0 e ¢"(x) = —2 < 0, quindi possiamo osservare che la
funzione convessa f ha derivata seconda positiva mentre la funzione concava
g ha derwata seconda negativa.

Esempio 11. Consideriamo la funzione f(x) = sinz di cui conosciamo gia
gli intervalli di concavita e convessita.
Calcolando la derivata seconda anche in questo caso otteniamo

<0, [2km, (2k+ 1)7]

>0, [(2k+1)r (2k+2)r] TEF

f"(x) = —sinx = {

e quindi otteniamo nuovamente derivata seconda positiva dove la funzione é
convessa e negativa dove la funzione é concava.

Le osservazioni fatte negli esempi precedenti sono proprieta generali che
legano il segno della derivata seconda alla convessita di una funzione.

Teorema 1. Sia [ funzione che ammette derivata seconda in I intervallo
reale

f convessa [concava] in I < f'(xg) >0[<0], Vg€l

Dimostrazione euristica. Diamo solo un’idea del perche sussiste tale legame
tra derivata seconda e convessita sfruttando lo sviluppo di Taylor e la carat-
terezzazione della convessita mediante la tangente. Approssimiamo f con
il suo sviluppo di Taylor centrato in xy € I al secondo ordine (supponendo
che i termini di ordine successivo siano trascurabili al fine di determinare il

segno)
f// (l‘o)

f(@) = f(xo) + f'(zo)(w — m0) + T(«’E — x0)°.

Poniamo g(x) = f(x)+ f'(xo)(x —x0), g coincide con la retta tangente a f in
xo. Quindi il segno di f(x)— g(z) per ogni = vicino a xy coincide con il segno
di f"(x0) e cio per ogni xg € I. Quindi se la derivata seconda & positiva
otteniamo che il grafico di f e sempre al di sopra di una qualsiasi retta
tangente e quindi la funzione ¢ convessa. Viceversa se la derivata seconda e
negativa allora il grafico di f giace al di sotto delle sue rette tangenti e quindi
la funzione € concava. O
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Osservazione 12. Trascurare i termini ordine superiore a 2 nello sviluppo
di Taylor rende la precedente dimostrazione inessatta. Una dimostrazione
matematica piu precisa puo essere trovata mel libro “Analisi matematica I”
di Giusti, Teorema 10.8 e Teorema 10.4 (pag. 401-402).

Corollario 2 (minimi e massimi relativi). Sia xy punto stazionario per
una funzione f dove la funzione risulta derivabile 2 volte e regolare (quindi
f'(xg) = 0). Se f"(xg) > 0, per continuita possiamo supporre f"(x) local-
mente in xq e quindi per il teorema precedente f e localmente convessa in xg.
Possiamo quindi concludere che xy essendo un punto a tangente orizzontale
in cut la funzione € localmente convessa, e necessariamente un punto di min-
imo relativo interno.

Con lo stesso ragionamento si deduce che se f"(xq) < 0, allora xo é un punto
di minimo relativo interno.

Studiamo adesso i punti di flesso.

Definizione 5 (punti di flesso). Sia zq punto interno al dominio di f,
allora xq si dice punto di flesso se f in xo cambia di convessita, ovvero passa
da convessa a concava o viceversa.

Corollario 3 (punti di flesso). Sia z punto stazionario in cui f"(xy) =0
e la derivata seconda cambia di segno, allora xy € un punto di flesso.

Esempio 12. Sia f(x) = 3, verifichiamo che 0 ¢ un punto di flesso.
Calcoliamo le deriwvate e studiamone il segno

f(0)=32% =0
x=0
quindi 0 € un punto stazionario. Inoltre
f"(0) = 6x =0,
=0

e f"(z) >0 sex > 0 mentre f"(z) <0 sex < 0. Possiamo quindi concludere
che 0 ¢ un punto di flesso.
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Osservazione 13 (punti di flesso I). I punti di flesso non sono necessari-
amente punti stazionari.

Esempio 13. Consideriamo f(z) = %+x—2. Calcoliamo la deriwvata prima

flx)y=a*+1>1,

quindi f non ammette punti stazionari. Se calcoliamo la derivata seconda
muece

f'(z) = 4a?,

da cui seque f"(0) =0 e f"(z) > 0 se x > 0 mentre f"(z) < 0 se x < 0.
Quindi 0 e un punto di flesso pur non essendo un punto stazionario.

Per disegnare in maniera precisa un punto di flesso é necessario disegnare
la tangente in tale punto. Nel nostro esempio f'(0) = 1 > 0, quindi otte-
niamo un punto di flesso crescente in cui la tangente é parallela alla prima
bisettrice.

Esempio 14 (per casa). Verificare che f(x) = arctanx ha un flesso in 0 e
disegnarlo in maniera precisa calcolando la retta tangente in tale punto.

Osservazione 14 (punti di flesso II). I punti di flesso posso essere anche
punto in cui la funzione non ammette derivata seconda. In generale tali punti
di flesso sono punti xy a tangente verticale (ovvero f'(xg) = £o0).

Esempio 15. Consideriamo f(x) = J/x, il cui dominio é R. Se calcoliamo
la derivata prima otteniamo

che e sempre positiva per x # 0 mentre non esiste in x = 0.
Se calcoliamo la derivata seconda otteniamo comunque un punto di flesso
nell’origine, infatti

1" _ 2
fa) == o

quindi non e definita in 0 ma € ben definita e positiva per ogni x < 0 e ben
definita e negativa per ogni x > 0. Quindi 0 é un punto di flesso di non
deriwabilita. Inoltre esiste

Y

lim f'(z) = +oo,

z—0

quindi 0 ¢ un punto di flesso a tangente verticale.
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Esercizio 22. Studiare gli intervalli di convessita e concavita e studiare gli
eventuali punti di minimo e massimo relaivo o di flesso (individuando anche
la relativa tangente) delle sequenti funzioni:

1. 2% — 322,
2t — 222 + 1,
rinx,

(2* + x)e ",

_1
x24+3"

SATER N

Punti di non derivabilita.

Concludiamo analizzando brevemente i punti di non derivabilita.

Sia dunque xg punto interno al dominio di f tale che la funzione risulti deriv-
abile in un intorno di xg tranne che nel punto xy. Allora possono verificarsi
1 seguenti casi:

1. se il limite della funzione derivata per x — 1z esiste ma e infinito, allora
xo € un punto a tangente verticale (flesso);

2. se il limite destro e il limite sinistro della funzione derivata in g sono
diversi e entrambi infiniti, allora xy € una cuspide;

3. se il limite destro e il limite sinistro della funzione derivata in zy sono
diversi e entrambi finiti, allora zy € un punto angoloso;

4. se il limite destro e il limite sinistro della funzione derivata in zy sono
uno finito e l'altro infinito allora siamo in un caso misto (in parte
cuspide e in parte punto angoloso).
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