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Capitolo 1

Integrali dipendenti da un parametro

1.1 Funzione definita mediante un’integrazione parziale (integrale
parametrico)

Siano d > ¢ due numeri reali. Dato D C R”, sia f: D X [¢,d] € R"*! — R una funzione continua.
Per la continuita di f, per ogni x € D fissato, la funzione f(x,-) : [c,d] — Rdataday — f(x,y)

¢ continua e quindi integrabile. Dunque risulta definito 1’integrale fc ¢ f(x,y)dy per ogni x € D. In
altri termini, risulta ben definita la funzione G: D — R data da:

)
G(x) := f Sf(x, y)dy.

Chiaramente G ¢ una funzione di n variabili. Saremo principalemente interessati al caso in cui
D C R" ¢ un aperto.

1.1.1 Continuita

Si ottiene facilmente il seguente fatto per D = [ay, b1] X ... X [ap, by]:

Lemma (di continuita per integrali parametrici (semplici)). Sia f: [a1,bi]X. .. X[an, by)X[c,d] —
R una funzione continua. Allora G: [a1,b1] X ... X [ay, b,] = R data da

)
G(x) := f f(x,y)dy,

e continua.

Dimostrazione. Poniamo D = [a1,b;] X ... X [a,, b,]. Osserviamo che, presi x ed xg in D,

d d
1G(x) - Glxo)| = f FCxy)dy - f FCx00y)dy

d
< [Tl - seonlas. @




2 Capitolo 1. Integrali dipendenti da un parametro

Sfruttando la compattezza di D X [c, d] & possibile provare che per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
| f(x,y) — f(xo, y)’ < & per ogni coppia di coppie (x,y) e (xp,y) in D X [c,d] (con la stessa y come
secondo elemento) tali che |x — x| < 6.}

Dunque, fissato € > 0, scegliamo § > 0 tale che

|f(xy) = fx0, )| < d_ic'

Allora, da (1.1) segue che

G - Gxo)| < fl ——dy=——(d-0)==.

Cioe la continuita. U
Il lemma ci permette rapidamente di condiderare domini aperti.

Teorema (di continuita per integrali parametrici (semplici)). Sia D C R" aperto e sia f: D X
[c,d] — R una funzione continua e limitata. Allora G: D — R data da

d
G(x) = f G y)dy,

é continua.

Dimostrazione. Basta osservare che per ogni x € D si possono trovare ay,...,d, € by, ...,[3, tali
che x € (a1, b1)X...%x(a,,b,) eche a1, b1]X...X[a,, b,] € D. Allora, per il lemma, G & continua
in x da cui segue la tesi’. |

Una conseguenza immediata ¢ che se f e D sono come nel teorema, allora

d d d
tim [ seydy= [ tim ey = [ oy
x—x0 ), c X7 c
formula che esprime il passaggio al limite sotto il segno di integrale.’
Il teorema di continuita richiede che I’intervallo di integrazione sia limitato. Esistono esempi che

mostrano I’essenzialita di questa limitazione. Se tuttavia, in aggiunta alle ipotesi del teorema su f
si assume che esista una funzione sommabile* ¢: I — R tale che |f(x,y)| < ¢(y) allora

G(x) = f1 FCy)dy

¢ continua.

!Si noti che ¢ dipende solo da &; questa proprieta si chiama uniforme continuita ed € il contenuto di un teorema
detto di Heine—Cantor.

2Si ricorda infatti il seguente fatto elementare: Una funzione g & continua in un punto x del suo dominio se e solo
se fissato un intorno aperto (relativo al dominio) U di x la restrizione g|y ¢ continua in x.

3Esisteno teoremi pit forti di passaggio al limite sotto il segno di integrale ma vanno oltre lo scopo di queste lezioni.

4Si dice che una funzione & sommabile su un insieme I C R se & integrabile su ogni sottoinsieme chiuso e limitato
di / e il suo valore assoluto ¢ integrabile su / in senso generalizzato.
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1.1. Funzione definita mediante un’integrazione parziale (integrale parametrico) 3

Esempio. Consideriamo il limite
1 X I x
: e e
lim —dxzf “dx=e—1.
a—0 Jo cos(ax) o 1

Esempio. Calcoliamo il limite
—4a -
e —e
lim ———— = lim .
(yl—>O 2a wl—>0 f(a)

Possiamo riconoscere la funzione come f(a) come

—(X)Cz

e
fe) = —

—(X)Cz

2«

e

x=2

Quindi limy_g f(@) = [ —xe"dx = [~ —xdx = —3/2.
1 1

1.1.2 Derivabilita e differenziabilta

Sia D C R" aperto e sia f: D X [c,d] — R una funzione continua. Posto x = (xi,...,X,),
supponiamo che per qualche i € {1,...,n} la derivata parziale g—j; di f esista continua per ogni
X1y X0,Y) = (x,y) € DX [c,d].

Teorema (di derivabita per integrali parametrici (semplici)). Siano f e D come sopra e G come
nel teorema di continuita, allora la derivata parziale di G rispetto ad x; esiste continua ed ¢ data
da:

a—G(x) :=fa—f(x,y)dy, Vx e D.
5)6,' c 8)6,‘

Dimostrazione. Fissato (x,y) € DX [c,d], dal momento che D ¢ aperto esiste una palla B di centro
(x,y) contenuta in D. Sia A tale che il segmento di estemi (x,y) = (x1,..., Xy, ¥) € (X1,...,X; +
h, ..., x,,Y) sia tutto contenuto in B, e quindi in D X [c, d]. Consideriamo il rapporto incrementale

G(xtyooosxithy o o x0,9) —G(X1, ooy Xiy o v s Xy Y)

h
1 d
:E(fdf(xl,...,x,-+h,...,xn,y)dy—ff(xl,...,xi,...,xn,y)dy)

:fdf(xl,...,x,-+h,...,xn,y)—f(xl,...,x,-,...,xn,y)dy
C

h
d
0
= a—f(xl,---,fa---axn’y)dy
c 0Xi

I’ultima eguaglianza essendo una conseguenza del teorema del valor medio, con & compreso tra
x; € x; + h. Allora, il rapporto incrementale ¢ dato da:

b d b
fdTi(xl,...,xi,...,xn,y)dy+fd(a—i(xl,...,g,...,xn,y)—a—fi(xl,...,xi,...,xn,y))dy.
c c
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Catirkt Sttt Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritto dell’ autore . Q%ymz,mmméz At 25 lgglts: 2027



4 Capitolo 1. Integrali dipendenti da un parametro

. . [N . o g+ Of - . .
Con lo stesso argomento usato nel teorema di continuita, la continuita di a_){ implica che il secondo
1
integrale puo essere reso arbitrariamente piccolo scegliendo 4 a sua volta sufficientemente piccolo.
In altre parole,

oG Gx : ¢
T LyeeosXiH e X V) =G (XY s Xy X Y) oaf )
_Hxi(x) = }111_1)1(1) 7 = (X1 ees Xiyeens X, Y)AY.

. . N . . . PP df

Osserviamo infine che x — %(x) ¢ continua per il teorema di continuita, visto che an» ¢ una
1 1

funzione continua. |

Osserviamo che se si suppone che f abbia tutte le derivate g_f continue, i = 1,...,n, allora tutte

Xi
le derivate % esistono continue in D. Ne segue che G & una funzione C! in D. Indicheremo
1
questa questa affermazione con il nome di teorema di differenziabilita per integrali parametrici
(semplici).

Se con il simbolo %(x, y) si indica la matrice jacobiana di f rispetto alla prima variabile (vetto-
riale) x, allora per la matrice jacobiana G’(x) si ha la seguente espressione

d
, 0
G'(x) = f —af (x, y)dy (1.2)
¢ Ox
dove I’integrazione ¢ da intendersi elemento per elemento.

Come il teorema di continuita, anche il teorema di derivabilita richiede che I’intervallo di integra-
zione sia limitato. Se tuttavia, in aggiunta alle ipotesi del teorema su f si assume che esistano due
funzioni sommabil ¢: I — Rey: I — Rtaliche [f(x,y)| < ¢(y) e |%(x, )| < ¥(y) allora

G, (of
G = [ Laay

esiste ed € continua.

Esempio. Consideriamo la funzione

3

dx,

2 —tix
h(t) = f ¢
1 X

e calcoliamo 4’(0). Si ha che A'(0) = flz —x2e%% dx = -7 /3.

Esempio. Siano a,b € R e ¢: R> — R una funzione continua. Consideriamo la funzione

X[y
fony) = f ( fb so(f,n)dn)df-

Allora, per il teorema fondamentale del calcolo e il teorema di differenziabilita, f & C' e

Ji #lx, n)dn] .

V= ( I e, y)ae
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1.1. Funzione definita mediante un’integrazione parziale (integrale parametrico) 5

1.1.3 Una formula di derivazione nel caso di estremi non costanti

Sia D C R"un aperto e siano @: D — [c,d]e: D — [c,d]. Se f: DX [c,d] — R ¢ una funzione
continua, per x € D e u,v € [c, d] poniamo

,B(x) v
Fe = [ fCondy, e Hiuv,x) = f Flxydy.

a(x)
Ovviamente, F(x) = H(a(x), B(x), x).

Siccome f & continua, il teorema fondamentale del calcolo implica che
oOH oH
— W, v,x) =—-f(x,u), e —w,v,x)=f(xv),
Oou Ov

che quindi sono continue. Supponiamo ora, in aggiunta, che f sia C!. Allora, per il teorema di
differenziabilita e la formula (1.2) si ha che

OH _(rof
E(”’V’x)_ j; ax(x,y)dy-

¢ continua (nel senso che tutti gli elementi di questa matrice sono funzioni continue). In particolare
sihache H e C'.

Se a e 3 sono funzioni C', 1a formula di derivazione delle funzioni composte implica

oF o0H OH OH
6_(x) = —(a(x), B(x), )’ (x) + —(a(x), B(x), X)B'(x) + ——((x), B(x), X)
X ou ov Ox

B(x)

= —f(x 0’ (@) + f(x W) @) + f Y ey,

(x) (9x
dove, come al solito, a’(x) e 8(x) denotano le matrici jacobiane in x di a e 8.

Nel caso n = 1 tutta le matrici jacobiane sopra, ovviamente, si riducono a funzioni scalari.
La discussione fatta finora si riduce al seguente

Corollario Sia D C R” un aperto e siano a: D — [c¢,d] e f: D — [c,d] funzioni C'. Se
f: D x[c,d] = R & una funzione C' allora, posto

B(x)

Flx) = f Fony)dy
a(x)

Sihache FeCle

B(x)

oF 0
O (0 =~ a0’ () + (B )+ f U (e, y)dy. (13)
X a(x) ox

Esempio. Prendiamo D = (1,4+00),a = —=1,b = 1, f(x,y) = ¢¥/y, a(x) = 1 e B(x) = x~'. Si ha

che
1/x

Xy
Fx) = f ady
J y

Calicld Fotegrale Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritto dell’ autore . 9%/mm¢mméz AL 2T loglis 2027



6 Capitolo 1. Integrali dipendenti da un parametro

¢ una funzione C'. In base alla formula trovata,
1/x
X

Fay=-S+ [evdy=-242-2 -2
1

Notiamo, come c’era da aspettarsi, che questa derivata viene negativa.

Un’osservazione che ci tornera utile in seguito ¢ che se f: [a,b] X [c,d] = R, ¢1: [a,b] — [c,d]
e ¢>: [a,b] = [c,d] sono funzioni C' allora dalla (1.3),

(%) g f d 2(x)
f ——(x,y)dy = — S y)dy + f(e1(x), )¢ (x) = f(2(x), )5 (x)
o) 0X dx Jo\

integrando entrambi i membri rispetto a x su [a, b] e tenendo conto del teorema fondamentale del
calcolo, otteniamo

b ¢2(%) g9 b
[ ( L a—ﬁ(m)dy) dr= [ (Flr(0,0061 () = Flgal. )e0) d

1(x)
02 (b) 02 (a)
+ f F(b.y)dy - f Fa@.y)dv.
1) 1)

(1.4)

Come vedremo pil avanti, quando parleremo delle formule di Gauss-Green nel piano, entrambi i
membri di quest’eguaglianza hanno un’interpretazione importante.

= 7 . - . . . . p .
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Capitolo 2

Espressioni differenziali e integrali
curvilinei

2.1 Espressioni e forme differenziali di grado 1

Ricordiamo che un vettore applicato in R? & una coppia (p, v) € R? x R2. Il punto p si dice punto
di applicazione di (p,v) e v & il vettore libero. Pili in generale, un vettore applicato in R* & una
coppia (p, v) di R* x Rk,

Un’espressione differenziale (reale di grado uno) in R? & una funzione continua w : X — R
definita in un sottoinsieme (generalmente aperto) X di R? x R?. In altre parole, w & una “legge”
che ad ogni vettore applicato (p,v) di X associa un numero reale w(p,v). In modo analogo si
definisce il concetto di espressione differenziale in R? (o, pili in generale, in RX).

Chiaramente, le espressioni differenziali, come tutte le funzioni reali, si possono sommare, molti-
plicare, dividere tra loro e, nell’ordine giusto, anche comporre con funzioni reali di variabile reale.
Le convenzioni che si fanno sul dominio della somma, del quoziente, ecc., sono analoghe a quelle
gia viste per funzioni reali di variabile reale. Quindi, il dominio della somma o del prodotto di due
espressioni differenziali ¢ dato dall’intersezione dei domini delle due espressioni; il dominio di un
quoziente ¢ I’intersezione dei due domini meno i vettori (applicati) in cui si annulla il denomina-
tore; il dominio di una composizione f o w di un’espressione differenziale w : X — R con una
funzione reale di variabile reale f: A — R ¢ il sottoinsieme w (A = {(p,v) € X : w(p,v) € A} di
X.

Data un’espressione differenziale w in R? (0 in R¥), se si fissa un punto p di R? (o di R¥) si ottiene
una funzione, denotata con w,, che dipende soltanto dal vettore libero v. In altre parole, fissato
D, siha w,(v) = w(p,v); cioe con w, si denota I’applicazione parziale che si ottiene fissando p e
facendo variare soltanto v.

Esempi di espressioni differenziali:
1) una funzione continua f: A — R definita su un sottoinsieme A di R2 (o di R¥) puo esse-
re pensata come una particolare espressione differenziale dipendente soltanto dal punto di
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applicazione (indipendente quindi dal vettore libero);

2) I'incremento Af di un’applicazione continua f: A — R ¢, per definizione, I’espressione
differenziale Af(p,v) = f(p +v) — f(p);

3) il differenziale df di una f: U — R di classe C' su un aperto U di R? & 1’espressione
differenziale che ad ogni (p,v) € U x R? associa il differenziale d fp(v)di fin p relativoa v
(ricordarsi che df,(v) = Vf(p) - v);

4) I’elemento di lunghezza (o d’arco) ds ¢ I'espressione differenziale che ad ogni vettore
applicato (p, v) associa la lunghezza di v (ossia ds(p,v) = ||V||).

5) il differenziale secondo d?f diuna f: U — R di classe C? su un aperto U di R? & I’espressio-
ne differenziale che ad ogni (p, v) € U x R? associa il numero d’f(p, v) ottenuto calcolando
per t = 0 la derivata seconda della funzione composta ¢(t) = f(p + tv).

Proviamo che (nel senso delle espressioni differenziali in R?) vale ’uguaglianza

ds = Jdx* + dy>.

Ossia, mostriamo che per ogni (p,v) € R? x R? risulta

ds(p,v) = (w/a’xz + dy? ) (p,v).

A tale scopo fissiamo un punto p = (xg,yp) € un vettore libero v = (h, k). Per definizione di ds
si ha ds(p,v) = |[v|. Mostriamo ora che se si applica I’espressione differenziale +/dx? + dy? a
(p,v) si ottiene ancora ||v||. Ricordiamo infatti che il differenziale dx della funzione x (pensata in
R?) associa ad ogni vettore applicato (p,v) la prima componente di v. Quindi, se v = (h, k), si ha
dx(p,v) = h. Analogamente dy(p,v) = k. Pertanto, in base alla nozione di somma, prodotto e
composizione di espressioni differenziali, risulta

(\/dx2 +dy2)<p, V) = N @x(p.v)? + [dy(p)? = N2+ 12 = .

In modo analogo si prova che in R? risulta ds® = dx? + dy* + dz? o, equivalentemente,

ds = \/dx* + dy? + dz>.

Supponiamo ora di voler esprimere 1’elemento d’arco ds di R? tramite le coordinate polari. Per
far cio basta calcolare le espressioni dx e dy in coordinate polari e sostituirle nell’uguaglianza
ds® = dx* + dy*. Ricordiamo che le coordinate cartesiane (x, y) sono legate alle coordinate polari
(o, 0) dalle seguenti relazioni: x = pcosé e y = psin6. Quindi, differenziando, si ottiene

dx =cosfdp —psinddf, dy =sinfdp + pcosfdo.

Pertanto,
ds* = (cos 0dp — p sin 0d6)* + (sin 8dp + p cos d6)* = dp* + p*d6*

0, equivalentemente, ds = +/dp? + p2d6?, che & I’espressione cercata.

= 7 . - . . . . p .
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2.1. Espressioni e forme differenziali di grado 1 9

2.1.1 Forme differenziali di grado 1

Definizione (di forma differenziale). Un’espressione differenziale w: U X R¥ - R, dove U & un
aperto di R, si dice una forma differenziale (di grado uno, o 1-forma) su U se & lineare rispetto al
vettore libero. Ossia se, fissato un qualunque p € U, I’applicazione parziale w), : R¥ — R definita
da w,(v) = w(p,v) ¢ lineare.

Notiamo che se w & una forma differenziale in R¥ I’applicazione parziale p wp = w(p,-)
¢ una mappa da R¥ nello spazio duale (R¥)* (lo spazio vettoriale dei funzionali lineari su R¥).
Sappiamo che la dimensione di (R¥)* & k, ed & facile verificare che i differenziali dx, . . ., dx; delle
funzioni x; : (£1,...,&) — &, i =1,...,k sono linearmente indipendenti. Pertanto {dxi, ..., dx;}
costituisce una base di (R¥)*. Una conseguenza di questo fatto & che ogni forma differenziale in R¥
si pud scrivere come combinazione lineare di questi elementi. Ciog, se w & una forma differenziale
esistono funzioni Ay, ..., Ay tali che

k
w= ZA,-(xl, cey Xp) dx;.
i=1

In altre parole, fissato p € U, I’applicazione lineare w), : RF — R & combinazione lineare di k
applicazioni lineari: dxi,...,dx;. I coeflicienti della combinazione lineare dipendono dal punto
p = (x1,...,x) fissato, e sono quindi k funzioni di p = (xy,.. ., Xk).

Si osservi che, data una funzione £ di classe C' su un aperto U di R?, il suo differenziale df & una
forma differenziale. Ricordiamo infatti che, fissato p € U, df), opera sui vettori liberi v € R? nel
seguente modo:

o 0
Afp0) = Vf ) v = iy + %u, Sy,

dove v = (3% ) Pertanto, per le note proprieta del prodotto scalare, df), risulta una funzione lineare
di v. In pratica il differenziale di f ¢ un’espressione della forma

A(x,y)dx + B(x,y)dy,

dove, a causa dell’unicita del differenziale, le funzioni A(x,y) e B(x,y) sono le derivate parziali di
f rispetto alla x e alla y, dx ¢ il differenziale della prima funzione coordinata e dy della seconda.

In modo analogo, se f & una funzione C' su un aperto U C R, allora

k 6f
dfy = Z %(xl,...,xk)dxi
i=1 1

per ogni (x1,...,x) € U.

Diremo che una forma differenziale
w = A](xl, e Xdxy + .+ Ak(xl, e Xp)dxy

¢ di classe C"* (o C™) se sono di classe C" (o C™) tutte le funzioni Ay, ..., Ag.
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10 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Abbiamo gia osservato che un’ordinaria funzione f: A — R definita in un sottoinsieme A di R¥
puo essere pensata come un’espressione differenziale che dipende soltanto dal punto di applica-
zione. Il dominio di tale espressione & costituito di tutti i vettori applicati (p,v) € A x R¥ con
punto di applicazione in A. Viceversa, un’espressione differenziale w il cui dominio sia il pro-
dotto cartesiano A x R¥ € R* x R, nel caso dipenda soltanto dal punto di applicazione (ciog
fissato un qualunque p € A, w(p, v) sia costante rispetto al vettore libero v) puo essere vista come
un’ordinaria funzione reale definita in A.

Non ¢ difficile provare che se f:R — R & una funzione di classe C', allora il rapporto tra il
suo differenziale df e il differenziale dx della funzione coordinata x dipende soltanto dal punto
di applicazione. Pertanto, nello spirito della suddetta identificazione, tale rapporto rappresenta
un’ordinaria funzione (reale di variabile reale). Precisamente, vale I’uguaglianza

af _
ax =T
Esercizio Provare che se f:R — R ¢ di classe C”, allora risulta
df _
dx" A

Ci poniamo la seguente domanda: data una forma differenziale
w = A(x, y)dx + B(x, y)dy ,

si puo affermare che questa ¢ il differenziale di una funzione f(x, y)? Il risultato che segue mostra
che la risposta ¢ in generale negativa.

Teorema. Sia w = A(x,y)dx + B(x, y)dy una forma differenziale di classe C' su un aperto U di
R2. Se esiste una funzione f:U — R tale che df = w (ossia, tale che 0f/dx = A e df/dy = B),
allora 0A /0y = OB/ 0x.

Dimostrazione. Sia f una funzione tale che 0f/0x = A e df/dy = B. Poiché A e B sono di classe
C!, 1a funzione f risulta di classe C 2. Di conseguenza, tenendo conto del Teorema di Schwarz, si

ha
0A _ &f _ &f _ 0B

dy  Oydx  0xdy  Ox
e la tesi € dimostrata. O

Esempio. Consideriamo la forma differenziale w = xdx — xydy. Poiché dx/dy = 0 e d(—xy)/0x =
—y, non esiste una funzione f:R> — R tale che df = w.

Definizione. Sia w = A(x, y)dx + B(x, y)dy una forma differenziale definita su un aperto U di R.
Si dice che w ¢ una forma esatta (in U) se esiste una funzione f: U — R, detta primitiva di w,
tale che df = w. Si dice che w & una forma chiusa (in U) se & di classe C' e dA/dy = dB/0x.

In base alla suddetta definizione, il precedente teorema puo essere riformulato nel modo seguente:
“condizione necessaria affinché una forma differenziale di classe C' sia esatta é che sia chiusa”.

Vedremo in seguito, dopo aver introdotto gli integrali curvilinei, che la condizione che una forma
differenziale sia chiusa non ci assicura che sia anche esatta (a meno che non siano verificate delle
opportune ipotesi sul suo dominio).

= 7 . - . . . . p .
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2.1. Espressioni e forme differenziali di grado 1 11

Esempio. Consideriamo la forma differenziale
w = (y? + cos x)dx + (2xy + 1)dy.

Risulta d(y* + cos x)/dy = 2y e d(2xy + 1)/dx = 2y. Quindi w & chiusa; ossia & soddisfatta la
condizione necessaria affinché w sia una forma esatta. Proviamo a vedere se effettivamente w
ammette una primitiva f: R?> — R. Se una tale f esiste, si deve avere df = w, ossia

of

0
i 2 4 cos x, a—ijz2xy+1.

Dalla prima uguaglianza si deduce che f(x,y) & uguale a xy> + sin x pill una costante rispetto alla
variabile x (cio¢ piti una funzione della sola y). Quindi f(x,y) = xy* + sinx + ¢(y). Occorre
determinare la funzione ¢(y). Derivando rispetto alla y I’espressione della f che abbiamo appena
determinato, si ha df/dy = 2xy + ¢’(y). Pertanto, tenendo conto che (se f ¢ una primitiva) deve
essere df /0y = 2xy + 1, si ottiene 2xy + ¢’(y) = 2xy + 1. Quindi ¢'(y) = 1 e, di conseguenza,
©(y) = y + ¢ (dove c ¢ un’arbitraria costante). Si puo concludere che se f ¢ una primitiva, allora
necessariamente
Fx,y) = xy* +sinx+y+c.

Un semplice controllo mostra che effettivamente xy? + sin x + y + ¢ & una primitiva di w.

Ricordiamo che se f(x,y, z) ¢ una funzione di classe C I'suun aperto U di R3, il suo differenziale
¢ ’espressione

of of of
df = —dx+ =—dy+ —d
f 0x x+5y y+(’3z ¢
0, con notazioni vettoriali, I’espressione
df =Vf-dp,

dove dp ¢ il vettore incremento (di componenti dx, dy e dz).
In R?, un’espressione del tipo
w = A(x,y,2)dx + B(x,y, 2)dy + C(x, y, 2)dz,

dove A, B e C sono funzioni continue su un aperto U di R?, rappresenta una forma differenziale
in R>. Come per le forme nel piano, w & di classe C" (o C*) se tali sono le sue tre funzioni
componenti: A, B e C. Diremo che w ¢ una forma esatta se esiste una funzione f, la primitiva di
w, tale che df = w. Diremo che w ¢ chiusa se sono verificate le seguenti tre condizioni:

m_om on_sc ac_in
dy ox’ o0z 9y’ ox 07

In generale, in R¥ una forma differenziale

k
w= ZAi(Xl, o X)dX;
i=1

= 7 . . . . . . p .
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12 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

dove le funzioni A;, sono continue su un aperto U di R* Diremo che w & una forma esatta se esiste
una funzione f, la primitiva di w, tale che df = w. Diremo che w ¢ chiusa se sono verificate le
seguenti k(k — 1)/2 condizioni:

0A i 0A j

o= a0 i=1,...,k=1, j=1i,...,k
(’)xj Bx,- ! J=t

Come per le forme in R?, dal Teorema di Schwarz discende che (anche in R¥) ogni forma esatta
di classe C' é chiusa. In generale, tuttavia, non & vero il contrario (lo vedremo con un esempio,
dopo aver introdotto gli integrali curvilinei).

2.1.2 Forme differenziali e campi vettoriali

Dato un aperto U di R? (o di R? o di R¥), un campo vettoriale in U & una “legge” che ad ogni
punto p € U assegna un vettore w(p) € R3 (o di R? o di R¥). Quindi, se {i,j, k} denota la base
canonica di R?, ogni campo vettoriale w: U — R? si pud rappresentare nel seguente modo:

w=A(x,y, )1 + B(x,y,2)j + C(x,y, 2k,

dove A, B e C sono tre funzioni reali definite in U (dette componenti del campo).

Ovviamente, un campo vettoriale nel piano avra due sole componenti e si rappresentera nel
seguente modo:
w = A(x, )i + B(x,y)j.

Un campo vettoriale si dice di classe C" (risp. C™) se sono di classe C" (risp. C™) le sue funzioni
componenti.

Un importante esempio di campo vettoriale ¢ il cosiddetto gradiente (denotato gradf o Vf) di una
funzione f: U — R di classe C! suun aperto U di R? (o di R? o di R¥). In questo caso le funzioni
componenti sono le derivate parziali di f. Ad esempio, in R? si ha

_ U o oF

= k.
ox  dy" 0z

Vf j+
Il simbolo V si chiama “nabla” e rappresenta un operatore lineare dallo spazio vettoriale delle
funzioni di classe C! su un aperto U di R? (o di R? o di R¥) a valori nello spazio vettoriale dei
campi vettoriali definiti su U.

Un campo vettoriale in R3, w=Ai+ Bj + CK, si dice conservativo se ammette un potenziale; cio¢
una funzione f tale che Vf = w (vale adire A = df/dx, B = df/dy e C = 0f/dz). Ovviamente,
se f ¢ un potenziale di w, allora lo ¢ anche f + ¢, qualunque sia la costante ¢ € R.

Sempre in R3, un campo w = Ai + Bj + CK si chiama irrotazionale se sono verificate le seguenti

tre condizioni:
6A_(?B 6B_6C 6C_6A

dy  ox’ 8z oy ox oz
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2.1. Espressioni e forme differenziali di grado 1 13

Analogamente, in R? un campo vettoriale w = Ai + Bj & conservativo se esiste una funzione
derivabile f (detta potenziale) tale che df/0x = A e df/dy = B. Si dice che w ¢ irrotazionale se

on _om
dy  Ox’

Teorema. Condizione necessaria affinché un campo vettoriale di classe C' sia conservativo é che
sia irrotazionale.

Dimostrazione. Sia w = Ai + Bj un campo vettoriale (in R?) di classe C' (ricordiamo che in tal
caso A(x, y) e B(x,y) sono funzioni di classe C! definite su aperto di R?). Supponiamo che f(x, y)
sia un potenziale di w. Allora f(x,y) & necessariamente di classe C2, dato che le sue derivate
parziali (rispetto alla prima e alla seconda variabile) coincidono (rispettivamente) con A(x,y) e
con B(x,y), che abbiamo supposto di classe C'. Si pud quindi applicare il Teorema di Schwarz
alla funzione f ottenendo cosi la seguente uguaglianza:

ﬁa—f(x )—ia—f(x )
dy Ox Y= oy dy V)

Il risultato segue subito tenendo conto che df/dx = A e df/Jdy = B. La dimostrazione nel caso in
cui w sia un campo vettoriale in R? & lasciata per esercizio allo studente. O

La dimostrazione appena fatta ci dovrebbe ricordare quanto fatto alla fine del paragrafo preceden-
te. Infatti esiste un parallelismo tra le forme differenziali e i campi vettoriali.

Ad ogni 1-forma differenziale w = Zle Ai(x)dx;, definita su un aperto U di R¥, associamo il
campo vettoriale (w): U — R¥ con le stesse componenti di w; ossia, dato p € U, (w)(p) ¢ il
vettore

Ai(p)
(w)(p) =
Ar(p)

Per esempio, se w = Adx+ Bdy + Cdz ¢ una 1-forma in R3, allora (w)(p) = A(p)i+ B(p)j+ C(p)k.
In altre parole, indipendentemente dal sistema di coordinate, fissato un punto p € U, (w)(p) ¢
quel vettore (¢ facile provare che ¢ unico) che gode della seguente proprieta: w,(v) = (w)(p) - v
per ogni v € R¥. Questa osservazione ci fornisce un’interpretazione geometrica delle 1-forme:

Per ogni punto p € RX, si considera la retta orientata r., per p con direzione e verso dati da
(w)(p). Dato un vettore v € R, wp(v) e la lunghezza (con segno) della proiezione di v su r,,
moltiplicata per |{w)(p)||.

Viceversa, dato un campo vettoriale, w: U C R — R¥ possiamo sempre associare una forma
differenziale Yw( i cui coefficienti sono le componenti di w. Ciog, se w(p) = (Wi(p), ..., wk(p))T
per ogni p € U, allora

k
W= > wilp)dx;.

i=1
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14 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Si ha allora una corrispondenza biunivoca tra forme differenziali di grado 1 e campi vettoriali. In
tale corrispondenza i seguenti concetti sono accoppiati:

f ¢unaprimitivadiw <<= f ¢ un potenziale di {(w)
fcunpotenzialediw <= f ¢ una primitiva di yw(
weesatta <= (w) e conservativo
W € conservativo <= )Ww( ¢ esatta

Se siamo in R? o R? abbiamo a disposizione anche la nozione di ampo irrotazionale, per cui:

wechiusa &= (w) ¢ irrotazionale
w ¢ irrotazionale <= )w( € chiusa

Vedremo in seguito, dopo aver introdotto gli integrali curvilinei, che la condizione che un cam-
po vettoriale sia irrotazionale non ci assicura che sia conservativo, a meno che il suo dominio
non goda di una speciale proprieta: quella di essere semplicemente connesso (che definiremo tra
breve).

Esercizio. 11 campo vettoriale
w = (y? + cos y)i + 2xy + 1)j

non ammette un potenziale. Per quale motivo?

Esempio. Consideriamo il campo vettoriale
w = (y? + cos )i + 2xy + 1)j.

Risulta d(y* +cos x)/dy = 2y e d(2xy + 1)/dx = 2y. Quindi w & irrotazionale; ossia & soddisfatta la
condizione necessaria affinché w sia conservativo. Proviamo a vedere se effettivamente w ammette
un potenziale f:R> — R. Se f esiste, si deve avere Vf = w, ossia

of

0
a:y2+cosx, a—§=2xy+1.

Dalla prima uguaglianza si deduce che f(x,y) & uguale a xy> + sin x pill una costante rispetto alla
variabile x (cioe piu una funzione della sola y). Quindi

fx,y) = xy* +sinx + ¢(y),

dove ¢(y) ¢ un’arbitraria funzione della y che occorre determinare. Derivando rispetto alla y
I’espressione della f che abbiamo appena determinato, si ha df/dy = 2xy + ¢’(y). Pertanto,
tenendo conto che (se f € un potenziale) deve essere df/dy = 2xy + 1, si ottiene 2xy + ¢’(y) =
2xy + 1. Quindi ¢’(y) = 1 e, di conseguenza, ¢(y) = y + ¢ (dove ¢ € un’arbitraria costante). Si puo
concludere che se f & un potenziale di w, allora necessariamente

f(x,y) = xy* +sinx+y +c.

= 7 . . . . . . p .
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2.1. Espressioni e forme differenziali di grado 1 15

Un semplice controllo mostra che effettivamente il gradiente di xy*> + sinx + y + ¢ & proprio
(y* + cos X)i + 2xy + 1)j.

Una condizione che assicura che una forma chiusa sia anche esatta (o, in R3, che un campo
irrotazionale sia conservativo) ¢ che il suo dominio sia semplicemente connesso. La definizione
formale, che studieremo un po’ pill avanti, di insieme semplicemente connesso richiede concetti
topologici non completamente elementari.

Per il momento, vediamo con un esempio un metodo che permette di costruire un potenziale di un
campo vettoriale assegnato. Il metodo sara poi ripreso in generale alla fine del capitolo.

Esempio. Studiamo il seguente campo vettoriale:
w = 2yzi + xzj + (xy — 22)Kk.
Verifichiamo, innanzi tutto, se si tratta di un campo irrotazionale. Si ha
0Q2yz)/0y =2z e 0O(xz)/0x=z.

Poiché le due funzioni 2z e z non coincidono, & inutile proseguire con il calcolo delle altre derivate:
il campo vettoriale non ¢ irrotazionale e quindi non ammette un potenziale (non ¢ conservativo).

Esempio. Studiamo il seguente campo vettoriale:
w = yzi + xzj + (xy — 22)k.
Verifichiamo, innanzi tutto, se si tratta di un campo irrotazionale. Si ha

dyz)  0(xz) _ O(xz)  Oxy—2z2) . O(xy—2z) _ dyz _
dy  Ox Y Ter T dy - ox 0z

Il campo ¢ quindi irrotazionale; ossia ¢ verificata la condizione necessaria affinché il campo sia
conservativo. Poiché le tre componenti di w sono definite in tutto lo spazio R?, che & semplicemen-
te connesso, la suddetta condizione ¢ anche sufficiente per I’esistenza di un potenziale. Denotiamo
con f un potenziale di w; cioe, sia f una funzione tale che Vf = w. Poiché la derivata di f rispetto
alla x coincide con yz, la funzione f(x,y,z) risulta uguale a xyz piul una costante rispetto alla x
(ciog piu una funzione delle sole variabili y e z). Quindi f(x,y,z) = xyz + ¢(y,2). Occorre de-
terminare la funzione ¢(y, z). Derivando rispetto alla y I’espressione della f che abbiamo appena
determinato, si ottiene la funzione

0
xz+ 2 (,2),
Ay
che deve coincidere con la seconda componente del campo w. Pertanto
9
W = 07
PR 02
e ci0 implica che ¢(y, z) ¢ una funzione che dipende soltanto dalla z. Denotiamola con ¥(z). Si

ha quindi f(x,y,z) = xyz + ¢(z). Poiché la derivata di f rispetto alla z deve coincidere con la
terza componente del campo, si ottiene ¢’ (z) = —2z. Quindi ¥(z) = —z> + ¢. Concludendo si ha

= 7 . R . . . y .
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16 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

f(x,y,2) = xyz—z*+c. Un semplice controllo ci assicura che effettivamente la funzione xyz—z>

¢ un potenziale di w.

+c

Esercizio. Mostrare che il campo irrotazionale

X . y
RN L,
X2 +y x2+y

¢ conservativo, sebbene non sia definito in un insieme semplicemente connesso.

Suggerimento. Procedere come nell’esempio precedente, cercando f tale che Vf = w.

Esercizio. Tentare di applicare la tecnica dell’esempio sopra al campo

w = Y al
BRI

Si trova un potenziale? Cosa fallisce in questo caso?

Esercizio. Studiare la seguente forma differenziale:

w = yzdx + xzdy + (xy — 22)dz .

2.2 Integrali curvilinei

2.2.1 Curve

Una curva (parametrizzata) in R" ¢ una funzione continua y: I — R”", con / C R un intervallo.
L’immagine y(I) € R”" ¢ detta sostegno della curva y (da non confondere con il grafico di y che ¢
un sottoinsieme di R"*1).

Una curva C¥, k = 1,2,..., ¢ una curvay € C'(I) (se I C R non & aperto, questo significa che
esiste un’estensione C* di y ad un aperto di R contenente 7).

Una curvay : I — R” & detta regolare se & di classe C! e y(¢) # 0 per ogni ¢ € I, & detta semplice
se y(t;) # y(ty) perognit; # tpcont; € I and t, € int/. Nel caso in cuiy : [a,b] — R”" ¢ tale che
y(a) = y(b) diremo che y & chiusa.

Infine, una curva y : I — R” & detta C! a tratti se esiste una partizione a =ty < t| <,...,<ty = b
di [a, b] con la proprieta che y|j7, , 1 € C! perognii=1,...,N.

Siano y; : [a,b] = R" ey, : [¢,d] — R" due curve con la proprieta che y;(b) = y»(c), in questo
caso ¢ definita una nuova curva detta concatenazione di y; e y;,denotata con y; o y;, data da

v1(t) pert € [a,b]

o ) =
71e72() {yz(t—b+c) pert e [b,d—c+b]

pert € [a,d—c+b].

= 7 . . . . . . p .
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2.2. Integrali curvilinei 17

y1(b) = y2(c) 2(d)

vi(a)

11 sostegno della concatenazione di y; € y>.

Notiamo che la concatenazione di curve C', in generale, fornisce una curva C I a tratti.

Data una curva vy : [a,b] — R", possiamo definire la curva “opposta” y~ ponendo, per ¢ € [a, b],
Yy (=yb-t+a).

Si osservi che il sostegno di y coincide con quello di Y~ ma vengono percorsi in senso opposto.

A ¥b) =¥ (@

y(t0)
Y@ =y (b) —

11 sostegno di y percorso nei due sensi.

Definizione. Siano y; : [a,b] —» R" e ¥ : [c,d] — R" due curve regolari. Diremo che sono
equivalenti se esiste una funzione continua ¥ : [a, b] — [c,d] con le seguenti proprieta:

e ¢ suriettiva (cioe tale che ¥([a, b]) = [c,d]);

e Y& Clin(a,b)cony/(t) # 0 perognit € (a,b);

e perognit € [a,b], y2(¥(1) = y1(0).

Si dice che due curve regolari equivalenti hanno la stessa orientazione se ¥'(t) > 0 per ogni
t € (a, b), e che hanno orientazioni opposte nel caso in cui valga y’(r) < O per ogni ¢ € (a, b).

Si dimostra subito che quella definita sopra & una relazione di equivalenza'. Osserviamo che, data
v : la,b] — R" regolare, la curva opposta y~ & equivalente a y con orientazione opposta.

2.2.2 integrale curvilineo di un’espressione differenziale

Vogliamo definire il concetto di integrale curvilineo di un’espressione differenziale lungo una
curva parametrica di classe C'. Allo scopo & conveniente introdurre alcune notazioni alternative
per rappresentare 1’integrale non orientato, cioe quello direttamente legato alla prima definizione
di integrale (con le sommatorie).

ICioe gode delle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva. Questo fa si che I’insieme di tutte le curve regolari sia
partizionato in classi di equivalenza. E anche da notare che anche le relazioni “essere curve equivalenti con la stessa
orientazione” oppure “essere curve equivalenti con orientazione opposta” sono relazioni di equivalenza.
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18 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Data una funzione integrabile f: [a, b] — R, il numero

b
f f(x)dx,

cioe I’integrale non orientato di f in [a, b], puo essere denotato anche con uno dei seguenti simboli:

b
ﬂwwatffmum £l

[a,b] [a,b]

da usare esclusivamente quando i due estremi di integrazione a e b verificano la condizione a < b.
L’espressione differenziale |dx| rappresenta I’elemento di lunghezza in R. In una variabile infatti

si ha
ds = Vdx? = |dx|.

Definizione (di integrale curvilineo di un’espressione differenziale). Sia y: [a, b] — R¥ una curva
parametrica di classe C! e sia w un’espressione differenziale su un aperto U di R* contenente
I’immagine di y. Si chiama integrale curvilineo di w lungo y (o su y) il numero

fw=f WDy (1) d.
y [a.b]

Si fa notare che il suddetto integrale ha senso perché, essendo w continua (per definizione di
espressione differenziale) e y di classe C!, la funzione reale di variabile reale w(y(r),y'(f)) &
continua, e quindi integrabile nell’intervallo compatto [a, b].

Con la suddetta definizione di integrale curvilineo le regole di calcolo risultano particolarmente
naturali e facili da ricordare.

Esercizio Mostrare che date y; : [a,b] = R" ey, : [c,d] — R" con la proprieta che y(b) = y2(c)
ed un’espressione differenziale w su un aperto U di R¥ contenente I'immagine di y; o y», si ha

f w=fw+fw.
Y1072 Y1 Y2

Questo fatto si chiama Teorema di additivita.

2.2.3 Lunghezza di una curva

Dato un sottoinsieme limitato S € R la sua lunghezza (o misura unidimensionale) ¢, per defini-
zione, data da

ui(S) = f]ls(t) dt,
1
dove I ¢ un intervallo contenente S e 1s rappresenta la funzione caratteristica di S (cioe 1y (¢)

vale 1 se t € § e 0 altrimenti). Notiamo che se S ¢ un intervallo limitato, diciamo di estremi a e b,
allora u1(S) = |b — al. Molto spesso, per semplicita, la lunghezza si denota con il simbolo L.

= 7 . - . . . . p .
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2.2. Integrali curvilinei 19

Definizione (Lunghezza di una curva parametrica).Data una curva y: [a, b] — R* continua, la sua
lunghezza (o misura unidimensionale) ¢ data da

N
L(y) = sup Z lly(tj=1) =yl :a =19 <ty <...<ty=b¢&una partizione di [a, b]
j=1

In particolare, se y € iniettiva, L(y) ¢ I’estremo superiore delle lunghezze delle spezzate (o poli-
gonali) inscritte? nell’immagine di y. Non ¢ affatto detto che questo L(y) sia finito; se lo &, si dice
che la curva ¢ rettificabile.

Un’osservazione banale ¢ che se si considera la parametrizzazione y: t € [a,b] — ¢ di un
segmento di R, si ha subito che L(y) = |b — a| = u;([a, b)).

La definizione appena data di lunghezza non ¢ molto adatta ai calcoli pratici. Fortunatamente, se
la curva ¢ abbastanza regolare, vale il seguente

Teorema Data una curva y: [a, b] — R¥ di classe C', la sua lunghezza & il numero

L(y) = f ds,
Y

dove ds denota I’elemento di lunghezza in R¥ (ricordiamo che ds(p,v) = |VI]).

Dal punto di vista fisico, pensando a y come ad una traiettoria, o meglio come una legge oraria del
moto di una particella, L(y) rappresenta la “strada totale percorsa”, anche se alcuni tratti di strada
possono essere ripetuti piu volte.

Esempio. Dati due punti pg, p; € R?, calcoliamo la lunghezza della curva parametrica

() = po + %(m -po), tel0,T]

Detta curva si puo interpretare come 11 moto di un punto che parte da pg all’istante ¢ = 0, si dirige
verso p; con velocita (vettoriale) costante y'(¢) = (p; — po)/T e raggiunge p; all’istante 7. Dalla
definizione si ottiene immediatamente

T T T
Liy) = f ds = fo ds(y(t).y () di = fo Iy ()l di = fo (UIp1 = pol/ T dt = I1pr = poll
Y

Esempio. Consideriamo la curva y(f) in R? di equazioni parametriche x = rcoste y = rsint, con
t € [0, 2r]. Questa rappresenta una circonferenza (parametrica) di raggio r, col centro nell’ origine,
percorsa una sola volta con velocita (scalare) costante. La sua lunghezza ¢ data da

2 271 21
L = ds = "(D|dt = ’(1)2 "(H)2d =f dt = 2r.
») £ s fo Iy 0l fo Jrer+yara= [ rdi=om

In modo equivalente possiamo calcolare la lunghezza di y mediante 1’uguaglianza ds®> = dx?+dy”.

Risulta
L(y)=fds=f‘/dx2+dy2.
y

Y

2Si confronti con il successivo paragrafo 2.2.4.

= 7 . . . . . . p .
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20 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Differenziando le equazioni parametriche di vy si ottiene dx = —rsintdt e dy = rcostdt. Sosti-
tuendo le espressioni di dx e dy nella precedente uguaglianza si ha infine

27 2n
L) = [ Navrae = [N = [ i =2
% 0 0

Supponiamo ora che la suddetta circonferenza sia data in coordinate polari (p, 6). Ossia, conside-
riamo le equazioni parametriche p = r, § = t, con t € [0, 2n]. In questo caso dp = 0 e df = dt.
Quindi, dall’'uguaglianza ds® = dp?* + p>d6? (che si consiglia di verificare per esercizio) si ottiene

27 2
Liy) = f Jdp? + prde? = f NEYER f rldd = 27
Y 0 0

Esercizio. Provare che se una curva y ¢ costante, allora la sua lunghezza & nulla.

Esercizio. Provare che la concatenazione di due curve C! ¢ rettificabile e che la sua lunghezza &
la somma delle loro lunghezze.

2.2.4 Integraliinds

L’integrale curvilineo di un’espressione differenziale del tipo f(p)ds si dice anche integrale non
orientato. 11 motivo intuitivo & dovuto al fatto che tale integrale non dipende dal verso di percor-
renza della curva di integrazione (cio¢ dall’orientazione).

Per gli integrali non orientati vale la seguente proprieta di monotonia (immediata conseguenza
dell’analoga proprieta dell’integrale di Cauchy-Riemann): Sia y: [a, b] — R¥ una curva parame-
trica di classe C' e siano f(p) e g(p) due funzioni continue in un aperto U di R* contenente il
sostegno Imy diy. Se f(p) < g(p) per ogni p nel sostegno di vy, allora

fy f(p)ds < fy ¢(p)ds.

Primo teorema della media per gli integrali curvilinei. Sia y:[a,b] — R* un arco di curva
(parametrica di classe C') e sia f(p) una funzione continua in un aperto U di R* contenente il
sostegno di y. Allora la media di f lungo vy, ossia il rapporto

1
— d
o) fy f(p)ds

tra lintegrale curvilineo lungo vy di f(p) e la lunghezza di vy, é un numero compreso tra [’ estremo
inferiore e ’estremo superiore di f. Quindi, essendo f continua, esiste un punto ¢ € Imvy per il
quale si ha

f f(p)ds = f(c)L(y).
Y

Dimostrazione. Denotiamo, rispettivamente, con m e M 1’estremo inferiore e 1’estremo superiore
della funzione f(p) per p € Imvy. Si ha

m< f(p)<M, Vpelmy.

= 7 . S . . . y .
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2.2. Integrali curvilinei 21

Quindi, per la proprieta di monotonia, risulta

fmdssff(p)dssfMds.
% Y Y

Dividendo i tre membri della suddetta disuguaglianza per la lunghezza

L(y) = f ds
Y

della curva si ottiene la prima parte della tesi. La seconda segue dal teorema dei valori intermedi.
|

Secondo teorema della media per gli integrali curvilinei. Sia v: [a,b] — R un arco di curva
(parametrica di classe C') e siano f,g: U — R due funzioni integrabili in un aperto U C R?
contenente il sostegno di y. Se g e positiva in U, allora (quando ha senso) la media ponderata di
fin A (con peso g), ossia

S, Fp)g(p) ds
J, &(p)ds

e un numero compreso tra l’estremo inferiore e l’estremo superiore di f. Pertanto, se f é continua
ed A ¢é connesso, esiste un punto ¢ € A per il quale si ha

ff(P)g(P)dS:f(C)fg(p)ds.
Y Y

Dimostrazione. Denotiamo, rispettivamente, con m e M 1’estremo inferiore e 1’estremo superiore
della funzione f(p) per p € Im+y. Dato che g(p) > 0 per ogni p € Imv, di ha

mg(p) < f(p)g(p) < Mg(p), Y pelmy.

Quindi, per la proprieta di monotonia, risulta

mfg(p),dss fg(p)f(p)dsstg(p)ds.
Y

Y Y

Dividendo (quando ha senso®) i tre membri della suddetta disuguaglianza per fy gds si ottiene la
prima parte della tesi. La seconda segue dal teorema dei valori intermedi. |

Ricordiamo che una curva parametrica y: [a, b] — R¥ si dice semplice se esistono al pili due punti
con la stessa immagine, e quando ci0 accade tali punti sono soltanto gli estremi a e b dell’intervallo
di definizione (in tal caso, ricordiamo, la curva si dice chiusa).

Ricordiamo che una curva parametrica y: [a, b] — R si dice regolare se & di classe C' e la sua
derivata y’(f) non si annulla mai (significa che le derivate delle sue funzioni componenti non si
annullano mai simultaneamente).

3Visto che g > 0, basta che la lunghezza di y sia maggiore di zero.

= 7 . - . . . . p .
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22 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Definizione (di arco di curva regolare). Un sottoinsieme C di R¥ si dice un arco (di curva regolare)
se ¢ il sostegno (cioe I'immagine) di una curva parametrica semplice e regolare. Una qualunque
curva parametrica semplice e regolare il cui sostegno sia un arco di curva regolare C si dice una
parametrizzazione di C.

Si potrebbe dimostrare, ma non lo facciamo, che se un arco di curva regolare C ammette una
parametrizzazione chiusa y: [a, b] — RX (cioe tale che y(a) = y(b)), allora ogni altra parametriz-
zazione di C ¢ chiusa. In tal caso si dice che C ¢ un arco di curva chiusa.

Teorema (di indipendenza dalla parametrizzazione per integrali curvilinei non orientati). Se y e
o sono due parametrizzazioni di uno stesso arco di curva regolare C, allora, data una qualunque
funzione continua f(p) definita su C, risulta

ff(p)ds=ff(p)dS-
Y (o

La dimostrazione di questo teorema ¢ una conseguenza della formula di cambiamento di variabile
negli integrali.

Dimostrazione Siano vy : [a,b] — Rk e o : [c,d] —» R¥ due curve regolari equivalenti, e sia
¢ : [a,b] — [c,d] una funzione continua suriettiva, C !'su (a, b) con ¢'(t) # 0 per ogni ¢t € (a,b),
tale che y(f) = o(p(r)). Allora*,

d b
[ ras= [ oo @har =sien) [ Aot @iy oa
o c a .
= )Y 0l dt = ds.
fa FoO)ly fy fds

Infatti,
sign (¢’ ))llo” (@)’ (@) = llo”’ (@)’ DIl = [y’ D]

per ogni ¢ € [a, b]. O

Il suddetto risultato giustifica la seguente

Definizione. Sia C un arco di curva regolare e sia f(p) una funzione continua definita su C. Si
definisce l’integrale sull’arco di curva regolare C

fc f(p)ds = fy fp)ds.

4Se con sign (¢’) si indica il segno di ¢'(f) che e’ costante per ogni ¢t € [a,b], avremo che sign(¢’) vale 1 se y
e o sono concordi e vale —1 se sono discordi. La formula di cambiamento di variabile si pud scrivere cosi per una
qualunque funzione integrabile g:

d ~1(d) b
f g(ndt = fw g(e(®))dt = sign (¢') f glep(0)dt
c @ a

~1(c)

infatti, se sign (¢’) = 1 allora ¢(a) = ¢ e ¢(b) = d mentre, se sign (¢’) = —1 allora ¢(a) = d e ¢(b) = c.
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2.2. Integrali curvilinei 23

dove vy € una qualunque parametrizzazione di C. In particolare, se f(p) = 1, si ottiene un numero
che dipende soltanto da C, denotato L(C) e detto lunghezza di C.

Ricordando il paragrafo 2.2.3, vediamo che L(C) ¢ I’estremo superiore dell’insieme delle lun-
ghezze delle spezzate inscritte in C.”

Definizione (baricentro o centro di massa geometrico di una curva). Dato un arco di curva regolare
C in R?, il suo baricentro & quel punto (xp, yg) che ha per ascissa la media della funzione ascissa
e per ordinata la media della funzione ordinata. In simboli:

1 1
Xp) = —— xds, = — ds.
0 MOL Yo uoLy

Si osservi che, come conseguenza del primo teorema della media per gli integrali curvilinei, se la
curva ¢ contenuta in un rettangolo, allora anche il suo baricentro deve stare in detto rettangolo.

Determiniamo, per esempio, il barcentro della semicirconferenza C definita dalla parametrizza-
zione x = rcostey = rsint, 0 < ¢ < . Per ragioni di simmetria risulta xo = 0. Occorre quindi
calcolare soltanto I’ordinata yg del centro di massa. La lunghezza L(y) della curva & nir e quindi

1 1 2 (T 2
yo:—fyds:—fy\/dx2+dy2:r—f sinrldr = =~ .
ar J, ar J, nr Jo n

Si osservi che 2r/x &€ un numero tra 0 ed r (in accordo col teorema della media).

Consideriamo un filo non omogeneo disposto lungo un arco di curva regolare C. La sua massa ¢

Mo=f&mm
C

infatti, la densita (massa per unita di lunghezza) ¢ una funzione 6(p) del generico punto p € C.
Talvolta I’espressione differenziale 6(p) ds si denota col simbolo dm, detto elemento di massa. 11
suo centro di massa ¢ dato da

S ). S ).
Xg= —— xds, = — ds.
*7 M©) Je Y=o Jo”

Si osservi che, come conseguenza del secondo teorema della media per gli integrali curvilinei,
anche nel caso di curve con densita variabile, se la curva & contenuta in un rettangolo allora anche
il suo centro di massa deve stare in detto rettangolo.

SDato C, siay: [a,b] — R¥ una curva semplice regolare tale che y([a, b]) = C. Fissata una partizione a =ty < t; <
... <ty = bdi[a, b] L’oggetto che si ottiene unendo ogni punto (vertice) y(¢;), j = 0,..., N, al successivo mediante un
segmento ¢ detto spezzata (o poligonale) inscritta in C. La sua lunghezza ¢ semplicemente la somma delle lunghezze
dei segmenti che lo costituiscono. In pratica, la spezzata ¢ I'immagine della curva ottenuta mediante concatenazione
delle curve (parametrizzate regolari)

gt t]] > RY, i) = sy(t) + (1 = )y(tj-),

perj=1,...,N.
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24 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Il momento d’inerzia rispetto ad un punto py € R? di un filo omogeneo C di peso m, sostegno di
una curva semplice e regolare in R?, & il numero

I=fd(p,po)26ds,
C

dove d(p, po) ¢ la funzione distanza di un generico punto p dal punto di riferimento pg e 6 =
m/L(C) ¢ la densita lineare del filo.

Se il filo non ¢ omogeneo, il suddetto integrale da ancora il momento d’inerzia del filo, ma in tal
caso la densita ¢ una funzione 6(p) del generico punto p € C.

Analogamente, il momento d’inerzia di un filo rispetto ad una retta @ C R? di un filo C (non
necessariamente omogeneo) ¢ il numero

1= fd(p,a>2dm,
C

dove d(p, @) ¢ la funzione distanza di un generico punto p dalla retta di riferimento .

Calcoliamo, ad esempio, il momento d’inerzia di una circonferenza omogenea di raggio r € massa
m rispetto al suo centro. Tutti i punti della circonferenza hanno distanza r dal centro, e quindi
il contributo di un elemento di massa dm & dI = r’dm. Se la nostra intuizione non sbaglia,
sommando i vari contributi, il momento d’inerzia dovrebbe essere I = mr?. Vediamo se & vero.
Poniamo la circonferenza col centro nell’origine 0 € R? e parametrizziamola nel modo seguente:
x=rcosf,y=rsinfg,0 <6 <2x. Siha

27

I= fd(p, O)2 dm = 6f(x2 +y2)ds - (r2)rd6’ = mr’.
y y 2rtr Jo

Osserviamo che se C & un filo in R? il suo momento d’inerzia rispetto ad un punto (xg, yo) € RZe
il momento d’inerzia della curva

C' ={(x,9,0)eR: (x,y) e C}

rispetto alla retta di equazione cartesiana
{ X = xo,
Yy =Xo-

Esercizio. Calcolare il momento d’inerzia rispetto al centro di massa di un’asta omogenea di
lunghezza [ e massa m.

Esercizio. Dato un filo omogeneo, semicircolare, di raggio r e massa m, determinarne il momento
d’inerzia rispetto al diametro congiungente i due estremi.

2.2.5 Insiemi semplicemente connessi

Cominciamo con una descrizione intuitiva.

= 7 . - . . . . p .
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2.2. Integrali curvilinei 25

Definizione (euristica di insieme semplicemente connesso). Un sottoinsieme connesso U di R?
(0, pit1 in generale, di R¥) si dice semplicemente connesso se ogni curva chiusa contenuta in U pud
essere deformata con continuita riducendola ad un punto (retratta), senza che nella deformazione
si tocchino punti del complementare di U (si pensi ad un elastico che si contrae, rimanendo sempre
dentro U, fino a diventare un punto).

L’insieme U in figura non ¢ semplicemente connesso perché y non puo essere retratta senza uscire da U.

Per dare una definizione rigorosa della nozione di insieme semplicemente connesso dobbiamo
introdurre il concetto di curve omotope.

Definizione (curve omotope). Due curve yq : [a,b] = D C RZe 1 :la,b] > D C RZ sono dette
omotope in D se esiste una funzione continua H : [0, 1] X [a,b] — D tale che per ogni ¢ € [a, b],
H(,1) =vyo(t) e H(1,t) = y1(¢). La funzione H si chiama omotopia di yg e y; 6

Intuitivamente, due curve y; € v, con sostegno in U sono sono omotope in U. Se | e ¥, sono de-
formabili con continuita 1’una nell’altra in modo che nella deformazione tutte le curve intermedie
abbiano sostegno contenuto in U.

Siamo in grado di dare ora una definizione rigorosa di insieme semplicemente connesso.

Definizione Un sottoinsieme connesso U di R¥ si dice semplicemente connesso se ogni curva
chiusa contenuta in U ¢ omotopa in U ad una curva costante (in U, ovvio!).

Ricordiamo che un sottoinsieme Q di R? (o di R¥) & convesso. se presi due qualunque punti di
0, il segmento che li congiunge & contenuto in Q. Ad esempio, i cerchi, i triangoli e i rettangoli
sono convessi di R?, le sfere (piene) e i parallelepipedi sono convessi di R?. Ovviamente, I’intero
spazio R? & convesso, cosi come & convesso un semipiano. Si pud dimostrare che gli insiemi
convessi sono anche semplicemente connessi (esercizio!).

Esempi di insiemi non semplicemente connessi si ottengono togliendo dal piano un punto, o un
numero finito di punti o, addirittura, un arbitrario insieme limitato. Se, invece, dallo spazio R3 si
toglie un punto (o un numero finito di punti), cio che resta & ancora un insieme semplicemente

6 Abbiamo dato la definizione di omotopia di curve solo se le curve sono definite sullo stesso intervallo. Pili in
generale, data una qualunque curva vy : [@, 8] — D si puo definire una sua riparametrizzazione su [0, 1] ponendo

Y1) = y(a + 1B - a)).

Con questo artificio diciamo che due curve y, : [a,b] — D ey, : [c,d] = D sono omotope, se lo sono le curve
Yo(t) = yola + (b — a)) e ¥1(t) = yi(c + (d = ©)).
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26 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

connesso (si pensi ad un elastico che si contrae senza mai toccare i punti rimossi). Se da R3 si
toglie una retta, o una circonferenza (o un numero finito di rette e circonferenze) cio che rimane
non & semplicemente connesso (si pensi ad un elastico che circonda una retta o che ¢ concatenato
con una circonferenza).

Vedremo pit avanti che (teorema di Poincaré) Se una forma differenziale ¢ chiusa ed ¢ definita in
un insieme semplicemente connesso, allora ¢ esatta.

2.2.6 Integrale curvilineo di una forma differenziale.

Sia w = A(x,y)dx + B(x,y)dy una forma differenziale in R? e sia y(r) = (x(¢),y(?)), t € [a,b],
una curva parametrica di classe C'. In base alla definizione generale di integrale curvilineo di
un’espressione differenziale si ha

b
f w= f A(x,y)dx + B(x,y)dy = f (A0, y(0) ¥ () + BOxt), y(1)) ¥ (1) .
Y Y a

In pratica, per calcolare I’integrale curvilineo di una forma differenziale, basta integrare, nell’in-
tervallo in cui varia il parametro, la funzione che si ottiene sostituendo x(¢) al posto di x e y(¢)
al posto di y; ricordandosi pero che dx(t) = x'(¢)dt e dy(t) = y'(t)dt. 11 calcolo dell’integrale
curvilineo di una forma differenziale in R? o, pili in generale, in R¥ & analogo.

Per esempio, calcoliamo

fxdx + (y + 2)dy,
Y

dove 7y ¢ la curva di equazioni parametriche x = cos 8, y = sin6, 6 € [0, 2x]. Differenziando le
equazioni parametriche si ottiene dx = —sin 8d6 e dy = cos 8d6. Quindi, sostituendo si ottiene

27 27
f (—cos@sin9+(sin6’+2)c0s8)d6: 2f cos8do = 0.
0 0

Esercizio. Provare che se una curva y: [a, b] — R? & costante, allora I’integrale lungo y di una
qualunque forma differenziale ¢ nullo.

L’integrale curvilineo di un campo vettoriale f(p) = A(p)i + B(p)j lungo una curva vy si scrive nel

seguente modo:
[ 1w ap,
Y

dove dp sta per dxi + dyj. Si osservi che esso coincide con ’integrale lungo y della forma
differenziale associata w = A(p) dx + B(p) dy, dove p denota il generico punto (x, y). Si ha infatti

f £(p)-dp = f A(p)dx + B(p)dy = f A(x,y)dx + B(x,y)dy

Y Y Y

Quando il campo vettoriale f rappresenta una forza, il significato di detto integrale ¢ di capitale
importanza per la Fisica: rappresenta il lavoro compiuto da f lungo la curva vy.
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2.2. Integrali curvilinei 27

Teorema (fondamentale per gli integrali curvilinei). Sia w una forma differenziale esatta su un
aperto U di R¥ e sia f una sua primitiva. Se y:[a,b] — U é una curva C' a valori in U, allora
risulta

fw=f(pz)—f(p1), 2.1

Y

dove py e py sono, rispettivamente, il primo ed il secondo estremo di y. In particolare, l’integrale
curvilineo di una forma differenziale esatta non dipende dal cammino, ma soltanto dagli estremi
della curva.

La formula (2.1) ¢ detta formula fondamentale per gli integrali curvilinei.

Dimostrazione. Si ha

b b
f o= f df = f dF 0.y ) dt = f F o)y @ d.
Y Y a a

Il risultato segue immediatamente dal teorema fondamentale del calcolo integrale, tenendo conto
che la funzione (reale di variabile reale) ¢(¢) := f(y(¢)) & una primitiva della funzione integranda

f'y®)y @. |

Corollario. Se w ¢ una forma differenziale esatta, allora l'integrale curvilineo di w lungo una
qualunque curva (parametrica) chiusa e nullo. Analogamente, se w é un campo vettoriale con-
servativo, allora l’integrale curvilineo di w lungo ogni curva chiusa é nullo.

In sostanza, il suddetto corollario afferma che “una condizione necessaria affinché una forma
differenziale sia esatta & che I'integrale lungo ogni curva chiusa sia zero”. Tale condizione ¢
anche sufficiente. Vale infatti il seguente

Teorema. (Dipendenza dagli estremi.) Condizione sufficiente affinché una forma differenziale
(continua) sia esatta e che l’integrale curvilineo della forma lungo una qualunque curva dipenda
solo dagli estremi della traiettoria.

Osserviamo che, analogamente, un campo vettoriale w ¢ conservativo se 1’integrale curvilineo di
w dipende solo dagli estremi della traiettoria. Per semplicita dimostriamo il teorema soltanto in
due dimensioni.

Dimostrazione. Basta far vedere che, data una forma w = A(x,y)dx + b(x,y)dy in U aperto di
R? con la proprieta che 1’integrale curvilineo di w lungo una qualunque curva dipenda solo dagli
estremi della traiettoria, ¢ possibile costruire una primitiva di w. Fissato un punto O = (xg, yo) €
U, per ogni P = (x,y) € U poniamo

flry) = f o,
Y[O,P]

dove y[o,p) € una qualunque (tanto I’integrale dipende solo dagli estremi) traiettoria nel dominio
di w con estremi O e P (in quest’ordine). Dimostreremo che w = df. Mostriamo che %(x, y)
esiste ed ¢ data da A(x,y) per ogni (x,y) € U. Per ogni (x,y) € U esiste un disco centrato in
(x,y) e di raggio r opportunamente piccolo tutto contenuto in U (ricordiamo che U & aperto).

Allora, se h € R ¢ tale che |h| < r, il segmento [(x, ), (x + h,y)] ¢ tutto contenuto in U. Grazie

= 7 . - . . . . p .
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28 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

alla proprieta additiva (rispetto alla curva) degli integrali curvilinei ed alla indipendenza dalla
traiettoria, troviamo la seguente espressione per il rapporto incrementale:

+h,y) - f(x, 1 1 !
fathy - fey 1 wz—fA(x+th,y)hdt 2.2)
h h h Jo
[(e.),(x+h,y)]
Posto s = Aht, I’ultimo membro diventa
1 (" h) — g0
—fA(x+s,y)ds:—g( )~ & ),
h Jo h

dove si & posto g(u) = jg)u A(x + u,y)du. Per il teorema fondamentale del calcolo, g ¢ derivabile
in (-r,r) e g'(0) = A(x,y). Questo implica che possiamo passare al limite per 2 — 0 nella (2.2)
ottenendo g—f:(x, y) = A(x,y). In modo del tutto analogo si dimostra che %(x, y) = B(x,y). Questo
conclude la dimostrazione. O

Corollario. Condizione necessaria e sufficiente affinché una forma differenziale (continua) sia
esatta nell’aperto U é che l'integrale curvilineo della forma lungo una qualunque curva semplice
chiusa contenuta in U sia zero. Analogamente, un campo vettoriale w é conservativo se e solo se
I’integrale curvilineo di w lungo ogni curva semplice chiusa é nullo.

Dimostrazione. Basta fare vedere che se w ha la proprieta che I’integrale curvilineo di w lungo
una qualunque curva chiusa ¢ zero allora I’integrale lungo una generica curva dipende solo dagli
estremi della curva.

Siano y; : [a,b] = U ey, : [c,d] = U due curve in U aventi gli stessi estremi. Consideriamo la

curva o ottenuta concatenando vy con vy, percorsa in senso inverso. Cioe

{)q (1) pert € [a, b]
o) =
vob+d—-1t) pertel[b,b+d-—c].

come in figura:
71

a(b) = y1(b) = y2(d)

o(@=yi@=y)=cb+d-c) ”

Si ha che o ¢ una curva chiusa, infatti o-(a) = y1(a) = y2(c) = o(b+d—c). Allora, per I’additivita,

O=fw=fw—fw.
o 7 72

Da cui segue fyl w=J o |

Conviene osservare che se la forma ¢ esatta allora I’integrale ¢ nullo su qualunque curva chiusa
(anche non semplice), ma per testare 1’esattezza & sufficiente limitarsi alle curve semplici chiuse.
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2.2. Integrali curvilinei 29

Su alcuni testi di Fisica un campo di forze viene detto conservativo se il suo integrale curvilineo
lungo ogni curva chiusa ¢ nullo. Il suddetto teorema mostra che tale definizione & equivalente a
quella precedentemente data (cio€ un campo ¢ conservativo se ¢ il gradiente di una funzione).

Notazione. L’integrale curvilineo di un’espressione differenziale w esteso ad una curva chiusa y
viene spesso denotato con
$o.
Y

Ricordiamo che, come conseguenza del Teorema di Schwarz, ogni forma differenziale esatta (di
classe C') & anche chiusa. Inoltre, se una forma chiusa & definita in un aperto semplicemente
connesso, allora ¢ anche esatta. Mostriamo con un esempio che negli aperti non semplicemente
connessi possono esistere forme chiuse che non sono esatte. Consideriamo la forma differenziale

= A(ry)dx+ Bluy)dy = = 75 dat 5 dy.
Si ha
LIRS it S TR ik
—(x, = - X, =T 5 . on-
ay Y (2 +y2)2 ax Y (x2 +y2)?

Pertanto w & una forma chiusa. Osserviamo che il dominio di w & 1’aperto U = R?\{(0, 0)}, che
non ¢ semplicemente connesso. Cido non implica che la forma debba essere non esatta (“il domi-
nio semplicemente connesso” € soltanto una condizione sufficiente affinché una forma chiusa sia
esatta). Tuttavia, se fosse esatta, il suo integrale lungo una qualunque curva chiusa (con sostegno
in U) dovrebbe essere zero. Proviamo ad integrarla lungo la circonferenza v,(¢) definita dalle
seguenti equazioni parametriche:

x=rcost, y=rsint, 0<t<2n.

y X
- dx + d
9§( X2 +y? X2 +y? y)

27 .
rsint rcost .
= f (— 5 d(rcost) + 5 d(rsin t))
0 r r

Siha

21 21
= (sin? ¢ + cos> 1) dt = f dt =2nr.
0 0

La forma differenziale non ¢ pertanto esatta.

Per inciso osserviamo che il suddetto integrale non dipende dal raggio r della circonferenza y,(¢)
considerata. Questo fatto ha una spiegazione teorica di cui diamo soltanto un’idea intuitiva. La
dimostrazione rigorosa compete ad una moderna disciplina matematica, la Topologia, ed & basata
sul seguente risultato (da cui si pud dedurre il Teorema di Poincaré per le forme differenziali sugli
aperti semplicemente connessi, che abbiamo gia visto):

Lemma di Poincaré. Se una forma differenziale chiusa é definita in un insieme convesso, allora
e esatta.

Per semplicita dimostriamo questo teorema soltanto in R
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30 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Dimostrazione in R*. Sia w = A(x,y)dx + B(x,y)dy una forma chiusa su un aperto semplice-
mente connesso U C R?. Possiamo supporre, senza perdita di generalita che 1’origine O = (0, 0)
appartenga ad U. Preso un generico punto P = (x,y) € U, poniamo

1
flx,y) = f w= f (A(tx, ty)x + B(tx, ty)y) dt.
[0,P] 0

Mostriamo che f ¢ una primitiva di w. Per farlo calcoliamo %(x, y)e %(x, y), e facciamo vedere
che coincidono rispettivamente con A(x, y) e B(x, y).

Si ha

a—f(x, y) = f E(A(tx, ty)x + B(tx, ty)y) dt = f Altx, ty) + ta—(tx, ty) + ta—(z‘x, ty)] dt =
ox o Ox 0 ox o0x

1
0A 0A
(per la chiusura di w) = f (A(tx, ty) + t(_(tx, ty) + _(tx, ty))) dt =
0 ox oy

1
- [ e +1@acsm. G a
0

Posto g(#) = A(tx, ty), I’'ultimo integrale si puo scrivere anche come

1 1 1
f g(t) +tg'(H)dr = f g(ndr + f tg' () dt =
0 0 0

1 t: 1
(per party = fo g(t)dt+[tg(t)]t:(l)— fo g(t)dt = g(1) = A(x, y).

Abbiamo quindi provato che %(x, y) = A(x,y). In modo completamente analogo si dimostra che
g—J;(x, y) = B(x,y). Questo conclude la dimostrazione. O

Vediamo una spiegazione intuitiva di come dal Lemma di Poincaré si possa dedurre che ’integrale
di una forma chiusa non muta se la curva viene “deformata con continuita”. Supponiamo che w
sia una forma differenziale chiusa su un aperto U di R%. Consideriamo I’integrale curvilineo di w
esteso ad una curva chiusa y (con sostegno in U). Supponiamo di deformare (in una zona) la curva
v, trasformandola in una nuova curva 7y, in modo che la deformazione avvenga dentro un disco
aperto C interamente contenuto in U. Se si considera la differenza dei due integrali curvilinei
(quello esteso a y meno quello esteso a yy), il risultato ¢ come se si facesse un integrale curvilineo
esteso ad una curva chiusa interamente contenuta nel disco C. Si osservi infatti che le due curve
coincidono fuori da C, e quindi, facendo la differenza dei due integrali, il contributo dei tratti di
curva che stanno fuori da C & nullo. D’altra parte, il disco C ¢ un insieme convesso; dunque,
essendo w una forma chiusa, la sua restrizione a C & una forma esatta. Cio prova che la differenza
dei due integrali curvilinei, essendo equivalente ad un integrale lungo una curva chiusa contenuta
in C, ¢ zero. Possiamo concludere che se w ¢ una forma chiusa e y € una curva chiusa, I’integrale
curvilineo di w esteso a y non muta se si deforma 7y in un piccolo tratto. E un fatto intuitivo, e
dimostrabile rigorosamente, che se due curve chiuse, entrambe con sostegno in un aperto U di R?,
differiscono di poco (non solo in un piccolo tratto), allora ¢ possibile deformare una nell’altra con

= 7 . - . . . . p .
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2.2. Integrali curvilinei 31

un numero finito di piccole deformazioni in modo che ciascuna di queste avvenga dentro un disco
contenuto in U. Da cio si deduce che se due curve differiscono di poco, I’integrale di una forma
chiusa esteso a una curva o all’altra ¢ lo stesso.

Immaginiamo ora di avere (in un aperto U di R?) una famiglia di curve chiuse y,(¢) che dipendono
con continuita da un parametro A che varia in un intervallo (si pensi, ad esempio, alla famiglia di
circonferenze vy,(f) considerate prima: in tal caso il parametro che distingue una curva da un’altra
¢ il raggio r). Per la dipendenza continua da A, nel passare da una curva ad un’altra della famiglia,
si puo dare al parametro una sequenza di valori in modo da ottenere delle curve intermedie con la
proprieta che due qualunque curve consecutive siano sufficientemente vicine tra loro. Per quanto
visto prima, se w ¢ una forma chiusa in U, passando da una curva alla curva successiva della
sequenza, I’integrale curvilineo non cambia. Ci0 prova, almeno intuitivamente, che 1’integrale
curvilineo di w lungo una qualunque curva della famiglia non dipende dalla curva considerata.

Definizione (di curve omotope relativamente ai loro estremi). Sia D C R¥. Due curve Y0
[a,b] = D CR?> ey : [a,b] — D C R? tali che p := yo(a) = y1(a) € q := yo(b) = y1(b) sono
dette omotope in D relativamente a {p, g} se esiste un’omotopia H tra le curve che lascia fermi gli
estremi p e g. Vale a dire, esiste una funzione continua H : [0, 1] X [a,b] — D tale che per ogni
t € la,b], HO,t) = yo(t) e H(1,1) = y1(¢?) e, inoltre H(s,0) = pe H(s,1) = g per ogni s € [0, 1].
La funzione H si chiama omotopia di y e y; relativa a {p, g}.”

Le suddette “chiacchiere” si concretizzano nel seguente risultato:

Teorema (di invarianza per omotopia). Se w & una forma chiusa in un aperto U di R* e se y; e >
sono due curve omotope in U relativamente ai loro estremi, allora

[o=[o
Y1 Y2

In particolare, per le curve chiuse si ottiene il seguente

Corollario. Se w ¢ una forma chiusa in un aperto U di R* e se y, e y» sono due curve chiuse
p Yrey

omotope in U, allora
56 w = 56 w.
7 Y2

In particolare, se una curva chiusa y e omotopa (in U) ad una curva costante, risulta

95w:0.
y

Quindi, se U e semplicemente connesso l’integrale lungo ogni curva chiusa ¢ nullo e, di conse-
guenza, w e una forma esatta.

In definitiva, si ha il seguente risultato

Teorema di Poincaré. Se una forma differenziale (continua) & chiusa ed & definita in un insieme
semplicemente connesso, allora ¢ esatta.

7Con lo stesso artificio usato per la nozione di omotopia, diciamo che due curve y : [a,b] = D ey, : [c,d] — D,
aventi gli stessi estremi p := yy(a) = y1(c) e g := yo(b) = y1(d) sono omotope in D relativamente a {p, g}, se lo sono le
curve riparametrizzate o (1) = yo(a + t(b — a)) € ¥1(t) = y1(c + t(d — ¢)).

= 7 . . . . . . p .
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32 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Il teorema di Poincare fornisce soltanto una condizione sufficiente affinché una forma sia esatta.
Consideriamo, ad esempio, la forma
X y

=Y av -2y,
24y 2+

w
Questa forma & chiusa ma il suo dominio, R? \ {(0,0)}, non & semplicemente connesso. Come si
puo decidere se questa forma ¢ esatta? Ricordiamo che una forma ¢ esatta se e solo se I’integrale &
nullo lungo qualunque semplice curva chiusa (contenuta nel dominio della forma, ovvio!). Faccia-
mo vedere, in modo un po’ euristico, che questo ¢ vero per w. Una dimostrazione rigorosa potra
essere fatta piu avanti usando le formule di Gauss-Green. Osserviamo che I'integrale di w lungo
qualunque curva chiusa contenuta in un sottoinsieme semplicemente connesso del dominio di w
¢ necessariamente nullo per il corollario precedente. Basta fare vedere che la stessa affermazione
vale anche per le curve che “girano attorno” una volta all’origine. Consideriamo una situazione
come in figura: La curva o ¢ una generica curva che gira attorno all’origine, C ¢ una circonferenza
centrata nell’origine di raggio r opportunamente piccolo (cioe C(0) = (rcos @, rsiné)), e s1 ed s
sono segmenti (anch’essi parametrizzati) come in figura. Infine s ed s, sono i segmenti s ed s,
rispettivamente, percorsi in senso opposto. (Scrivere per esercizio le parametrizzazioni, essendo
to tale che o(fp) appartiene all’asse x.)

8

2 00\ 2

oto) \ ~ - o(a) = o(b)

Con riferimento alla figura, consideriamo la curva y_ ottenuta concatenando in sequenza ol 4],
85, Cliz2x) €d s7. Siccome y* & contenuta nel semipiano y < O (privato dell’origine) che ¢ un
sottoinsieme semplicemente connesso del dominio di w si ha che

0=fa)=f w+fa)+f +fa).
Y- Tliatg) s7 Cliz,2n] 55

2

Si definisce poi la curva vy, concatenando le curve o 51, 51, Cljox] €d s2. In modo analogo si ha

che
Ozfa):f a)+fw+f+a).
Y+ isg.b1 1 Clio.x) 52

Sommando queste due identita e tenendo conto del fatto che

fw:_fw,e fw:_fw,
51 SI ) s;

= 7 . . . . . . p .
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2.2. Integrali curvilinei 33

[o=[ wif w e [o-] o+ w
o a0 g b1 C Clio.x Cliz2n]
fw+fa)=0.

o C

(Si faccia caso alle orientazioni scelte.) Si ha pertanto che fg w € zero se e soltanto se ¢ nullo
I’integrale su una circonferenza centrata nell’origine. Con un calcolo diretto, si vede subito che
fc w = 0. Questo ci permette di concludere che la forma w ¢ esatta.

e che

a,rO

otteniamo

Definizione (arco orientato). Un arco (di curva regolare) C si dice orientato se si € scelto uno
dei due sensi di percorrenza. Se 1’arco non ¢ chiuso (ossia, ¢ il sostegno di una curva semplice e
regolare con estremi distinti), cio equivale ad aver deciso quale dei due estremi ¢ il primo e quale
il secondo.

Si osservi che ogni parametrizzazione di un arco orientato percorre 1’arco in modo concorde o
discorde con I’orientazione scelta, e che due parametrizzazioni di uno stesso arco (non necessa-
riamente orientato) possono essere tra loro concordi o discordi.

Concludiamo le disquisizioni sugli integrali curvilinei con il seguente importante risultato, di cui
omettiamo la dimostrazione (¢ una conseguenza della formula di cambiamento di variabile negli
integrali):

Teorema (indipendenza dalla parametrizzazione per integrali curvilinei orientati). Sia C un arco
di curva regolare (non necessariamente orientato) e siano y e o due parametrizzazioni di C.
Allora, data una forma differenziale w su C, risulta

fw:ifw,
Y o

a seconda che le due parametrizzazioni siano tra lovo concordi o discordi. Analogamente, dato

un campo vettoriale w su C, si ha
f w-dp:if w-dp,
7 7

a seconda che 'y e o siano tra loro concordi o discordi.

Dimostrazione Facciamo la dimostrazione per curve in R2. Siano y : [a,b] —» R>e o : [¢,d] —
R? due curve regolari equivalenti con y() = (y1(2), y2(t)) e o(t) = (o1 (1), 02(t)), e sia ¢ : [a, b] —
[c,d] una funzione continua suriettiva, C! su (a,b) con ¢’(f) # 0 per ogni t € (a,b), tale che
(1) = o(¢(1)). Allora, se w(x,y) = A(x, y)dx + B(x, y)dy,

d
f w= f [A(c (1)) (7) + B(o (7))o’ (7)] dr
b
= sign (¢") f |A(c(e@))or1 (@(0) + B(o(p(0))ora (@(0))] dt

b
= sign (¢') f [AGOW (0 + BayO)y' 0] dr = sign (&) f o.
a Y

(2 7 . Lo . . . . .
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34 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Qui con sign (¢’) si intende il segno di ¢’(7) che e’ costante per ogni ¢ € [a, b] (si veda anche la nota
nella dimostrazione del teorema analogo per gli integrali curvilinei non orientati). Chiaramente
sign (¢") vale 1 se y e o sono concordi e vale —1 se sono discordi. |

Il precedente teorema permette di definire il concetto di integrale di una forma differenziale (o di
un campo vettoriale) su un arco orientato C senza bisogno che questo sia a priori parametrizzato
(la definizione ¢ lasciata per esercizio agli studenti). In pratica, per calcolare I’integrale su C basta
scegliere una qualunque parametrizzazione y di C; se questa & concorde con I’orientazione, allora
I’integrale sull’arco coincide con I’integrale sulla curva parametrica vy, altrimenti bastera cambiare
di segno all’integrale su 7.

Esercizio. Studiare le seguenti forme differenziali:

xdx+ydy+zdz x? —y? d 2xy J
5 X — 5
(2 +2 + 72)3/2 (x2 +y2)112 (2 +y2)112 Y
2,32
y+xT+y X
xdx+y*d +zdz; (x+y)dx-— 2d ; - dy.
y-dy (x+y) y-dy ER el

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali curvilinei di forme differenziali (con orientazione antio-
raria):

95(x2+y)dX+xydy, 7={(X,y):x2+y2—4x+3=0};
Y

dx +dy
_, ={(x,y) :|x + Iy = 1;.
5§|x|+|y| v ={ony bl = 1)

+2
ffdx+x s—dy,
Y

Esercizio. Calcolare

y y
dove vy ¢ il segmento di primo estremo (1, 1) e secondo estremo (2, 3).

Esercizio. Verificare che la forma differenziale

_ X 2 Yy
a)—(2xy+xQ—+y2)dx+(x +_xz—+y2)d

¢ esatta e determinarne una primitiva.

Esercizio. Calcolare

f (1 + ye® )dx + (xexy + cos y)dy
Y

lungo una qualunque curva di estremi (—x, —7/2) e (7/2, xv).
Esercizio. Calcolare il lavoro compiuto dal campo di forze
f =2 —y)i+2xyj

su una particella che percorre (una sola volta) in senso antiorario il quadrato di lato a e di vertici
(0,0), (a,0), (a,a) e (0,a).

Esercizio. Determinare il centro di massa (geometrico) della curva y definita dalle seguenti
equazioni parametriche: x = r(¢ —sint), y = r(1 — cos ), t € [0, 2x].

= 7 . . . . . . p .
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2.2. Integrali curvilinei 35

2.2.7 Determinazione di una primitiva di una forma esatta

Supponiamo di sapere, per qualche motivo, che una forma assegnata w € esatta, cio¢ che esiste
una funzione f tale che df = w. Il problema che si pone naturalmente & la determinazione di una
tale f.

Se la forma w & esatta in un aperto connesso U C R* allora, fissato py € U, per ogni arbitrario
punto x = (x1,...,x) € U esiste una curvay, : [0,1] — U con y,(0) = pg e y,(1) = x. Sappiamo
che I’integrale curvilineo fy w ¢ indipendente dalla scelta di y, (purché gli estremi siano pg e x).

Possiamo porre
flx) = f w.
Yx

La stessa dimostrazione fatta per il teorema di dipendenza dagli estremi mostra che f & una
primitiva di w.

Quale ¢ la scelta pit appropriata per la curva y,? Dipende dalla forma e dal dominio. Spesso una
scelta “buona” ¢ il segmento [pg, x] (come nella dimostrazione del lemma di Poincaré), oppure
una spezzata come, per esempio (qui si € preso pg = (0,0, 0)),

Z
(x1, X2, x3)
po = (0,0,0) _ R
~ el
¥ 0, x2,0)
X Y2
(x1,%2,0)

In questo esempio 1, ¥> € y3 sono i segmenti che costituiscono la spezzata.

Un altro approccio, piu diretto e formale, al problema di determinare una primitiva consiste nello
sfruttare il fatto che, se

k
w = ZA,‘(XI, ey Xk) dXi,
i=1

allora deve essere

2]
%(xl,---,Xk) = Ar(x1,...,x0),
3
T ) = A, x).

Si consideri il seguente esempio:

= 7 . - . . . . p .
Catirdt Sttt Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritto dell’autore . 9%/mmamzméz AL 2T loglis 2027



36 Capitolo 2. Espressioni differenziali e integrali curvilinei

Esempio. La forma w = (6xy — z¢%)dx + (3x% + 2)dy + (y — xe*?)dz & esatta in R>. Per trovarne
una primitiva f osserviamo che deve essere

g_i(X,y, 7) = 6xy — ze'%,
%(x,y,z) =3x2+z2

0
%(x,y, 7) =y —xe%.

Integrando la prima equazione rispetto ad x otteniamo

f(x,y,2) = 3x%y — €% + g(7,2)

dove g(v, z) € un’arbitraria funzione di y e z (quindi costante rispetto ad x). Derivando rispetto ad
y e z, allora, la seconda e la terza equazione diventano

0,
a2 =z

3x2 + g—i(x,y, ) =3x+z
Ly =y

3
—xe** + a—i(x,y, 7) =y — xe™.
Integrando la prima di queste ultime equazioni rispetto ad y otteniamo

g(,2) = zy + h(2)

dove h(z) € un’arbitraria funzione di z. Sostituendo nella seconda, otteniamo 4’(z) = 0 quindi &
& una costante e g(y,z) = zy + ¢. In conclusione f(x,y,z) = 3x%y — € + zy + ¢ con ¢ costante
arbitraria.

Esempio. Si consideri la forma

X
= dx + Y
X2 +)2 X2 +)2

w dy.

Con il metodo visto nell’esempio precedente si ottiene la seguente primitiva per w in R? \ {(0, 0)}:
flx,y) = % In(x? + y?). Quindi w & esatta. Come gia osservato in precedenza, w ¢ chiusa ma il suo
dominio non ¢ semplicemente connesso. Non ¢ dunque possibile dedurre direttamente 1’esattezza
della forma dal teorema di Poincare.
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Capitolo 3

Integrali doppi

3.1 Integrale doppio su rettangoli

3.1.1 Partizioni puntate e funzioni integrabili

Una partizione di un rettangolo R = [a, b] X [¢,d] C R? & una coppia p = (pi, p2) di partizioni
degli intervalli [a, b] e [c, d], rispettivamente.

Date due partizioni, p; = {xg, X1,...x,} di [a,b] € p» = {¥0,V1,...Ym} di [c,d], il rettangolo R
viene suddiviso in nm sottorettangoli

Rij = [xi-1, xil X [yj-1,y;1, i=1,...,n, j=1,....m,

di area u(R;;) = (x;i—x;-1)(yj—y;-1)- In ogni sottorettangolo R;; scegliamo un punto ¢;;. L’insieme
s dei punti ¢;; si dice una scelta di punti nella partizione p = (p1, p>) di R. Ogni rettangolo R;;
della partizione col punto c;; scelto si dice un rettangolo puntato. La coppia a = (p, s), costituita
dalla partizione p = (py, p2) di R e dalla scelta s, si dice una partizione puntata di R. 1l parametro
di finezza di @ = (p, 5), denotato con |a|, € la massima ampiezza dei lati di tutti i possibili rettangoli
individuati dalla partizione p.

Sia ora assegnata una funzione f:[a, b] X [c,d] — R. Ad ogni partizione puntata @ = (p, s) di
R = [a, b] X [c, d] possiamo associare il numero

S pla) = fcipu(R;j) ,
i=1,...,n

dove, ricordiamo, u(R;;) denota I’area del generico sottorettangolo R;; individuato dalla partizione
(la lettera y, cioé la m greca, significa misura, e in R? si chiama area o misura bidimensionale) e
cij ¢ il punto scelto in R;;. Si ha cosi una funzione reale S r: # — R definita nell’insieme P delle
partizioni puntate del rettangolo R.

Per meglio comprendere il significato del numero S s(@) individuato dalla partizione puntata «, €
bene osservare che se la funzione f ¢ positiva, ogni termine f(c;;)u(R;;) della sommatoria rappre-
senta il volume di un parallelepipedo di altezza f(c;;) che ha per base il rettangolo R;;. Quindi, se
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38 Capitolo 3. Integrali doppi

tutti i rettangoli R;; sono abbastanza piccoli, ¢’¢ da aspettarsi che il numero S ¢(«) rappresenti una
buona approssimazione del volume del solido

(3.0 eR: (rny) €R, 0 <2< flx,y)

costituito dai punti che stanno sopra il rettangolo R e sotto il grafico z = f(x,y) della funzione f.

Intuitivamente 1’integrale doppio (secondo Cauchy-Riemann) in R della funzione f(x,y) ¢, quando
esiste, il valore limite che si ottiene facendo tendere a zero i lati dei sottorettangoli individuati dalle
possibili partizioni puntate di R. Diamo la definizione precisa.

Definizione (integrale doppio in un rettangolo). Sia f(x,y) una funzione reale definita (almeno)
in un rettangolo R con 1 lati paralleli agli assi cartesiani. Si dice che un numero / € R ¢ Uintegrale
doppio di f in R se, fissato un arbitrario “errore” & > 0, esiste un & > 0 tale che, comunque si
assegni una partizione puntata « con parametro di finezza |a| minore di 6, la distanza |S s(a) — /|
tra la somma § (@) e il numero I ¢ minore di €. Se ci0 accade, si scrive

lim S s(a) =1
|a|]—0

e la funzione f si dice integrabile in R (secondo Cauchy-Riemann).!

L’integrale doppio di una funzione f(x,y) in un rettangolo R si denota con uno dei seguenti

simboli:
fRf’ fRfdﬂy fRf(p)du, fRf(x,y)dxdy,
ffRf ’ ffRf dp, f fRf (p) dp, f fR f(x,y)dxdy.

Si osservi che il numero
I= ff f(x,y) dxdy
R

non dipende dai simboli usati per indicare le variabili. Ad esempio al posto di x e y si possono
usare le lettere u e v (il limite di S (a) per || — 0 non cambia).

Un’interpretazione geometrica della nozione di integrale doppio per funzioni non negative ¢ il
volume dell’insieme

V={xy.29eR: (x.y) eRO << fx ).

'E da notare che questo limite & una nozione un po’ diversa da quella usuale di limite per funzioni di pill variabili.
Come gia detto, limyy o S (@) = I significa che Ye > 036 t.c. |S ;(@) — I| < & per ogni partizione puntata « con la
proprieta che || < 6. La stessa dimostrazione che si fa per i limiti di funzioni di una variabile mostra che le usuali
proprieta di unicita, linearita e permanenza del segno continuano a valere per questo tipo di limiti.
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3.1. Integrale doppio su rettangoli 39

3.1.2 Proprieta elementari

Osservazione. Dalla definizione di integrale doppio segue che, dato k € R, la funzione costante
f(x,y) = k ¢ integrabile in ogni rettangolo R e risulta

ffk dxdy = ku(R).
R

Infatti, data una partizione puntata @ come nella definizione di integrale doppio, si ha

Siay= ) kuRi) =k Y p(Ri) = ku(R.

=1,...n i=1,...,n

Dunque,
ffkdxdy = |l}m0Sf(a) = ku(R).
R al—

Dalla precedente definizione segue facilmente che 1’integrale doppio, quando esiste, € unico (uni-
cita del limite). Inoltre, dalla linearita del limite si deduce che se f e g sono due funzioni integrabili
in un rettangolo R ed a e b sono due numeri, allora anche la funzione af + bg ¢ integrabile e si ha

f(af+bg)dﬂ=affdﬂ+bfgdﬂ,
R R R

cio¢ I’integrale gode della proprieta di linearita. Infatti, data una partizione puntata @ come nella
definizione di integrale doppio, si ha

Sapswg(@) = ) laf(@) + bg(epluRip =a Y fleipuRi)+b 37 glcipu(Ry).

i=1,....,n i=1,...,n i=1,...n
Allora,

f(af+bg)d;1 = lim S pipe(@) = a lim S p(@) + b lim Sy(a) = affa’,u+bfgdu.
R || —0 |a|—0 |a|—0 R R

Questa proprieta implica che I’integrale ¢ un funzionale lineare sullo spazio vettoriale delle fun-
zioni integrabili (nel rettangolo R).

Sempre dalla definizione di integrale (usando la permanenza del segno del limite) si deduce che
se f ¢ integrabile in un rettangolo R e f(x,y) > 0, V¥ (x,y) € R, allora

ffd,uZO, 3.1)
R

e da cio segue (tenendo conto della linearita) la seguente proprieta dell’integrale doppio:

Proprieta di monotonia. Siano f e g due funzioni integrabili in un rettangolo R. Se f(x,y) <

g(x,y), Y (x,y) € R, allora
ffd,u < fga’,u.
R R

= 7 . - . . . . p .
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40 Capitolo 3. Integrali doppi

Per verificare la validita della proprieta di monotonia basta applicare la (3.1) alla funzione g(x, y)—
f(x,y) e tenere conto della linearita dell’integrale.

Esercizio. Usando la definizione dimostrare le seguenti proprieta dell’integrale:

e Se f ¢ integrabile su R allora |f|lo &, e
< f f |f(x, )| dxdy;
R

| f f F(x,y) dxdy
R

e Se f ¢ integrabile su R allora

il [ Feydia| <) sup |fey)

(x,y)ER

3.1.3 Insiemi trascurabili, Teoremi di integrabilita ed equivalenza

Ricordiamo che un insieme si dice numerabile se ha la stessa cardinalita dei numeri naturali (cio¢
se pud essere messo in corrispondenza biunivoca con N). E noto che I’insieme dei razionali ¢
numerabile, ma non lo € I’insieme dei reali.

Definizione. Un sottoinsieme C di R? si dice trascurabile (in R?), o di misura (bidimensionale)
nulla secondo Lebesgue (si legge “lebeg”), se per ogni & > 0 esiste una famiglia contabile (cioe
finita o numerabile) di rettangoli che copre C (ossia, la cui unione contiene C) ed ha area totale
minore di & (nel senso che la somma, o la serie, delle aree dei rettangoli ¢ minore di €).

Esercizio. Dimostrare che un segmento ¢ un insieme trascurabile.

Svolgimento. Siano Py = (xg,yo) € P1 = (x1,y1) gli estremi del segmento s. Ogni punto di s puo essere

scritto come (1 — £)Py + tP; per una opportuna scelta di ¢ € [0, 1]. Fissato € > 0 scegliamo n € N tale che

_Py|P S . . S S . .
‘M <ege,perk =1,...,n, consideriamo i quadrati Q; (con i lati paralleli agli assi) centrati nei punti

2||Po—P1 ||
n

g = (1 - S)Po + SPl ed aventi lato uguale a . Osserviamo che

n—

s C Or.
1

o~
]

4||Po—P|
2

L’area di ciascuno dei Oy ¢ a somma delle aree dei Q, ¢ data da

o 4Py — Pil>  4lIPo — Pyl
E = <e
= n? n

Quindi s & trascutabile.

Si potrebbe dimostrare che il grafico (y = ¢(x) o x = ¢/(y)) di una funzione continua (definita in un
intervallo chiuso e limitato) & un insieme trascurabile di R2. Inoltre I’'unione di un numero finito
(0, addirittura, di un’infinita numerabile) di insiemi trascurabili ¢ ancora un insieme trascurabile.
In particolare gli insiemi costituiti da un numero finito (o da un’infinitd numerabile) di punti sono
trascurabili.

= 7 . . . . . . Py .
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3.1. Integrale doppio su rettangoli 41

Teorema di integrabilita. Una funzione f(x,y) é integrabile in un rettangolo R se e solo se (in
detto rettangolo) é limitata e l'insieme dei suoi punti di discontinuita é trascurabile.

Una prima conseguenza del teorema di integrabilita ¢ che la somma, il prodotto e la composizione
di funzioni integrabili ¢ ancora integrabile (il quoziente potrebbe essere una funzione non limitata,
e quindi non integrabile). Facciamo notare, inoltre, che se una funzione ¢ continua in un rettan-
golo chiuso R, allora & anche integrabile (in tale rettangolo), essendo limitata (per il Teorema di
Weierstrass) ed avendo un insieme vuoto (quindi trascurabile) di punti di discontinuita. Pill in
generale, se una funzione ha un numero finito (o un’infinita numerabile) di punti di discontinuita,
allora, purché sia limitata, & integrabile (la limitatezza, questa volta, non & assicurata).

Teorema di equivalenza. Siano f(x,y) e g(x,y) due funzioni integrabili in un rettangolo R. Se
dette funzioni differiscono soltanto in un insieme trascurabile di punti di R, allora

f f f(x,y)dxdy = f f g(x,y)dxdy.
R R

Osservazione. Per integrare una funzione f(x,y) in un rettangolo R non occorre che questa sia
necessariamente definita in tutti i punti del rettangolo. Ad esempio, se & definita in tutto R tranne
un numero finito di punti, pud essere estesa assegnandole dei valori arbitrari in detti punti (per
esempio il valore zero). In base al teorema di equivalenza, due differenti estensioni hanno lo
stesso integrale.

In pratica tutte le funzioni che uno studente di ingegneria puo incontrare nello svolgere gli esercizi
hanno un insieme trascurabile di punti di discontinuita. Il motivo ¢ dovuto al fatto che ogni
“ragionevole funzione” si ottiene combinando tra loro le note funzioni elementari con operazioni
di somma, prodotto, quoziente, composizione, restrizione ad un intervallo e inversione, ed ogni
funzione elementare, se non ¢ continua, ha al pill un insieme trascurabile di punti di discontinuita.
Quindi, nella pratica, il compito di verificare se una funzione ¢ integrabile (in un rettangolo) si
riduce a controllare se (in detto rettangolo) ¢ limitata (cioe, se esiste una costante che la maggiora
in valore assoluto).

Esempio. La funzione X
fey) == g

¢ integrabile in un rettangolo (chiuso) R se e solo se R non contiene il punto (0, 0). Infatti, se R non
contiene I’origine, allora, essendo continua in tutti punti del suo dominio RZ\{(O, 0)}, & continua
anche in R ed € quindi integrabile (in detto rettangolo). Se invece R contiene I’origine, allora la
funzione non puo essere limitata in tale rettangolo, dato che f(x,y) — +oo per (x,y) — (0,0).
Si fa notare che in questo caso la non integrabilita non dipende dal fatto che non ¢ definita in
(0,0): puo essere estesa assegnandole un valore qualunque nell’origine, ma ogni estensione non
potra renderla limitata (casomai la rendera discontinua in un punto, ma che importa: un punto ¢
trascurabile).

Esercizio. Determinare il dominio della funzione
FQ) f f ! dxd
= —— dxdy,
R(A) x2 +y?

= 7 . . . . . . p .
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42 Capitolo 3. Integrali doppi

dove R(1) ¢ il quadrato [A — 1,4+ 1] X [4—-1,4+ 1].

Suggerimento. Trovare I’insieme dei numeri A € R per i quali il suddetto integrale ha senso (cioe
rappresenta un numero). Per esempio, F(0) ¢ un numero reale ben definito? Cosa si puo dire
riguardo a F(2)? Ha senso?

3.1.4 Teorema di riduzione

Il risultato che segue riconduce il calcolo di un integrale doppio (in un rettangolo) a due successive
integrazioni semplici.

Teorema di Riduzione (o di Fubini) per gli integrali doppi. Sia f(x,y) una funzione reale
integrabile su un rettangolo R = [a, b] X [c,d]. Allora, quando ha senso, risulta

d b b
f fR Fxy) dxdy = f ( f f(x,y>dx)dy= f ( f f(x,y>dy)dx. (3.2)

Piu esplicitamente,
e Se per ogni y € [c,d] la funzione x — f(x,y) ¢ integrabile, allora la funzione y
b .. o
fa f(x,y)dx ¢ integrabile in [c,d] e

d b
f fR Fx,y) dxdy = f ( f f(x,y>dx)dy;

e Se per ogni x € [a,b] la funzione y — f(x,y) ¢ integrabile, allora la funzione x
d . o
fc f(x,y)dy ¢ integrabile in [a, b] e

[ fR fCe.y)dxdy = f b ( f " feny) dy) dx.

Gli integrali che compaiono al secondo e terzo mebro della formula (3.2) si chiamano integrali
iterati.

In sostanza, il Teorema di riduzione afferma che (quando & possibile) per calcolare I’integrale
doppio di f(x,y)in [a, b] X [c, d] si integra prima in [a, b] la funzione f(x, y) rispetto alla variabile
x, ottenendo cosi una funzione

b
gy = f Sfx,y)dx,

e poi si integra g(y) nell’intervallo [c, d]. Ovviamente occorre che tali operazioni abbiano senso;
cio¢ che per ogni y € [c,d] la funzione parziale x — f(x,y) sia integrabile (in [a, b]) e che la
funzione g: [c,d] — R che si ottiene dopo aver eseguito la prima integrazione sia a sua volta
integrabile.

In modo equivalente, quando ha senso, si puo prima integrare rispetto alla variabile y, ottenendo
una funzione della sola x, e integrare poi rispetto alla x.

Osservazione. Il fatto che la funzione f del teorema di riduzione sia integrabile in R non implica
automaticamente 1’integrabilita delle funzioni “parziali” x — f(x,y) ey — f(x,y) (si veda I’eser-
cizio seguente). Questa deve essere dimostrata per potere applicare il teorema. Naturalmente, se

= 7 . R . . . .
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 43

f & continua (e pertanto integrabile) allora sono continue (e pertanto integrabili) anche le funzioni
parziali.

Esercizio Si consideri la funzione f: [0,1 X [0, 1] — R data da

1 sex=1/2eyerazionale,

0 altrimenti.

f(x,y) ={

Verificare che f ¢ integrabile su [0, 1 X [0, 1] ma fol f(1/2,y)dy non ¢ definito.

Per convenzione un’espressione del tipo ¢(x) dx si puo scrivere anche dx ¢(x). Tenendo conto di
cio, la tesi del Teorema di riduzione si puod esprimere nel modo seguente:

b b d
f fR Fxy) dxdy = fd dy f ooy dx = f dx f ooy dy.

Osservazione. Una formula utile che segue dalla proprieta di linearita (degli integrali di una
variabile) e dal teorema di riduzione ¢ la seguente: Sia R = [a, b] X [c, d] un rettangolo e siano
f:la,b] > Reg:[c,d] — R funzioni (di una variabile) integrabili, allora

f fR f(x)g(y) dxdy = fa b (f (x) fl 8w dy) dx = fa ’ f(x)dx fL ' g(y) dy.

Esercizio. Calcolare

ffxydxdy,
R

dove R =[0,1] x [-1,2].

3.2 Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato

3.2.1 Definizione e proprieta elementari

Definizione (di estensione standard). Dato un insieme A di R? e data f(x,y) definita (almeno) in
A, la funzione

A fx,y) se (x,y) €A
5wy = { 0 se (x,y)¢A

si chiama estensione standard di f (relativa ad A).

Spesso risultera evidente dal contesto rispetto a quale insieme A si sta considerando I’estensione
standard di una funzione f. In tal caso scriveremo f al posto di f.
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44 Capitolo 3. Integrali doppi

Osservazione. Se f ¢ una funzione integrabile su un rettangolo R e R’ ¢ un rettangolo tale che
R C R’ allora, dalla definizione di integrale, tenendo conto che f, € nulla in R’ \ R, segue subito

che
f f f(x,y)dxdy = f f F(x,y) dxdy.
R R

Definizione (di integrale doppio in un arbitrario insieme limitato). Sia f(x,y) una funzione di
due variabili definita (almeno) in un sottoinsieme limitato A di RZ. Consideriamo un (arbitrario)
rettangolo R contenente A. Diremo che f ¢ integrabile in A se ¢ integrabile in R la sua estensione
standard £. In tal caso 'integrale di f in A si definisce nel modo seguente:

fff(x,y)dxdy = fff(x,y)dxa’y.
A R

La suddetta definizione ¢ ben posta. Infatti I’osservazione precedente implica che il secondo
integrale non dipende dal rettangolo R contenente A. Per vederlo, consideriamo due rettangoli
R ed R, entrambi contenenti A (ma non necessariamente tali che uno dei due contenga I’altro).
Prendiamo R’ un rettangolo contenente R; U R;. Per I’ osservazione,

f fR JiCxey) dxdy = f f fGey)dxdy = f fR JiCx.y) dxdy.

Da cui segue che f fA f(x,y)dxdy non dipende dalla scelta di R.

Esercizio. Dimostrare che le proprieta di linearita e monotonia sono ancora valide nel caso
generale.

Esercizio. Dimostrare, nel caso generale, che se f ¢ integrabile su A allora anche |f|lo &, e
‘ff f(x,y)dxdy| < ff |f(x,y)|dxdy.
A A

Teorema (additivita rispetto all’insieme di integrazione). Supponiamo che una funzione f(x,y)
sia integrabile sia in un insieme A che in un insieme B, con AN B = 0. Allora f ¢ integrabile in

AUBe
f Fx,y) dxdy = f f Fx,y)dxdy + f f Fx,y) ddy
AUB A B

Dimostrazione. Fissiamo un rettangolo R contenente A U B e consideriamo, rispettivamente, le
estensioni standard f, ,, f e £, di f relative agli insiemi A U B, A e B. Dal fattoche AN B = 0 si
deduce facilmente che f , = f + f. Quindi

fAUBf=fRJ§UB=ﬁ<£+£)=fR£+fR£=fAf+Lf,

e cio prova la tesi. |

= 7 . . . . . . p .
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 45

3.2.2 Formule di riduzione

Sia A C R? un insieme del tipo

A={xy:a<x<h @i(x) <y <),

dove ¢y, ¢s:[a,b] — R sono due funzioni continue. Si dice che I'insieme A presenta il caso
semplice rispetto all’asse y, o che ¢ y-semplice, perché ogni retta parallela a tale asse lo interseca
in un intervallo (di estremi ¢1(x) e ¢2(x), per x € [a, b]). Supponiamo che f(x,y) sia una funzione
integrabile in A. Dato un rettangolo R = [a, b] X [c, d] contenente A, per definizione I’integrale di

finAe
I&me®,

dove f ¢ I’estensione standard di f (relativa ad A). Dal Teorema di riduzione (Fubini) si ha

b
ILMMMW:IWJ2Mw@.

D’altra parte

d

. 1) o2(x) R
[“nar= [ renas [ fenars [ enay,

®1(x) ®2(x)

e tenendo conto che f & nulla fuori da A, si ottiene

d ¢2(x)
f f,y)dy = f S, y)dy.
c ¢

1(x)

Poiché in A le due funzioni f ed f coincidono, si ha

d ©2(x)
ffmw@=fufmw@.
c o1(x

Si ottiene cosi la seguente importante formula di riduzione (valida quando I’insieme di integra-

zione ¢ y-semplice):
b 2(x)
fff(x,y)dxdy = f dx JCy)dy.
A a e1(x)

y
©2(X)

01(X)

= 7 . . . . . . p .
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46 Capitolo 3. Integrali doppi

Analogamente, se A C R? & un insieme del tipo

A=y <y <d i) < x <y,

dove y1,¥>: [c,d] — R sono due funzioni continue ed f(x,y) ¢ integrabile in A, si ha I’altra
formula di riduzione, valida quando A ¢ x-semplice:

d W2 (y)
[[remasy= ["ay [ peyar.
A c vi(y)
Esempio. Calcolare I’integrale doppio

ffy 1 — y?dxdy
D

dove D ¢ un semidisco di raggio 1, centrato nell’origine e contenuto nel semipiano y > 0.

Svolgimento. La difficolta dei calcoli varia a seconda di come si svolge I’integrale. I1 modo migliore, in
questo caso, ¢ “affettare” D parallelamente all’asse x come in figura:

In questo modo il teorema di riduzione ci da

1 p1552 1 , 1
y l—yzdxdyzf f v/l —y2dx dy:f 2y(1 = y)dy = =.
m 0 -Vi-? 0 2

Procedendo invece ad affettare D parallelamente all’asse y, il teorema di riduzione da

1 Vi-x2
ffy 1—y2dxdy=f f v/l —y2dy|dx
D -1 0

che naturalmente fornisce lo stesso risultato ma con qualche calcolo in pil.

3.2.3 Misura di Peano-Jordan

Definizione. Un sottoinsieme limitato A di R? si dice misurabile (secondo Peano-Jordan) quando
¢ integrabile in A la funzione f(x,y) = 1. In tal caso la misura (bidimensionale) di A, detta anche

area, € il numero
u(A) = ff dxdy .
A
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 47

Purtroppo, non tutti i sottoinsiemi limitati del piano sono misurabili. Si consideri, ad esempio,
I’insieme A dei punti di R? con entrambe le coordinate razionali comprese tra 0 e 1. Ossia

A={(xy €l0,11x[0,1]: x€Q, yeQ}.

Si potrebbe provare che la funzione f che vale 1 in A e 0 nel complementare di A & discontinua in
tutti i punti dell’intero quadrato Q = [0, 1] X [0, 1], che ovviamente non ¢ trascurabile. Pertanto
f non & integrabile e, di conseguenza, A non & misurabile (secondo Peano-Jordan). Lo &, pero,
secondo una pill moderna teoria dell’integrazione dovuta al matematico francese Lebesgue. E
bene precisare che I’'importanza della teoria di Lebesgue non & dovuta al fatto che ci permette
di misurare insiemi strani: sono le sue proprieta e i teoremi che ne conseguono che la rendono
particolarmente utile, specialmente per le applicazioni alla Fisica e all’Ingegneria. In un certo
senso la teoria dell’integrazione di Lebesgue sta a quella di Cauchy-Riemann come i numeri reali
stanno ai razionali. I numeri razionali (gli unici noti al tempo di Pitagora) sono infatti sufficienti
per misurare, con I’approssimazione che si desidera, tutte le grandezze fisiche che ci interessano,
ma senza i numeri reali non ci sarebbero importanti risultati come il Teorema di Weierstrass, il
Teorema di Rolle, ecc.

Osservazione. (Insiemi trascurabili ed insiemi di misura nulla.) Osserviamo che un insieme di
misura nulla (quindi misurabile) ¢ necessariamente trascurabile. Viceversa, un insieme trascura-
bile che sia anche misurabile ha automaticamente misura nulla. Non & vero, perd, che un insieme
trascurabile sia misurabile. L’insieme A introdotto sopra ¢ un esempio di questo fatto.

Sia A un sottoinsieme limitato di R?. Consideriamo la cosiddetta funzione caratteristica di A.
Ossia la funzione 14:R? — R che vale 1 in A e O fuori di A. Non & difficile verificare che
I’insieme dei punti di discontinuita di 14 coincide con JA. Si puo pertanto concludere che A &
misurabile se e solo se la sua frontiera & trascurabile. Ad esempio, ¢ misurabile ogni insieme
limitato la cui frontiera ¢ unione finita di grafici (y = ¢(x) o x = ¥/(y)) di funzioni continue.

Osservazione. Un risultato utile si ottiene dalle proprietd di monotonia e linearitd. Se A C R? &
misurabile ed f ¢ integrabile su A allora, posto M = SUP(y y)eA | f(x,y)|, siha ' f(x, y)| < M1 4z(x, ).

Dunque
] f fA f(x,y)dxdy‘ - \ f fR Feydxdy| < f fR fey|dudy <

< ff |M]1A(x,y)|dxdy = Mff Ta(x, y) dxdy = Mu(A),
R R

dove R ¢ un rettangolo contenente A. Si ha cio¢ che

f f F(x,y) dxdy
A

In particolare, se u(A) = 0 allora f fA f(x,y)dxdy = 0.

< p(A) sup |f(x,)|-
(x,y)€A

Ci ¢ stato probabilmente insegnato che, data una funzione continua (anche solo a tratti) non
negativa f: [a, b] — R, I’area del suo sottografico, cio¢ della regione piana

D:={(xy):a<x<b 0<y< f(x)

= 7 . R . . . .
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48 Capitolo 3. Integrali doppi

N b . . . .
¢ data da u(D) = fa f(x)dx. In che modo questa affermazione si accorda con la definizione di
misura data sopra? La risposta ¢ nel teorema di riduzione (Fubini) o, pit precisamente, nelle
fomule di riduzione:

u(D) = fj; dxdy = Lb(j(;ﬂm dy) dx = Lbf(x)dx.

Vediamo ora un’altra conseguenza del teorema di riduzione. Sia / C R limitatoed f : / — R una
funzione positiva e integrabile?. Definiamo

I:={xel: f(x) >t} e g(®) == (1),

supponendo che gli insiemi /; siano misurabili per ogni ¢ (eccettuato al pill un insieme di misura
1-dimensionale nulla). Sia ora ¢ : [0, +0c0) — [0, +0c0) una funzione continua, crescente e C'in
(0, +00), con ¢(0) = 0. Siccome f ¢ integrabile ¢ limitata e

5= su]jt)q’)(f(x)) €R.

Allora

fqﬁ'(t)g(t)dt:f ¢'(t)f111,(x)dx dt =

0 0 I

s S
(per Fubini) :f fq&’(t)]l],(x)dt dxzf fgb’(t)dt dxzfqb(f(x))dx.
1 \0 1 \o 1
Cioe )
[evrenar= [Cu(ixer: sz )owar (33)

Questa formula ¢ una versione di una conseguenza immediata del teorema di Fubini: il cosiddetto
Principio di Cavalieri®. In modo euristico, secondo questo principio I’area di una sottoinsieme
limitato A del piano ¢ la “somma” delle lunghezze delle sezioni ottenute tagliando questa parte di
piano con tutte le rette parallele ad una direzione data.

Per capire il motivo per cui la (3.3) ¢ una versione del principio di Cavalieri si ponga ¢(¢) = t.
Otteniamo

fl f(x)dx = fo ‘ ui({x el fx) > 1})dr. (3.4)

Ricordando I’interpretazione geometrica dell’integrale a destra nella formula sopra come 1’area A
della parte di piano compresa tra il grafico di f e I’asse x (detta anche sottografico di f), possiamo

2Ricordiamo che, per definizione la misura 1-dimensionale di un sottoinsieme limitato S di R ¢ data da 11(S) =
":?IS)S 15 (x)dx. Inoltre, per una funzione ¢ integrabile su S, fs (x)dx = f“:;lzs @(x) dx, dove @(x) & I’estensione di ¢
nulla fuori di S.

3Bonavventura Cavalieri (1598-1647) scopri ed utilizzd questo criterio per calcolare 1’area di alcune figure ed il

volume di alcuni solidi. Si veda anche la discussione in merito nella parte sugli integrali tripli.

= 7 . - . . . . p .
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 49

descrivere questo risultato in modo euristico dicendo che p(A) ¢ I’integrale delle lunghezze I; delle
sezioni di A con rette parallele all’asse x.

1)

K

foe------ I,

Il diagramma mostra A, per tre valori di t. L’area della parte ombreggiata si pud calcolare
integrando le lunghezze degli insiemi A;.

3.2.4 Teoremi della media

Primo teorema della media per gli integrali doppi. Sia f: A — R una funzione integrabile in
un insieme misurabile A C R? di misura non nulla. Allora la media di fin A, ossia

1
_ du,
ﬂ(A)ffAf(p) u

e un numero compreso tra l’estremo inferiore e [’estremo superiore di f. In particolare, se f é
continua ed A é connesso, allora (per il Teorema dei valori intermedi) esiste un punto ¢ € A per

il quale si ha
[ rwrau= rema.

Dimostrazione. Denotiamo, rispettivamente, con m e M 1’estremo inferiore e 1’estremo superiore
di f(p)per p e A. Siha
m< f(p) <M, VYpeA.

Quindi, per la proprieta di monotonia, risulta

ffAmdﬂSfAf(p)dﬂsffAMd“-

Dividendo i tre membri della suddetta disuguaglianza per I’area

u(A)=ffAdu

di A si ottiene la tesi. O

Secondo teorema della media per gli integrali doppi. Siano f, g: A — R due funzioni integrabili
in un insieme A C R?. Se g ¢ positiva in A, allora (quando ha senso) la media ponderata di f in

= 7 . - . . . . p .
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50 Capitolo 3. Integrali doppi

f fA f(p)g(p)du
f f g(p)du
A

e un numero compreso tra l’estremo inferiore e I’ estremo superiore di f. Pertanto, se f é continua
ed A e connesso, esiste un punto ¢ € A per il quale si ha

f fA FPe@)du = £ f fA ¢(p)dut.

Dimostrazione. Denotiamo, rispettivamente, con m e M 1’estremo inferiore e 1’estremo superiore
di f(p) per p € A. Dato che g(p) > 0 in A, risulta

A (con peso g), ossia

mg(p) < f(p)g(p) < Mg(p), VpeA.

Quindi, dalla proprieta di monotonia, si ottiene

MIfg(p)duSfff(p)g(p)duSMffg(p)du-
A A A

Dividendo (quando ha senso) i tre membri della precedente disuguaglianza per

f f g(p)du
A

si ottiene la tesi. O

Si osservi che il secondo teorema della media si riduce al primo quando g(p) ¢ costante.

Definizione Dato un insieme di misura non nulla A € RZ, il suo centro di massa geometrico 0O
baricentro ¢ il punto (x.,y.) che ha per ascissa la ‘media’ delle ascisse e per ordinata la ‘media’
delle ordinate. Si ha pertanto

1 1
S dxdy = — dxdy .
! ﬂ(A)ffo .Y u(A)ffAy e

Si osservi che dal primo teorema della media segue

inf x<x.< sup x e inf y<y.< sup y.
(x,y)€A (x,y)€A (x.y)eAd (x,y)EA

Quindi, se A ¢ contenuto in un rettangolo [a, b] X [¢,d], alloraa < x. < bec <y. <d.

Se un sottoinsieme (limitato) A C R? rappresenta una piastra (non necessariamente omogenea) di
densita superficiale 6(x, y), le coordinate del centro di massa sono date dacentro di massa! di una

piastra
1 1
Xe = —ffxd(x,y)dxdy, Ye = —ffyé(X,y)dxdy,
m A m A

= 7 . . . . . . p .
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 51

m= ffé(x,y)dxdy
A

Dal secondo teorema della media, prendendo g(x,y) = 6(x,y) e f(x,y) = x per il calcolo dix,, o
f(x,y) = yper y., segue che se la piastra A ¢ contenuta in un rettangolo R = [a, b] X [c,d], allora
anche il suo centro di massa sta in R. Infatti,

dove

¢ la massa della piastra.

=X,

ffA x0(x,y) dxdy
a< inf x< < sup x<b
wwed "~ [ 6(x,y)dxdy T (ryea
:}/c
yo(x,y) dxdy
c< inf y< ffA— < sup y<d
(x.y)eA f fA o(x,y)dxdy (x,y)eA

Esempio. Determiniamo il centro di massa (geometrico) del semicerchio
A:{(x,y)eRz:x2+y2§r2, yZO}

Per ragioni di simmetria risulta x, = 0. Occorre quindi calcolare soltanto I’ordinata y.. L’area
u(A) del semicerchio & 77%/2 e quindi

r Vr2—x2 r
2 2 1 4
ycz—zﬂydxdyz—Zf dxf ydy:—zf(rz—xz)dx:—r.
r A nre J_, 0 ars J_, 3r

Si osservi che 4r/3x & un numero tra 0 ed r (in accordo col teorema della media); anzi, & addirittura
minore di r/2 (per quale ragione deve essere cosi?).

Il momento d’inerzia rispetto ad un punto ¢ € R? di una piastra omogenea A di peso m & il numero

1= f f d(p.cY s du,
A

dove d(p, c) ¢ la funzione distanza di un generico punto p dal punto di riferimento c e § = m/u(A)
¢ la densita superficiale della piastra.

Se la piastra non & omogenea il suddetto integrale da ancora il momento d’inerzia della piastra,
ma in tal caso la densita ¢ una funzione 6(p) del generico punto p € A. Come nel caso di un filo,
talcolta I’espressione 6(p) du si denota col simbolo dm, detto elemento di massa.

Analogamente, il momento d’inerzia rispetto ad una retta @ C R? di una piastra A (non necessa-

riamente omogenea) ¢ il numero
1= [[ dp.apan.
A

dove d(p, @) ¢ la funzione distanza di un generico punto p dalla retta di riferimento a.

= 7 . - . . . . p .
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52 Capitolo 3. Integrali doppi

3.2.5 Teorema di cambiamento di variabili

Ricordiamo che la matrice jacobiana in un punto p di una funzione ¢ si denota ¢’(p). Quindi, se
¢ & una funzione da R? in R?, det ¢’ (u, v) rappresenta il determinante della matrice jacobiana di
¢ nel punto p = (u,v), detto jacobiano di ¢ in (u,v). Ovviamente |det ¢’(u, v)| denota il valore
assoluto dello jacobiano di ¢ in (u, v).

Ricordiamo inoltre che un sottoinsieme A C R* si dice compatto se & limitato e chiuso.
Teorema (cambiamento di variabili per integrali doppi). Sia
eu,v) = (@1(u,v), @2(u, v))

un’applicazione continua da un compatto A C R? in R%. Supponiamo che A e o(A) siano misu-
rabili e che ¢ sia C' e iniettiva nell’interno A = A\ 0A di A. Allora, data una funzione f(x,y)
continua su @(A), risulta

f fx,y)dxdy = f fA F(p1(u, v), @2(u, v)) |det ¢’ (u, v)| dudv.

@A)

Per capire meglio questo teorema facciamo alcune osservazioni su come 1’area di un rettangolo
viene trasformata da una trasformazione di coordinate ¢. Questo servira a capire meglio il senso
del fattore |det ¢’ (u, v)| nella formula di trasformazione.

Consideriamo dapprima il caso in cui ¢ ¢ affine cio¢ esistono w = () ed A = (a;;, matrice 2 X 2,
tale che ¢(u,v) = w + A (). Prendiamo il rettangolo R (nel piano uv, con i lati paralleli agli assi)
determinato dai due punti “opposti” (ug, vo) e (ug + Au, vg + Av). La sua immagine, mediante ¢ ¢
il parallelogramma P di vertici

(x0.y0) := @(uo,v0),  (x0.y0) +A (%), (xo.y0) +A(L).  (r0.y0) +A(4Y).

Per trovare 1’area di P basta calcolare il valore assoluto del determinante della matrice formata dai
vettori che specificano due dati adiacenti. Per esempio,

A() = () A(S)=(62a)-

Quindi u(P) = | det(A)||Au||Av| = | det(A)|,u(R). Se det(A) = 0 allora P degenera su un segmento o
un punto.

Consideriamo ora il caso piu generale in cui ¢ sia una mappa differenziabile in (ug, vg). Per la
formula di Taylor, i vertici di R vanno a finire nei punti

(x0,Y0) := ¢(tt0, v0), (0, Y0) + ¢ (o, vo) (4 ) + o(Auw),
(x0,50) + ¢ (0, v0) ( 2, ) + 0(Av), (x0,¥0) + ' (10, vo) (34) + o(II (34) ID.

Quindi, in prima approssimazione, R viene trasformato nel parallelogramma determinato dal
vertice (xo, yo) € dai vettori

(x0,y0) + ¢’ (ug, vo) ( A ) , (x0, y0) + ¢’ (uo, vo) ( AO‘,) .
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 53

Che ha volume | det (¢’ (g, vo))||AullAv].

Un esempio di cambiamento di coordinate ¢ la trasformazione in coordinate polari. Ogni punto
p € R?\ {(0,0)} & individuato da due numeri, p e 6, detti coordinate polari, e le coordinate
cartesiane di p sono legate alle polari dalle seguenti due equazioni (di cambiamento di coordinate):

x=pcosf y=psinf

(per individuare I’origine basta p = 0, cio¢ 1’origine non ¢ individuata in modo unico dalle coor-
dinate polari). Il determinante jacobiano di tale trasformazione, come si verifica subito, ¢ dato da

p.

A titolo di esempio, calcoliamo il momento d’inerzia (rispetto al centro) di un disco omogeneo
di massa m e raggio r. Denotiamo con D il disco e poniamolo, per semplicita, nel piano xy col
centro nell’origine degli assi. Poiché il disco & omogeneo, la sua densita superficiale & § = m/xr2.

Occorre calcolare
1= ff(x2+y2)dm,
D

dove dm = ddxdy ¢ I’elemento di massa. Data la simmetria circolare della funzione integran-
da x*> + y? e del dominio di integrazione D, & conveniente individuare i punti di D mediante le
coordinate polari ed esprimere la funzione f in tali coordinate. I punti di D si ottengono (tutti
quanti) facendo variare p tra 0 e r e 6 tra 0 e 27; cioe facendo variare la coppia di numeri (p, 8) nel
rettangolo compatto A = [0, 7] X [0, 2] del piano p §. Abbiamo quindi definito un’applicazione
¢:A — R? la cui immagine ¢(A) coincide col dominio d’integrazione

D={(xy) eR*: X +y* <7}

Dalla formula di cambiamento di variabile per gli integrali doppi si ha

I = 6ff(x2+y2)dxdy = 6ffp2|p|dpd9 = 6ffp3dpd6.
D A A

Si osservi che le ipotesi del teorema di cambiamento di variabili sono soddisfatte. Infatti A ¢
compatto, D = ¢(A), ¢ & continua in A, & C' nell’interno di A (& addirittura C™) ed & iniettiva
nell’interno di A (anche se non lo ¢ nella frontiera). Concludendo, per il Teorema di Fubini, si ha

3 m 21 r3 1 )
I =06|]| p’dpdd = — | db | p’dpo = —mr".
A nr?Jo 0 2

Esercizio. Calcolare I’area dell’ellisse
2y
E:WMEW:;+ﬁSH

di semiassi a € b.

Suggerimento. Usare il seguente cambiamento di coordinate:

x=racosg, y=rbsing, (r,¢)€l0,1]x]0,2n].

= 7 . - . . . . p .
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54 Capitolo 3. Integrali doppi

Esercizio. Determinare il baricentro del cerchio forato
A={y) eR: 2 +y" <16, (x— 1> +y* 2 1.
Suggerimento. Usare la proprieta di additivita dell’integrale rispetto all’insieme di integrazione.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

ff A1+ x2 +y2 dxdy
D

dove D = {(x,y) € R? : x> + (y — 1)?> < 1, x > 0} usando le coordinate polari.

La formula di cambiamento di variabili per gli
integrali doppi permette anche di ottenere la
seguente formula importante nel calcolo delle
probabilita:

N~

f e dt = - 3.5 Significato geometrico della formula (3.5):
0 I’area del sottografico di e, per x > 0.

Per ottenere questa formula, poniamo R, = {(x,y) € R? : max{|x|, [y} < £} e calcoliamo

lim ff @) dxdy. (3.6)
—+00
Ry

Posto By = {(x,y) € R? : x? + y? < ¢}, osserviamo che

ffe—(x2+y2) dxdy < ffe—(x2+y2) dxdy < ffe—(x2+y2) dxdy, 3.7

By R B,y

perché I’integrando e & positivoe B C R; € B, 5.

(A7)

o .

(2] - . s . . . o,
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 55

Il primo e I’ultimo integrale in questa catena di disuguaglianze possono essere calcolati rapida-
mente passando a coordinate polari:

S
ff e (@) dxdy = ff ,oe_‘o2 dpdf = 27rf pe_“’2 dp = n(1 — e,
B, [0.271X[0.s] 0

per s > 0. Quindi lim—, 4o f fB (@) dxdy = n. Facendo tendere £ a +oo0 nella (3.7) e usando il
teorema del confronto (carabinieri) si ottiene che il limite (3.6) esiste. L’integrale al centro della
(3.7) si pud riscrivere usando il teorema di Fubini (ricordiamo che e~ = ¢=*"¢7%);

2

£ 4 1 4

ffe—(x2+y2)dxdy=f (f e—(x2+y2)dx) dy:f[e_xz dJCf e—y2 dy=(2f e_xz dx) .
-t \J-C - -0 0

Ry
2,2 L 2

7= lim ffe_(x ) dxdy = lim (2f e” dx)
{—+00 —+o0 0
Ry

da cui segue

Quindi

2 2

¢
:(2 lim f e dx) ,
{—+o0 0

00 4
f e dt= lim | e dx= ﬁ,
o 2

t—+o0 Jo

come volevasi dimostrare.

3.2.6 Integrali doppi dipendenti da un parametro (integrali doppi parametrici)

Riprendiamo ora quanto fatto nel capitolo 1 estendendolo al caso degli integrali doppi.

Sia Q C R? un insieme limitato. Data f: D x Q C R" x R> — R continua limitata, definiamo
G: D — R ponendo

G(x) := ffgf(x,y) dyidy,, xeD.

Per quanto riguarda la continuita di G, nel caso in cui Q ¢ un rettangolo otteniamo subito la
seguente

Proposizione. Sia D C R” un aperto, Q = [a,b] X [¢,d] C R2 e sia f limitata e continua. Se G ¢
come sopra, allora ¢ continua.

Dimostrazione. Osserviamo che la funzione h: D X [¢,d] > R

h(x,yl):=ff(x,y1,yz)dyz

¢ continua per il teorema di continuita per integrali parametrici del capitolo 1. Siccome, per il
teorema di riduzione (Fubini)

b ' b
G(x)=f (f f(x,yhyz)dyz) dy, =f h(x,y1)dy1,

= 7 . - . . . . P .
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56 Capitolo 3. Integrali doppi

si ha che G & continua ancora una volta per il teorema di continuita per integrali parametrici del
capitolo 1. O

Se chiediamo che € sia un insieme piu generale, la situazione si complica un po’. Nel caso in cui 2
sia misurabile e f sia uniformemente continua* possiamo facilmente modificare la dimostrazione
del lemma di continuita per integrali parametrici del capitolo 1. Denotiamo con B (xp) la palla in
R™ di centro xg e raggio r.

Lemma (di continuita per integrali parametrici doppi). Sia f: Bl(xp) X Q — R una funzione
uniformemente continua. Allora G: B (x9) — R data da

G(x) = f fQ FCry) dys dya,

Dimostrazione. Osserviamo che f, essendo uniformemente continua, puo essere estesa con con-
tinuita alla chiusura del suo dominio® dunque f, come restrizione di una funzione continua su un
compatto, ¢ limitata.

e continua.

Presi x ed xo in B’ (xp).

1G(x) — Glxo)| = ] f ey dyidya - f fg FGro0.y) dyi dys
< f fg FCe) = Fxouy)| dyi dya.

Per I’'uniforme continuita si ha che per ogni € > 0 esiste ¢ > 0 tale che | f(x,y) — f(xo, y)| < g per
ogni coppia di coppie (x,y) e (xp,y) in B2(xp) X © (con la stessa y come secondo elemento) tali
che [x — xp| < 6.

Dunque, fissato £ > 0, scegliamo ¢ > 0 tale che

E
£ y) = f(x0. )| < oy

dove u,(€2) denota la misura 2-dimensionale di Q. Si ha che

& &
60 =G| = [| 2 dvidya = @) =

Cioe la continuita. O

4Cosa questa che succede, per esempio, se D & limitato e f & la restrizione di una funzione continua su D X Q.
Ricordiamo, infatti, che Q ¢ limitato e dunque Dx ﬁ, essendo limitato e chiuso, ¢ compatto. Una funzione continua su
un compatto ¢ sempre uniformemente continua, e I’uniforme continuita si conserva per restrizioni.

5Questo dovrebbe essere un fatto noto allo studente. In generale, data una funzione uniformemente continua ¢: A C
R* — R, basta porre per ogni x € A,

@(x) = lim ¢(x,)
Xp—X

dove {x,},en € una qualunque successione in A convergente a x € A. Lesistenza di tale limite segue dalla completezza di
R e dal fatto che {¢(x;)},av forma una successione di Cauchy. Si verifica che la funzione ¢ cosi definita € un’estensione
continua della ¢.

= 7 . . . . . . p .
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3.2. Integrale doppio su un arbitrario insieme limitato 57

Il lemma ci permette rapidamente di condiderare domini aperti.

Teorema (di continuita per integrali parametrici doppi). Sia D € R" aperto e sia f: DX Q — R
una funzione uniformemente continua e limitata con Q misurabile. Allora G: D — R data da

G(x) = f fg FCr,y) dys dys,

Dimostrazione. Basta osservare che per ogni xo € D si puo trovare r > 0 tale che B(xg) € D.
Allora, per il lemma, G ¢ continua in xo. La tesi segue dall’arbitrarieta di xo. |

e continua.

Una conseguenza immediata ¢ che se f, D e Q sono come nel teorema, allora

lim f f FCr,y) dyy dys = f f lim £(x,y) dy dys = f f FGxo,y) dys dya,
X—X0 Q Q X—X0 Q

formula che esprime il passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Studiamo ora la derivabilita e la differenziabilita della funzione G.

Sia D C R" aperto e siano Q e f come nel teorema di continuita. Posto x = (xy,...,x,) € D, sup-
poniamo che per qualche i € {1, ..., n} la derivata parziale % di f esista e che sia uniformemente
continua per ogni (xi,...,Xx,,y) = (x,y) € D x Q. Essenzialmente la stessa dimostrazione fatta

nel capitolo 1 mostra che vale il seguente teorema:

Teorema (di derivabita per integrali parametrici doppi). Siano f, G, Q e D come sopra, allora la
derivata parziale di G rispetto ad x; esiste continua ed e data da:

oG
B_(X) = fff(x,y) dyidy,, VYxe€D.
Xi Q

Osserviamo che se si suppone che f abbia tutte le derivate % uniformemente continue, i =
1

1,...,n, allora tutte le derivate % esistono continue in D. Ne segue che G ¢ una funzione C 1
in D. Indicheremo questa questa affermazione con il nome di teorema di differenziabilita per
integrali parametrici doppi.

Se con il simbolo g—f(x, y) si indica la matrice jacobiana di f rispetto alla prima variabile (vetto-
riale) x, allora per la matrice jacobiana G’(x) si ha la seguente espressione

0
G'(x) = ff a—f(x,y) dy dy,
Q 0X

dove I'integrazione ¢ da intendersi elemento per elemento.

®Come nel capitolo 1 ricordiamo che esistono teoremi piu forti di passaggio al limite sotto il segno di integrale ma
vanno oltre lo scopo di queste lezioni.

= 7 . - . . . . p .
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58 Capitolo 3. Integrali doppi

3.3 Integrali doppi generalizzati

Ci limitiamo ad insiemi aperti. Le funzioni considerate in questo paragrafo sono sempre
continue.

Sia A C R? un aperto non necessariamente limitato. Diremo che f : A — R & una funzione local-
mente integrabile in A se e solo se ¢ integrabile in ogni sottoinsieme chiuso, limitato e misurabile
(secondo Peano-Jordan) di A. Diremo poi che f ¢ assolutamente integrabile in A se e solo se per
ogni € > 0 esiste B, C A chiuso, limitato e misurabile tale che

‘ f Fx,y) dxdy - f f F(x,y) dxdy
D B,

per ogni D chiuso, limitato e misurabile tale che B, € D C A.

<eg,

Teorema Se la funzione f ¢ assolutamente integrabile, allora anche |f] lo ¢.

Teorema Se f & assolutamente integrabile su A C R? allora esiste un numero, denotato con
f fA f(x,y)dxdy, con la proprieta che, per ogni £ > 0 esiste C. chiuso, limitato e misurabile tale

che
‘fAf(x,y)dxdy— ffo(x,y)dxdy‘ <e

per ogni A chiuso, limitato e misurabile tale che C, € D C A. Inoltre

ff f(x,y)dxdy = lim ff f(x,y)dxdy,
A n—oo A,

dove {A,} ¢ una successione di insiemi aperti limitati e misurabili tali che A, C A,;1 e U, | = A.
Teorema Se il supporto di f ¢ limitato, allora f ¢ assolutamente integrabile.

Teorema Supponiamo che f sia una funzione non negativa localmente integrabile sull’aperto A.
Allora f ¢ assolutamente integrabile se e soltanto se esiste M > 0 tale che

N ey

per ogni D limitato, chiuso e misurabile contenuto in A. In questo caso,

f f f(x,y)dxdy = sup { f f f(x,y) : D limitato e chiuso contenuto in A}
A D

Teorema Supponiamo che f sia una funzione non negativa localmente integrabile sull’aperto A.
Sia {A,} una successione di insiemi aperti limitati misurabili tali che A, € A,;1 e U, = A.
Allora f ¢ assolutamente integrabile e

fff(x,y)dxdy = lim ff f(x,y)dxdy
A = JJa,

se questo limite esiste ed ¢ finito.

<M

= 7 . R . . . .
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3.3. Integrali doppi generalizzati 59

Si pud anche dimostrare che f € assolutamente integrabile su A (aperto misurabile) se e solo
se lo sono le sue parti positiva e negativa’. In tale caso, si ha

f f f(x,y)dxdy = f f [T (x,y)dxdy — f [ (x. y)dxdy.
A A A

Vediamo un po’ di esempi.

Esempio Studiamo ’integrale doppio generalizzato

ff _ dxdy
(xz + yz)a

dove D = {(x,y) € RZ: x% + y2 > 1}. Consideriamo, per ogni r > 1,

ff dxdy
I —
c, (xz + y2)a

dove C, = {(x,y) € R? : 1 < x> +y? < r?}. Passando a coordinate polari, si ottiene,

271 r n 2(l-a) _ 1 sea # 1,
I, = f d@f pi2edp = | T ) sea
0 1 2rnlnr sea = 1.

Consideriamo il limite di I, per » — oo. Si ha che

lim 7, = { =@

r—00

L Sea>1,
+o0 Sea <.

Dunque la funzione ¢ assolutamente integrabile su D se e solo se @ > 1.

Esercizio Studiare I’integrale generalizzato

ff a’xdy
p (X% +y?)7

dove D = {(x,y) e R? : x> + y* < 1}.
Esempio Calcoliamo

ff e (@Y dxdy.
R2

Per il teorema precedente, si puo calcolare questo integrale come il seguente limite:

. (22
lim H e~ dxdy.
=00 JJx2+y2<r?

"Ogni funzione f pud essere scritta come differenza di funzioni non negative: posto

If)l + f(x) If)l = f(x)
2 ’ 2

[ = f(x):=

si ottiene f(x) = f*(x) — f~(x). Le funzioni f* ed f~ sono dette rispettivamente parte positiva e parte negativa di f.

= 7 . - . . . . p .
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60 Capitolo 3. Integrali doppi

Ora, con un cambiamento di variabili, si vede che

ffz 202 e_(xz+y2)dx‘ly =x(l-e").
X +y-<r

ff ¢ dxdy = lim ff e dxdy = lim 7(1 - ) = .
R2 r=00 JJx24y2<r? e

Osserviamo che questo ci permette di calcolare (in modo un po’ pilt semplice di come avevamo

. . . 00 2 . . . . ..
fatto sopra) I'integrale improprio f_ ¢ " dr. Infatti, (Attenzione! giustificare bene, per esercizio,
1 prossimi passaggi)

00 00 00 2
= ff ) dxdy = f e dxf e dy = (f e dt) i
R2 —00 —00 —00

2 .
Dunque L 0:0 e dt = +[m. Osserviamo anche che

\/J_r:f e_tzdt=2f e dt
—o0 0

Dunque,

quindi [ e dr = L.

Esercizio Calcolare

f f e dxdy
D

dove D = {(x,y) e R? : x > 0,y > 0}.

3.4 Formule di Gauss-Green nel piano

3.4.1 Curve e catene di Jordan

Ricordiamo che una curva parametrica y : [, b] — R si dice semplice se esistono al pili due punti
con la stessa immagine, e quando ci0 accade tali punti sono soltanto gli estremi a e b dell’intervallo
di definizione (in tal caso la curva si dice chiusa).

Un sottoinsieme di R? si dice una curva di Jordan (si pronuncia “giordan”, con 1’accento tonico
sull’ultima sillaba) se ¢ il sostegno (cio¢ I’immagine) di una curva semplice e chiusa. Il pit banale
esempio di curva di Jordan ¢ costituito da una circonferenza. Un altro semplice esempio & dato
dalla frontiera di un rettangolo.

Enunciamo, senza dimostrazione, un famoso risultato topologico dovuto al matematico francese
Camille Jordan (1838-1922). Risultato tanto intuitivo quanto non banale da provare (come molti
teoremi di Topologia).

= 7 . . . . . . p .
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3.4. Formule di Gauss-Green nel piano 61

Teorema di Jordan. Il complementare di una curva di Jordan é unione di due aperti connessi,
disgiunti, la cui frontiera e la curva stessa. Uno dei due aperti, detto “insieme dei punti racchiusi
dalla curva”, e limitato; I’altro, detto “insieme dei punti esterni alla curva”, e illimitato.

Una curva di Jordan si dice una catena di Jordan se ¢ decomponibile nell’unione di un numero
finito di archi regolari (la decomposizione, ovviamente, non ¢ unica). Ad esempio, la frontiera di
un triangolo ¢ una catena di Jordan, cosi come lo ¢ una circonferenza. Non tutte le curve di Jordan
sono catene. Esistono infatti curve di Jordan cosi irregolari da non contenere archi regolari. Una
di queste ¢ la frontiera frastagliata della cosiddetta isola di Koch (un noto frattale).

Definizione. Un sottoinsieme compatto X di R? si dice una placca piana se la sua frontiera 9X &
una catena di Jordan. Pil1 in generale, diremo che un insieme compatto e connesso X C R” & una
lamina (piana) se la sua frontiera X ¢ costituita da un numero finito di catene di Jordan a due a
due disgiunte. La frontiera (siamo in R2) di una lamina si dice anche bordo.

Ovviamente una placca ¢ anche una lamina, ma non viceversa. Ad esempio, una corona circolare ¢
una insieme delimitato da due catene di Jordan (nella fattispecie, due circonferenze concentriche),
e quindi ¢ una lamina (con un buco), ma non ¢ una placca; mentre i quadrati, i cerchi e i triangoli,
essendo delimitati da una sola catena di Jordan, sono placche, oltre che lamine (senza buchi). Le
lamine, insomma, non sono altro che placche con eventuali fori. I fori, pero, devono essere fatti
bene: devono essere delimitati da catene di Jordan a due a due disgiunte (non deve capitare che
due fori abbiano punti di frontiera a comune). In una placca, un foro come I’isola di Koch non fa
una lamina: la frontiera non € una catena di Jordan.

Si osservi che le placche sono insiemi connessi (¢ una conseguenza del Teorema di Jordan). Si
potrebbe provare, ma non lo facciamo, che sono addirittura semplicemente connessi. Le lamine,
invece, se hanno dei buchi, non sono insiemi semplicemente connessi (si ricorda, pero, che per
definizione sono insiemi connessi, e anche compatti).

Una singola catena di Jordan pud essere orientata in due modi, a seconda del senso di percorrenza:
orario o antiorario. Quindi, un insieme costituito da n catene di Jordan a due a due disgiunte
(come, ad esempio, il bordo di una lamina) puo essere orientato in 2" modi (due per ogni curva).

In modo un po’ informale, data una lamina X C R2, definiamo I’ orientazione indotta da X sulla sua
frontiera (detta anche orientazione canonica del bordo) nel modo seguente. Osserviamo che per
ogni punto di dX, eccettuati al pili i punti che corrispondono alle “giunzioni” degli archi di curva
da cui & costituito X, risulta univocamente determinato il vettore n di R? ortogonale al bordo di X
e orientato in modo da puntare verso I’esterno di X. L’ orientazione del vettore tangente t (in quei
punti) & scelta in modo tale che la coppia di vettori (n, t) formi una base positivamente orientata
del piano (vale a dire che 1’orientazione ¢ coerente con quella stabilita dalla scelta dei vettori i e j
degli assi). In altre parole, se n = nji + nyj e t = #1i + 12, si chiede che

det(n1 t1)>0.
ny bH

Notiamo che I’ orientazione del bordo di una placca dipende da come sono state scelte quelle degli
assi (cioe dall’orientazione del piano).
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62 Capitolo 3. Integrali doppi

X

La base (n, ty di R? corrisponde a (i, j) mediante una rotazione.

Per convenzione, con la scelta consueta dei versori i e j, data una lamina X C R?, lorientazione
indotta da X sulla sua frontiera si ottiene percorrendo dX in modo che X si trovi sul lato sinistro e
il complementare di X sul lato destro. Per esempio, I’ orientazione indotta da una corona circolare
sulla sua frontiera ¢ antioraria sulla circonferenza esterna e oraria su quella interna. In parole
povere il bordo di una lamina X si percorre in senso antiorario lungo la curva di Jordan che
racchiude X (in base al Teorema di Jordan) e in senso orario lungo la frontiera degli eventuali fori.

Per comprendere meglio la suddetta costruzione (non ortodossa) di orientazione indotta, si pensi
al concetto di riva sinistra (o destra) di un fiume. D’altra parte, bisogna accontentarsi dell’idea
intuitiva, perché la definizione formale richiederebbe concetti topologici troppo avanzati per il
livello del corso. Purtroppo, le definizioni informali dei concetti non consentono dimostrazioni
formali dei teoremi che utilizzano detti concetti.

N

Da ora in poi, per semplicita di linguaggio, diremo che una funzione f:A — R* ¢ C" (0 C*) su
un insieme A di R* (non necessariamente aperto) se ¢ C" (o C*) suun aperto U contenente A. Ad
esempio, la funzione f(x,y) = X+ y2 ¢ C™ nel quadrato Q = [0, 1] X [0, 1] perché in realta ¢ C*
in tutto R2, che & un aperto contenente Q.

3.4.2 Formule di Gauss-Green e teorema della circuitazione

Il seguente risultato rappresenta per gli integrali doppi quello che per gli integrali semplici ¢ la
formula fondamentale del calcolo integrale. Sotto opportune ipotesi, infatti, I’integrale doppio
dipende soltanto da cio che accade sulla frontiera dell’insieme di integrazione (cosi come un
integrale semplice dipende soltanto dai valori assunti negli estremi dell’intervallo di integrazione
da una primitiva della funzione integranda).

Teorema (formule di Gauss-Green nel piano). Siano A(x,y) e B(x,y) due funzioni di classe C Usu

una lamina X € R2. Allora
0B
ff a—(x,y)dxdy = f B(x,y)dy,
x 0X )¢

A
ff O yydxdy = —f Alx,y)dx,
x Oy ox

dove l'orientazione di 0X ¢ quella indotta da X.

(3.8)
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Osserviamo che le formule (3.8) possono essere riscritte in termini di integrali non orientati nel
seguente modo

OB 0A
ffxa(x,y)dxdy:fa‘x(g)-‘rds, f\[){a—y(x,Y)dXd)’:—‘faX(é)'Tds

La dimostrazione di questo teorema nel caso generale richiede un certo sforzo. Noi ci limitiamo
al caso importante dei domini semplici con frontiera “liscia”.

Dimostrazione per domini y-semplici. Sia X C R? I’insieme

X={(xy):a<x<bei(x) <y<@n)

con ¢ : [a,b] = R, ¢2: [a,b] — R funzioni C! tali che ©1(x) < po(x) per ogni x € [a, b].

y
2 2
V2
Vi
C1 #1
|
¢ ¢
a b X

Consideriamo le seguenti 4 curve regolari:
cr : a®=(te@), te€lab]
et o=t eAD), 1€la,b]
vi 2 i) = (a,1), 1€ [pi(a), p2(a)]
vo o () =(b,1), t€lpi(b),pa(b)]

La frontiera 0X, con I’orientazione positiva, € costituita dalla concatenazione ¢y ov; o c; ov] dove
I’esponente “~” indica che la curva ¢ percorsa in senso inverso rispetto alla parametrizzazione.
Allora,

b b
LX A(x,y)dx = f A(t, 1(1)) dt — f A(t, pa(2)) dt. 3.9

perché I’integrale in dx lungo le curve verticali v; e v, sono ovviamente nulli. Usando le formule
di riduzione ed il teorema fondamentale del calcolo si ha

0A P oA b
[ Grenaxar= | ( | —(x,y)dy) dr= [ (Ao - A1) d
X ay a @1(x) ay a

Confrontando con la (3.9) otteniamo la seconda delle (3.8).

= 7 . - . . . . p .
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64 Capitolo 3. Integrali doppi

Similmente,
f Blx.y)dy
17).4
b 2(b) b p2(a)
= f B(t, ¢1(0)¢) (1) dt + f B(b,t)dt - f B(t, p2(1)) (1) dt — f B(a,t)dt.
. ‘ (3.10)
¢1(b) e1(a)
b w2(b) v2(a)
- [ (om0~ B eapo)ar+ [ swna- [ sana
¢ ) pr(a)

Usando ancora le formule di riduzione e la (1.4) (a pagina 6) otteniamo

oB 29 9B
ff —(x,y)dxdy =f (fp —(x y)dy) dx
x O0x a \Jpi) 0x
p2(b) w2 (a)

b
= f (Bt 01(0) (1) = B(t, @2(0))} (1)) dt + f B(b, 1) dt - f B(a, 1) dL.

e1(b) ei(a)
Confrontando con la (3.10) otteniamo la prima delle (3.8). O

La dimostrazione per i domini x-semplici ¢ lasciata agli studenti. Una volta che cio sia stato fatto,
la proprieta di additivita rispetto al dominio di integrazione permettera di dedurre la validita delle
(3.8) per domini che possano essere rappresentati come unione finita di domini x- e y-semplici.

Il risultato che segue ha un’importante interpretazione fisica (che gli studenti avranno modo di
incontrare, in una formulazione pil generale, studiando elettromagnetismo) e si ottiene sommando
le due formule di Gauss-Green.

Teorema (della circuitazione nel piano). Siano A(x,y) e B(x,y) due funzioni di classe C U su una

lamina X € R2. Allora
0B 0A
f Adx + Bdy = ff(— - —) dxdy,
X dy

dove ’orientazione di 0X é quella indotta da X.

La formula del teroema pud anche essere scritta usando gli integrali non orientati:

0B O0A
f ’g ‘rds—ff(———)dxdy
0X

Osservazione. Dal teorema della circuitazione, ponendo A = 0 o B = 0, si ottengono, come casi
particolari, le due formule di Gauss-Green.

= 7 . - . . . . p .
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3.4. Formule di Gauss-Green nel piano 65

Come aiuto per la memoria si osservi che formalmente

0 0
det(% a—y):aB aA

A B ax  dy

quindi la formula del teorema di circuitazione si puo scrivere come segue:

9 0
fAdx+de —ffdet( ox oy )dxdy,
(2.4

Sia v: X — R? un campo vettoriale C' sulla lamina piana X C R2. Se v = (}!) allora, per il
teorema della circuitazione,

0 0
fv TdS—f vidx+wvydy = ff(ﬁ—ﬂ)dxdy,
X X dy

dove 1 ¢ il versore tangente a X coerente con 1’orientazione positiva. Come vedremo nel Capitolo
5, questa formula & un caso particolare del teorema della circuitazione nello spazio. Infatti, il
membro destro di questa eguaglianza ¢ il flusso attraverso X (vista come superficie nello spazio)

del campo vettoriale
vi(x.,y,2)
(x,y,2) (Vz(ﬁsy,z))

Osservazione. Se si scelgono A e B in modo che la funzione

0B 0A

ox Oy

valga 1, allora I’integrale curvilineo

fAdx+de:f (4)-7ds
X 1.4

rappresenta 1’area di X. I casi pitt importanti sono i seguenti (ma si potrebbero fare infinite altre
scelte):

] Scelta per A e B \ Formula per I’area \ espressa in ds \

1
A=-y/2,B=x/2 ,u(X)zifa xdy—ydx | 3 [ (?)-7ds
X

A=0,B=x ,U(X)=f xdy fax(g)-fds
)¢

A=-y,B=0 ﬂ(X):_L ydx fax(—oy).rds
X

Tra i tre casi, il secondo (quello con A = 0 e B = x) ¢ particolarmente significativo in termo-
dinamica, dove al posto della x ¢’¢ p (la pressione) e al posto della y c’¢ v (il volume). In tal
caso 'integrale curvilineo da il lavoro compiuto in un ciclo termodinamico; lavoro che coincide

= 7 . - . . . . p .
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66 Capitolo 3. Integrali doppi

con I’area racchiusa dal ciclo stesso (gli studenti avranno modo di incontrare tali concetti in altri
corsi).

Esercizio. Calcolare I’area di un cerchio mediante un integrale curvilineo.
Esercizio. Calcolare 1’area di un’ellisse mediante un integrale curvilineo.

Esercizio svolto Si consideri nel piano la curva y di equazione polare p = f(6), 8 € [0, 2x], con f
una funzione 27-periodica. La curva ¢ ovviamente chiusa. Si calcoli I’area della parte D di piano
da essa racchiusa, mostrando che

1 27 )
uD) = 3 f [f(O)]” db.
0
Svolgimento. Posto x = pcos 6 e y = p sin 6§, abbiamo che la curva y ha equazioni parametriche

v(0) = (f(B)cos b, f(O)sind), 6 ¢€[0,2r].

Usando la prima delle formule nella tabella otteniamo

21
u(D) = %L (f(@)cos O(f'(9)sin @ + f(0) cos ) — f(8) sinO(f'(0) cos @ — f(0)sinH)) dd

2 21
_ L [F(®)1*((cos 0)* + (sinH)?) db = 1 f [£(6)]* db.
2 0 2 0

Come volevasi dimostrare.

Dato un sottoinsieme D C R? il suo diametro & per definizione dato da

diam(D) := sup{”p - q“ 1 p.qE€ D}.

Osservazione. Si consideri la curva C descritta dall’equazione polare p = f(6), 6 € [0, x], con
f(6) = f(0+m) (in modo tale che C ¢ una curva chiusa). Chiaramente C & contenuta nel semipiano
y > 0. Procedendo come nell’esercizio sopra, posta D la regione racchiusa da C, si ottiene

1 (" 1((? u
u(D) = 5 f LF(0))* d6 = 5( f LFO))* d6 + f [f(H)]2d9)=
0 0 %r

=2 fo : (tr@r? + 17 (0 + 3)1) o

L’ultime eguaglianza si ottiene con un cambiamento di variabile. Osserviamo che [ f(@)]2 +
Lf (0 + g)]2 ¢ il quadrato dell’ipotenusa del triangolo rettangolo individuato dall’origine e dai

punti (in coordinate polari) (f(6),6) e ( f(O+%),60+ ’%),

= 7 . N . . . . p .
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3.4. Formule di Gauss-Green nel piano 67

Si ha che

diam(D)? > [fO) + [f (9 + g)]z.

Combinando questa disuguaglianza con la formula ottenuta per (D), si ottiene la seguente disu-
guaglianza che lega u(D) con diam(D) detta disuguaglianza isodiametrica:

diam(D) 2
2

u(D) < ﬂ(

Osserviamo che la procedura qui descritta puo essere generalizzata (usando se necessario un cam-
biamento di coordinate) a qualunque regione piana limitata. Notiamo inoltre che il minore o
uguale che compare nella disuguaglanza isodiametrica non puo essere sostituito da un minore
stretto. Infatti, se D ¢ un disco di diametro d, abbiamo esattamente u(D) = nd? /4.

Osservazione. Sia X C R? una lamina. Possiamo trovare una formula per il suo baricentro che usa
soltanto integrali curvilinei. Questo tipo di relazione ¢ utile quando X & data in termini della sua
frontiera. Come nel caso dell’osservazione precedente riguardante I’area si possono fare scelte
diverse per A e B. Di seguito presentiamo una formula che ci sara utile piu avanti.

1 1
= — dd = —— dd
e u(&ffxx e e u(X)fny o

Scegliendo A(x,y) = —xy e B(x,y) = x2 abbiamo, con facili calcoli,

Sappiamo che

1

2
Xc = —— x“dy — xydx. (3.11)
3u(X) Jox-+
Analogamente, per A(x,y) = y> e B(x,y) = —xy,
1 dy-y*d
YC = T~ xyay—y-dx.
3u(X) Jox+

Se calcoliamo p(X) con una delle formule per I’area ottenuta nell’osservazione precedente, otte-
niamo il baricentro di X in termini di integrali curvilinei lungo la frontiera.

Osserviamo che se w = A(x, y)dx + B(x,y)dy ¢ una forma chiusa su un dominio D (non semplice-
mente connesso) la cui frontiera ¢ costituita dalle curve (di Jordan) o e C, come in figura

Catirdt Sttt Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritto dell’ autore . Q%ymz,mmméz Al 25 lgglts: 2027



68 Capitolo 3. Integrali doppi

allora, con le orientazioni indicate,

- [ 3-8)- o e o

Questo permette di calcolare in modo comodo, facendo un cambiamento di curva, alcuni integrali
curvilinei. Per esempio, applichiamo queste considerazioni alla forma

X

) dy.

X2 +2 X2 +2

Prendendo C come una circonferenza di raggio positivo arbitrario centrata nell’origine, vediamo
che I'integrale curvilineo su una qualunque curva di Jordan che racchiuda I’origine deve essere
zero. Come abbiamo gia visto questo implica che w ¢ esatta.

3.4.3 Teorema della divergenza nel piano e formule di integrazione per parti

Sia v: U — R? un campo vettoriale C!, U C R? aperto, dato da

v(x, y) = (Vl(x, )’), VZ(x> y))’

si definisce la divergenza come segue:

vy 0wy
+

leV:a a—y

(Vedremo piu avanti una definizione piu generale.) Con questa notazione, se X € U ¢ una lamina,

ffdivvdxdy=f vadx —vidy 3.12)
X 0X

dove I’orientazione di X ¢ quella indotta da X. Osserviamo che se ¢ — y(#) ¢ uno degli archi di
curva regolari che delimitano X (con I’ orientazione indotta da X) allora

Y®
e IR

¢ il versore tangente che punta nel ‘verso positivo’ mentre

1 (—vg(t)
Ol \ v, ()

J = n60)
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3.4. Formule di Gauss-Green nel piano 69

rappresenta il versore normale ‘esterno’ a X nel punto y(f) € 0X.
y

7(y(t)) n(y(ty))

y(to)

Con questa notazione vale la seguente identita tra espressioni differenziali: vo dx—vi dy = v-nds.
Allora, se si denota con n il versore normale esterno in ogni punto di 0X, la formula (3.12) diventa

ffdivvdxdy=f v-nds. (3.13)
X )¢

che € nota come Teorema della Divergenza nel piano. La quantita a secondo membro ¢ detta anche
flusso di v attraverso X (con I’ orientazione scelta).

Se nelle formule di Gauss-Green si pone A(x,y) = B(x,y) = u(x, y)v(x,y) con u e v funzioni C 'su
X, si ottiene

0 0
f f V(x,y)a—u(x,y)dxdy = f u(x, yv(x,y)dy — f f u(x,y)—v(x,y) dxdy,
X X )¢ X 0x

f f v ey dxdy = - f u(x, Y)W(x, y) dx — f f uGe,) 2 (x, ) dxdy,
X Gy 0X X ('3y

che ricordano da vicino la formula di integrazione per parti incontrata in Analisi Matematica 1.

Con un’operazione simile a quello che abbiamo fatto per il teorema della divergenza, possiamo
scrivere le due formule precedenti in modo piu sintetico: Peri = 1,2,

ff v(x)%(x)dxl dx, = f u(x)v(x)nids—ff u(x)ﬂ(x)dxl dx; ,
x  0x ox x  0x

dove x = (x1,xp) e n; denota la i-sima componente della normale esterna a X. Questa ¢ la
cosiddetta formula di integrazione per parti per gli integrali doppi.

Notiamo che posto v(x) = 0 nella formula precedente otteniamo la seguente versione delle formule

di Gauss-Green:
0
ﬂ —u(x)dxl dx, = f ux)ymds, i=1,2.
x 0x; ox

8Notiamo che, per ogni ¢, la matrice di cambiamento di coordinate

i.J) = (t0®), n(0))

¢ ortogonale, in particolare ¢ una rotazione (cio¢ non c’¢ ribaltamento del piano) infatti, det (T | n) =1.

= 7 . - . . . . p .
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70 Capitolo 3. Integrali doppi

Questa formula, che ricorda da vicino il teorema fondamentale del calcolo, ha il pregio di chiarire
il significato dei segni che compaiono nelle (3.8).

Osserviamo che le formule di integrazione per parti, il teorema della divergenza, quello di circui-
tazione e le formule di Green sono, in effetti, tutte affermazioni equivalenti tra di loro nel senso
che ognuna di esse si pud ottenere da una qualunque delle altre (non ¢ difficile da verificare).

3.4.4 Appendice: la formula di coarea nel piano

Citiamo infine la formula seguente detta di coarea®. La si pud interpretare come una specie di
versione “curvilinea” del teorema di riduzione. Sia A C R? un insieme apertoe g : A — [a, b] una
funzione C? su A. Sia inoltre f : A — R una funzione integrabile. Allora

b
f f f0)||Ve(x)||dxi dxa = f ( f f(x)ds)dt.
A a g

Qui x = (x1, x2) e l'integrale che compare dentro la parentesi a secondo membro ¢ un integrale
curvilineo di prima specie sulla curva g~!(r). Si puo infatti dimostrare!® che I’insieme dei ¢ ap-
partenenti ad [a, b] tali che g‘l(t) non ¢ (localmente) il sostegno di una curva regolare ha misura
nulla. Per tali ¢ infatti deve esistere x € A tale che g’(x) = 0.

Una conseguenza interessante ¢ la seguente: Chiamata B(X,r) la palla di centro X e raggio r e
posto g(x) = ||x — X|| si ha

r

fff(x)dxldxz: f f(x)dxldxz:f f f(x)ds |dp.

B(xr) BEA\(E} 0 \0B(xp)
Qui, x = (x1, x2).

Per esempio, calcoliamo il momento di inerzia rispetto all’origine di un semidisco di centro 1’o-
rigine e raggio 4 avente densita 6(x,y) = y. Per p € [0, 4], ricordando la definizione d’integrale
curvilineo, si ha

T
f y(x2 + yz) ds = f p4 sin(6) do = 2p4,
AB(%.p) 0

quindi il momento di inerzia richiesto vale

Esercizio. Calcolare
ff /X0 + ¥0 dxdy,
D

9Si tratta in effetti di un caso piuttosto particolare della “vera” formula di coarea.
0Vale il seguente caso particolare del Lemma di Sard: Sia A € R”" aperto e g : A — R una funzione C". Se
C={xeA: g (x)=0}allorau(g(C)) = 0.

= 7 . - . . . . p .
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3.4. Formule di Gauss-Green nel piano 71

dove D = {(x,y) € R? : x* + y* < 1}. (Suggerimento: Usare la formula di coarea con f(x,y) = 1 e
glxy) = x* +y*

[z - . Lo . . . . )
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Capitolo 4

Integrali tripli

4.1 Integrali tripli su parallelepipedi

4.1.1 Partizioni puntate, funzioni integrabili e proprieta fondamentali

Una partizione di un parallelepipedo
Q = [a1,b1] X [az, b] X [a3,b3] C B

¢ una terna p = (py, p2, p3) di partizioni degli intervalli [ay, b1], a2, b2] € [as, b3], rispettiva-
mente. Date tre partizioni, p1 = {x0,X1,... %y} di [a1,b1], p2 = (Yo, Y1,...Yn,) di [a2,b2] €
P3 =1{20,21, ... 2n;) di [a3, b3], il parallelepipedo Q viene suddiviso in njnyn3 sottoparallelepipedi

Oijie = [xi—1, xi] X [yj-1,y;1 X [2k-1, 2]

di volume p(Q;jx) = (x;i — xi—1)(y; — ¥j-1)(2k — Zk—1)- In ogni parallelepipedo Q;jx scegliamo un
punto ¢;jx. L’insieme s dei punti ¢;j si dice una scelta di punti nella partizione p = (py, p2, p3)
di Q. Ogni parallelepipedo Q;jx della partizione col punto c;jx scelto si dice un parallelepipedo
puntato. La coppia @ = (p, s), costituita dalla partizione p = (p1, p2, p3) di Q e dalla scelta s,
si dice una partizione puntata di Q. 1l parametro di finezza di @ = (p, s), denotato con |/, € la
massima ampiezza dei lati di tutti 1 possibili parallelepipedi individuati dalla partizione p.

Sia f(x,y,z) una funzione definita in Q. Ad ogni partizione puntata @ = (p, s) di Q possiamo
associare il numero

Si@) = D, fleyou(Qip),

i,j,k)eK

dove la terna di indici (i, j, k) varia nell’insieme
K={Gjk)eN>:1<i<nm, 1<j<nm, 1<k<ns).
Intuitivamente 1’integrale triplo (secondo Cauchy-Riemann) in Q della funzione f ¢, quando esi-

ste, il valore limite che si ottiene facendo tendere a zero i lati dei sottoparallelepipedi individuati

72



4.1. Integrali tripli su parallelepipedi 73

dalle possibili partizioni puntate di Q. Diremo infatti che il numero / & I'integrale triplo di f in
Q se, fissato un “errore” € > 0, esiste un § > 0 tale che, comunque si assegni una partizione
puntata @ con parametro di finezza |a| (ci¢ la massima lunghezza deli spigoli degli elementi della
partizione) minore di 6, la somma S ¢(@) sopra definita dista da / meno di &. Se cio accade, si
scrive

lim S () =1

la|—0
e la funzione f si dice integrabile (in Q) secondo Cauchy-Riemann. Il numero / si chiama
integrale (triplo) di f(x,y,z) in Q e si denota con uno dei seguenti simboli:

fo ’ fQ fdu, fQ f(p)dp, fQ f(x,y,2)dxdydz,
I fffran [[] roan [[] recoasivas.

E ovvio che il numero
I= ff f(x,y,2) dxdydz
0

non dipende dai simboli usati per indicare le variabili. Ad esempio al posto di x, y e z si possono
usare le lettere u, v e w (il limite di S ¢(a) per || — 0 non cambia).

Un sottoinsieme di R? si dice trascurabile (in R3) se per ogni £ > 0 pud essere ricoperto con
una famiglia (al pit) numerabile di parallelepipedi di volume totale minore di €. Si potrebbe
dimostrare che il grafico di una funzione continua di due variabili su un compatto (z = g(x,y), o
x = g(y,2), 0y = g(z, x)) & un insieme trascurabile di R>. Inoltre I’unione di un numero finito (o,
addirittura, di un’infinita numerabile) di insiemi trascurabili € ancora un insieme trascurabile. In
particolare gli insiemi costituiti da un numero finito (o da un’infinita numerabile) di punti sono
trascurabili.

Analogamente a quanto si & visto per gli integrali doppi, una funzione f(x,y,z) € integrabile
in un parallelepipedo Q se e solo se ¢ limitata e I’insieme dei suoi punti di discontinuita e
trascurabile (Teorema di Integrabilita). Inoltre, alterando il valore della funzione integranda
su un insieme trascurabile, il valore dell’integrale non cambia (Teorema di Equivalenza).

Dalla definizione segue facilmente che 1’integrale, quando esiste, ¢ unico (unicita del limite).
Inoltre, dalle note proprieta del limite si deduce che se f e g sono due funzioni integrabili in un
parallelepipedo Q ed a e 8 sono due numeri, allora anche la funzione o f + Sg ¢ integrabile e si ha

[ arsoran=a [[[ ranss [[[ san.

cioeé I’integrale gode della proprieta di linearita. Piu precisamente: ’integrale & un funzionale
lineare sullo spazio vettoriale delle funzioni integrabili (nel parallelepipedo Q).

Sempre dalla definizione di integrale si deduce che se f ¢ integrabile in Q e f(x,y,z) > 0,

Y (x,y,2) € Q, allora
[[fso
)
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74 Capitolo 4. Integrali tripli

e da cio segue (tenendo conto della linearita) la seguente proprieta dell’integrale triplo:

Proprieta di monotonia. Siano f e g due funzioni integrabili in un parallelepipedo Q. Se
[, y,2) < g(x,y,2), Y(x,y,2) € Q, allora

[[e [

4.1.2 Teorema di riduzione

Il risultato che segue riconduce il calcolo di un integrale triplo a due successive integrazioni: una
semplice seguita da una doppia, o una doppia seguita da una semplice.

Teorema riduzione (o di Fubini) per gli integrali tripli. Sia f(x,y,z) una funzione reale in-
tegrabile su un parallelepipedo Q = [a;,b1] X [aa, b2] X [a3,b3]. Allora, quando ha senso,

risulta
b3
ff f(x,y,2)dxdydz = ffdxdy f(x,y,2)dz, 4.1)
0 R az

b3
ff f(x,y,z)dxdydzzf dzf f(x,y,2)dxdy, 4.2)
(@) as R

dove R denota il rettangolo a1, b1] X [ay, by] nel piano xy. Piu esplicitamente,
e Se perogniy € [as, b3] la funzione z — f(x,y,z) e integrabile, allora la funzione (x,y) —
ffalf f(x,y,z)dx ¢ integrabile in R e

b3
ff f f(x,y,2) dxdydz = ff dxdy f f(xy,2)dz;
Q R as

e Se perogni(x,y) € R la funzione di due variabili (x,y) — f(x,y, z) e integrabile in R, allora
la funzione z — f fR f(x,y,2)dxdy e integrabile in [as, b3] e

b3
ff f(x,y,z)dxdydzzf dzf f(x,y,2)dxdy.
(@) as R

La prima formula del Teorema di Fubini afferma che per calcolare I’integrale triplo di f(x,y, z) in
Q ¢ possibile integrare prima in [a3, b3] la funzione f(x,y, z) rispetto alla variabile z, ottenendo

cosi una funzione )
3

g(x,y) = Sy, 2)dz,

ed integrare poi g(x, y) nel rettangolo [a, b1] X [a2, b3].

La seconda formula afferma che si ottiene lo stesso risultato facendo prima I’integrale doppio in
R = [ay, b1] X [ay, by] della funzione f(x,y,z) rispetto alle variabili x ed y, ottenendo cosi una

funzione
h(z) = f f f(x,y,z2)dxdy,
R

ed integrando poi /(z) nell’intervallo [as, b3].

= 7 . L . . . y .
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4.2. Integrali tripli su un arbitrario insieme limitato 75

I diversi modi di affettare il rettangolo [a1, b1] X [a2, b2] X [az, b3]: in rosso per (4.1), in verde per (4.2).

Ovviamente, nel Teorema di Fubini (per gli integrali tripli) i ruoli delle variabili x, y e z possono
essere permutati, ottenendo altre quattro formule di riduzione. In tutto sono sei: due se I’integrale
¢ semplice rispetto a z (come nell’enunciato), due se ¢ rispetto ad y e due se ¢ rispetto ad x.

4.2 Integrali tripli su un arbitrario insieme limitato

4.2.1 Estensione standard di una funzione e definizione di integrale

Definizione. Dato un insieme A di R? e data f(x, y, z) definita (almeno) in A, la funzione
R fley,2) se (x,y,2) €A
Lhxy,2) =
0 se (x,y,2) ¢ A
si chiama estensione standard di f (relativa ad A).

Spesso risultera evidente dal contesto rispetto a quale insieme A si sta considerando I’esten-
sione standard di una funzione f. In tal caso scriveremo f al posto di f,.

Sia f(x,y,z) una funzione di tre variabili definita in un sottoinsieme limitato A di R?. Consideria-
mo un (arbitrario) parallelepipedo Q contenente A. Diremo che f ¢ integrabile in A se ¢ integrabile
in Q la sua estensione standard f. In tal caso I’integrale di f in A si definisce nel modo seguente:

ffff(x,y, 2) dxdydz := ffff(x,y, 2) dxdydz .
A 0

Dal fatto che f & nulla fuori da A si pud dedurre che il secondo integrale non dipende dal
parallelepipedo Q contenente A. Pertanto, la suddetta definizione ¢ ben posta.

Teorema (additivita rispetto all’insieme di integrazione). Supponiamo che una funzione f(x,y, z)
sia integrabile sia in un insieme A che in un insieme B, con AN B = 0. Allora f ¢ integrabile in

= 7 . - . . . . p .
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76 Capitolo 4. Integrali tripli

AUBe

ff f(x,y,2)dxdydz = ffff(x,y, 7) dxdydz + ffff(x,y, z) dxdydz .
AUB A B

Dimostrazione. Fissiamo un parallelepipedo Q contenente A U B e consideriamo, rispettivamente,

le estensioni standard jﬁu 5 ]ﬁ e f; di f relative agli insiemi A U B, A e B. Dal fattoche AN B =0

si deduce facilmente che £, , = f + £. Quindi

I = W= JlJiie o= [1J e [T 8= JlTer+ [T

e cio prova la tesi. |

4.2.2 Formule di riduzione

Sia A C R3 un insieme del tipo

A={(xy,2):(x,y) € B, p1(x,y) <z < ¢2(x,y)},

dove ¢1,¢,: B — R sono due funzioni continue definite in un sottoinsieme compatto B di R?.
Si dice che A presenta il caso semplice rispetto all’asse z, o che ¢ z-semplice, perché ogni retta
parallela a tale asse lo interseca in un intervallo (di estremi ¢ (x, y) € ¢2(x, y), per (x,y) € B). Sup-
poniamo che f(x,y, z) sia una funzione integrabile in A. Per definizione, dato un parallelepipedo
0 =lay, b1] X [az, ba] X a3, b3] contenente A, 'integrale di f in A &

ff f(x, v,2) dxdydz .
0
Dal Teorema di Fubini si ha

by
f f Fx,y.2) ddydz = f f dxdy [ fxy 2z,
Q R as

dove R = [ay, b1] X [aa, by]. Ossia,

ff f(x,y,z)dxdydz = ffg(x,y) dxdy,
A R

dove g: R — R ¢ la funzione definita da

by
glx,y) = f(x,y,2)dz.

as

Osserviamo ora che, per la definizione di £, 1a funzione g(x,y) & nulla se (x,y) ¢ B. Di conse-

guenza,
f f g(x,y)dxdy = f f g(x,y)dxdy + f f g(x,y)dxdy = f f g(x,y)dxdy.
R B R\B B
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4.2. Integrali tripli su un arbitrario insieme limitato 77

Tenendo conto che, dato (x,y) € B, la funzione parziale z — f(x,y,z) & nulla se z non appartiene
all’intervallo [¢1(x,y), ¢2(x,y)], si ha

b3 p2(X.y) P2 (x.y)
g(x,y) = f,y,2)dz = f fx,y,2)dz = f fx,y,2)dz.
a3 P1(x.y) P1(x.y)
Si ottiene cosi la seguente importante formula di riduzione, detta anche formula degli spaghetti
(paralleli all’asse z), valida per gli insiemi che presentano il caso semplice rispetto all’asse z:

02(X,y)
ff f(x,v,2)dxdydz = ffdxdyf f(x,v,2)dz,
A B @1(x.y)

dove B ¢ la proiezione ortogonale di A sul piano xy e ¢, ¢>: B — R sono due funzioni i cui grafici
delimitano A.

Ovviamente si hanno altre due formule degli spaghetti: una con spaghetti paralleli all’asse x e
I’altra con spaghetti paralleli all’asse y. I dettagli sono lasciati allo studente.

Il Teorema di Fubini in R3 ci dice che per calcolare un integrale triplo si pud eseguire prima
un integrale doppio e poi un integrale semplice. Da tale teorema si deduce un’altra formula di
riduzione per il calcolo di un integrale triplo in un insieme limitato A: la formula delle fette.
Anche in questo caso, in realta, si avranno tre formule, a seconda che le fette siano perpendicolari
all’asse z, all’asse x o all’asse y.

Riportiamo la formula delle fette perpendicolari all’asse z. Il compito di scrivere le altre due &
lasciato per esercizio allo studente.

Sia f(x,y,z) una funzione integrabile in un insieme limitato A C R3. Fissato z € R, denotiamo
con
A;={(xy) eR?: (ny.2) € A

la “fetta” (eventualmente vuota) che si ottiene “tagliando” A col piano perpendicolare all’asse
z e passante per il punto (0,0,z). Sia [a,b] un qualunque intervallo contenente la proiezione
ortogonale di A sull’asse z (la scelta pill conveniente si ottiene prendendo a = inf{z : (x,y,z) € A}
e b =sup{z: (x,y,z2) € A}). Allora vale la seguente formula delle fette:

b
ff f(x,y,2)dxdydz = f dz f f(x,y,2)dxdy.
A a A,

Dimostrazione della formula delle fette. Siano, rispettivamente, R ed [a, b] un rettangolo nel
piano xy e un intervallo nell’asse z scelti in modo che il parallelepipedo Q = R X [a, b] contenga
A. Per definizione, si ha

ff f(x’ Y, Z) dXdde = ff f(x, y, Z) dXdde s
A 0

e per il Teorema di Fubini risulta

b
ff f(x,,2) dxdydz = f dz f f(x,y,2) dxdy .
A a R

= 7 . - . . . . p .
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78 Capitolo 4. Integrali tripli

Poiché, fissato z € [a, b], 1a funzione f (x,y,2) ¢ nulla fuori da A, si ottiene

fff(X,y,Z)dXdy = ff f(x,y,Z)dxdy.
R A,
b
ffff(x,y,z)dxdydz = f dsz f(x,v,2)dxdy,
A a A,

e la formula ¢ provata. |

Pertanto

4.2.3 Misura (volume) di un insieme in R*

Definizione. Un sottoinsieme limitato A di R si dice misurabile (secondo Peano-Jordan) quando
¢ integrabile in A la funzione f(x,y,z) = 1. In tal caso, la misura (tridimensionale) di A, detta

anche volume, € il numero
u3(A) = fff dxdydz.
A

Osservazione. Come nel caso degli insiemi trascurabili 2-dimensionali, osserviamo che un insie-
me di misura nulla (quindi misurabile) & trascurabile. Viceversa, un insieme trascurabile che sia
anche misurabile ha automaticamente misura nulla. Non € vero, per0d, che un insieme trascurabile
sia misurabile.

Principio di Cavalieri in 3 dimensioni. Dalla formula delle fette si deduce che il volume u3(A)
di un solido A la cui proiezione ortogonale sull’asse z risulti contenuta in un intervallo [a, b] si
ottiene integrando tra a e b I’area uy(A;) della generica fetta A;. Se 'intervallo [a, b] € troppo
grande, alcune fette A, sono vuote, e quindi, per tali fette, risulta uy(A;) = O (pertanto, tanto vale
scegliere a = inf{z : (x,y,z) € A} e b =sup{z: (x,y,2) € A}).

Il teorema di Fubini (in 3 dimensioni) permette di ottenere una formula utile per gli integrali doppi.
Sia A C R? un insieme limitato misurabile ed f : A — R una funzione positiva e integrabile.
Definiamo

Ari={xeA: f(x)>1) e g = u(Ay).

Supponiamo che la misura 2-dimensionale di A, sia ben definita per tutti i ¢ eccettuato, al pil, un
insieme di misura 1-dimensionale nulla. Sia ora ¢ : [0, +00) — [0, +0c0) una funzione continua,
crescente e C! in (0, +c0) con #(0) = 0. Siccome f ¢ integrabile su A e ¢ ¢ continua, esiste s € R
tale che

sup ¢(f(x,y)) < 5.

(x.y)eA

f & (Dg() di = f & (0 f f 14 (x,y) dxidx | dt
0 0 A

= 7 . R . . . y .
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4.2. Integrali tripli su un arbitrario insieme limitato 79

che, per il teorema di Fubini ¢ dato da

s fxy)
ff f¢'(t)]lA,(x,y)dl dxdy = ff f ¢'(t)dt| dxdy = ff¢(f(x,y))dxdy.
A \o A 0 A

f fA $(f(x, ) dxdy = fo ufeey) e At f(x,y) = 1)) ¢ () dt.

Questa formula, per ¢(t) = t, si riduce al principio di Cavalieri in 3 dimensioni. Infatti, otteniamo
la seguente formula:

Cioe

f fA f(x,y)dxdy = fo u({Gey) € At flx,y) 2 1)) dt. 4.3)

Ricordando I’interpretazione geometrica dell’integrale a destra nella formula sopra come il volu-
me V della parte di spazio compresa tra il grafico di f e il piano xy (detta anche sotfografico di
f), possiamo descrivere questo risultato in modo euristico dicendo che V ¢ la “somma” delle aree
delle sezioni A, ottenute tagliando questa parte di spazi con i piani di equazione z = ¢. Un’altra
interpretazione della formula (4.3) ¢ la seguente: Consideriamo due solidi S| ed S, che sono il
sottografico delle funzioni positive integrabili f; : A — Red f> : B — Rtaliche u(A;) = u(B;) per
ogni ¢t > 0 (eccettuato eventualmente un insieme di musura 1-dimensionale nulla) allora i volumi
dei due solidi sono uguali.

z
h T b
\
|
i
|
----------- 1 JrHEIUNN B,
Al ':/ i \
> SELY T 2\ +t S JIEERB K
8 \ =
P A s mmm S\,
7 ‘\‘ | Q
N
A e —
\\
X — N B

Osservazione. Fissiamo 1 < n < m < 3 e consideriamo la catena di inclusioni R! ¢ R? C R3,
dove R” & incluso in (o ampliato a) R”*! mediante I’aggiunta di una direzione ortogonale a tutto
R"*. Dato un insieme S C R”, questo lo si puod vedere come un sottoinsieme di R™, m > n,
identificandolo con il seguente insieme:

{1 20,0, 0 €R™ 2 (x1,.. . xn) €S,

m — n zeri

Osserviamo che se S ¢ trascurabile rispetto a u;,, allora lo € rispetto u,, per ogni m > n. In effetti,
se § ¢ misurabile rispetto a u,, anche con w,(S) > 0, allora ¢ yu,,-misurabile per ogni m > n e

Mm(S) = 0.
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80 Capitolo 4. Integrali tripli

4.2.4 Cambiamento di variabili in R>

In modo del tutto analogo al caso degli integrali doppi, vale il seguente risultato:

Teorema (di cambiamento di variabili per gli integrali tripli). Sia

o(u, v, w) = (1@, v, w), e2(u, v, w), @3(u, v, w))

un’applicazione continua da un compatto A C R3 in R3. Supponiamo che A e ¢(A) siano misu-
rabili e che ¢ sia C' e iniettiva nell’interno A = A \ 0A di A. Allora, data una funzione f(x,y,z)
continua su @(A), risulta

ff f(x,y,2)dxdydz = ff Fle1(u,v,w), 2(u, v, w), p3(u, v, w)) |det ¢’ (u, v, w)| dudvdw.
A

$(A)

Ancora in modo analogo al caso 2-dimensionale, si ha che il valore assoluto del determinan-
te jacobiano |det¢’(u,v,w)| (ricordiamo che ¢’(u,v,w) rappresenta la matrice jacobiana della
trasformazione) si pud interpretare come un fattore di distorsione dei volumi.

Esercizio. Calcolare il volume di un cono circolare retto di altezza & e raggio di base r.
Esercizio. Calcolare il volume di una sfera di raggio r col metodo delle fette.
Esercizio. Calcolare il volume di una sfera di raggio r col metodo degli spaghetti.

Coordinate sferiche. Ogni punto di R3 \ {(0,0,0)} & identificabile mediante la sua distanza
dall’origine e una coppia di angoli come nel disegno

Z

Si ha p; = psing e quindi
x=picosf =psingpcosd
y=p1sinf = psingsinf
Z=pCOsy

Il determinante jacobiano della trasformazione in coordinate sferiche ¢ dato da

sin ¢ cos 6 sin ¢ sin 6 cos ¢
det| —psingsind psingcosd 0 = p’sing
pcospcosf pcosgsingd —psing
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4.2. Integrali tripli su un arbitrario insieme limitato 81

Esercizio. Calcolare il volume di una sfera mediante le coordinate sferiche.

Coordinate cilindriche. Un altro metodo per identificare i punti di R3 \ {(0,0,0)} & il seguente:
Per ogni punto p € R3\{(0,0,0)} di coordinate (x, ¥, 2) si considera la sua proiezione p’ = (x,y,0)
sul piano xy. Allora p ¢ identificato in modo unico dalle coordinate polari di p’ e dalla sua altezza
z rispetto al piano xy.

"-?p

6 p'o

Si ha dunque che
x=pcosf
y=psiné
z=nh

Il determinante jacobiano della trasformazione in coordinate cilindriche ¢ dato da

cos b sind 0O
det|—psinf pcosf O|=p
0 0 1

I seguenti esercizi chiedono di estendere cio che abbiamo fatto nel caso degli integrali doppi (in
R?) alle analoghe nozioni per gli integrali tripli (in R?).

Esercizio. Enunciare i due teoremi della media per gli integrali tripli.
Esercizio. Provare i due teoremi della media per gli integrali tripli.

Esercizio. Definire il concetto di centro di massa di un solido A € R? di densita 6(x, v,2). Cosa si
puo dedurre dai teoremi della media per cio che riguarda la posizione del centro di massa?

Esercizio. Determinare il centro di massa di una semisfera (omogenea) di raggio r (ossia, deter-
minare la distanza del centro di massa dal centro della sfera).

Esercizio. Definire il concetto di momento d’inerzia rispetto ad una retta di un solido A C R? di
densita 8(x, y, 2).

Esercizio. Calcolare il momento d’inerzia di una sfera (omogenea) di massa m e raggio r rispetto
ad una retta passante per il centro.

Esercizio. Calcolare il volume della sfera n-dimensionale generalizzando la nozione di integrale
triplo.

(2 7 . Lo . . . . .
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82 Capitolo 4. Integrali tripli

4.2.5 1l teorema di Pappo-Guldino per i volumi dei solidi di rotazione

Consideriamo, nel semipiano {(x,y,z) € R3: y =0, x > 0} la regione

D={xy,2)eR 1y=0,z€z0,21], i) < x < (D)},

con f ed f> funzioni continue su [zo,z1] e tali che f1(z) < f>(z) per ogni z € [z0,z1]. Calcoliamo
il volume del solido V generato dalla rotazione di angolo 6y (qui 8y € un angolo compreso tra 0 e
2m) attorno all’asse z della regione D.

u(V) = f f [V dxdydz

Questo integrale ¢ facile da fare usando le coordinate cilindriche:

I1 volume cercato & dato da

x=pcosf, y=psinf, z=/_.

([ [ s

D ={(p,6,0): 0 € 10,60, € [20,21], A < p < SO}

S peaoac =3 [ [t - o] a

Ricordando le formule per il baricentro della figura piana D, si ha che per la sua ascissa x¢ vale
la seguente relazione:

Infatti,

dove

Con facili calcoli,

1 21
poDe = [[ itz =3 [ ae)? - (@] d
Do 2 20
dove Dy = {(x,z2) € R?: (x,0,2) € D} e u, indica la misura 2-dimensionale cioe 1’area.

Confrontando le due formule abbiamo che

u(vV) = f f L dxdydz = Oy xc pa(D),

Osserviamo che 6pxc ¢ la lunghezza dell’arco di circonferenza percorso dal baricentro nella rota-
zione (da 6 = 0 a6 = 6y). Cioe il volume di V ¢ il prodotto della lunghezza dell’arco percorso dal
baricentro per la superficie della regione D. Questa affermazione ¢ nota come secondo teorema
di Pappo-Guldino. Una formula alternativa ¢ la seguente: u(V) = 6pd uy(D) dove d ¢ la distanza
del baricentro dall’asse di rotazione.

< . . . . _ 1
Dal momento che D & un sottoinsieme del piano xz, sihad = ) f fD x dxdz. Dunque,

u(V) =6y ff xdxdz.
D

= 7 . - . . . . p .
Calicld Fotegrale Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritto dell’ autore . Qégmznaﬂwﬂéz AL 2T loglis 2027



4.2. Integrali tripli su un arbitrario insieme limitato 83

Questa formula puo essere utile quando non si abbia un’espressione nota a priori per il centro di
massa.

La dimostrazione fatta vale solo per regioni D che siano z-semplici. Piu avanti ne vedremo una
che vale per regioni descritte da una curva semplice chiusa.

Esempio. Calcoliamo il volume del solido “V generato dalla rotazione di un quarto di giro attorno
all’asse z del quadrato di vertici (1,0, 1), (1,0, -1), (3,0, 1) e (3,0, —1).

Z

Usando la formula del secondo teorema di Pappo-Guldino si ottiene che il volume ¢ dato dal
prodotto dell’area del quadrato, che vale 4, e la lunghezza del percorso del baricentro del quadrato,
che vale gxc. Per motivi di simmetria (xc, yc, zc) = (2,0, 0) quindi, u(V) = 4n.

4.2.6 Integrali tripli dipendenti da un parametro (integrali tripli parametrici)
Riprendiamo ora quanto fatto nel capitolo 1 e nel paragrafo 3.2.6 estendendolo al caso degli
integrali tripli.

Sia Q C R? un insieme limitato. Data f: D x Q C R” x R® — R continua limitata, definiamo
G: D — R ponendo

G(x) = ff f(x.y) dyydy,dys, xé€D.
Q
Per quanto riguarda la continuita di G, nel caso in cui Q ¢ un parallelepipedo otteniamo come nel
paragrafo 3.2.6 la seguente proposizione:

Proposizione. Sia D C R” un aperto, Q = [a1,b;] X [az, b2] X [a3,b3] C R? e sia f limitata e
continua. Se G ¢ come sopra, allora ¢ continua.

Se chiediamo che Q C R sia un insieme pili generale, possiamo procedere come nel paragrafo
3.2.6 ottenendo:

Teorema (di continuita per integrali parametrici tripli). Sia D € R" aperto e sia f: DX Q — R
una funzione uniformemente continua e limitata con Q misurabile. Allora G: D — R data da

G = f f ) dyi dyadys,

(2 - . L . . . .
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84 Capitolo 4. Integrali tripli

e continua.

Una conseguenza immediata ¢ che se f, D e Q sono come nel teorema, allora

}LIE‘O fffgf(x,y) dyy dy, dys = fffg }il?o f(x,y) dy1 dy,dys = ffﬂf(xo,y) dyy dy, dys.

Studiamo ora la derivabilita e la differenziabilita della funzione G. Procediamo esattamente come
nel paragrafo 3.2.6.

Sia D C R”" aperto e siano Q e f come nel teorema di continuita. Posto x = (x1,...,x,) € D, sup-
poniamo che per qualche i € {1, ..., n} la derivata parziale % di f esista e che sia uniformemente
continua per ogni (x1,...,x,,y) = (x,y) € D x Q. Essenzialmente la stessa dimostrazione fatta

nel capitolo 1 mostra che vale il seguente teorema:

Teorema (di derivabita per integrali parametrici tripli). Siano f, G, Q e D come sopra, allora la
derivata parziale di G rispetto ad x; esiste continua ed é data da:

oG
a—(x) = ffff(x,y) dy dy>dys, VYxe€D.
Xi Q

Osserviamo che se si suppone che f abbia tutte le derivate % uniformemente continue, i =

1,...,n, allora tutte le derivate % esistono continue in D. Ne segue che G & una funzione C!
in D. Indicheremo questa questa affermazione con il nome di teorema di differenziabilita per
integrali parametrici tripli.

Se con il simbolo %(x, y) si indica la matrice jacobiana di f rispetto alla prima variabile (vetto-
riale) x, allora per la matrice jacobiana G’(x) si ha la seguente espressione

0
G'(x) = f f f 8—f(x,y) dy1 dy; dy3
Q X

dove 'integrazione ¢ da intendersi elemento per elemento.
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Capitolo 5

Integrali di superficie

5.1 Superfici parametrizzate.

Una superficie parametrica & un’applicazione continua ¢: X — R3 definita su una placca piana.
La superficie ¢ si dice semplice se & iniettiva; si dice regolare se & di classe C! e la sua matrice
jacobiana ha rango due in ogni punto.!

Questo vuole dire che, se ¢ € come sopra, i vettori colonna della matrice jacobiana

o1 9p1
ou av
/ =| % de
90 (uv V) - ou Ov
dps  d¢3

ou dv (u,v)

sono linearmente indipendenti per ogni (¢#,v) € X. Per comodita indicheremo tali vettori con i
simboli

0 0
wu(u,v) := —(’D(u,V) e ou,v) = —"D(u,V)-
ou ov

Con questa notazione possiamo anche scrivere la matrice jacobiana nella seguente forma ‘“‘a
blocchi’:

vy = (22
¢ (u,v) = ( o (.v)

d¢

—(M, V) .

av

Chiaramente ¢,(u,v) e ¢,(u,v) sono, rispettivamente, i vettori che si ottengono derivando (nel
punto (u, v)) le curve parametriche “v costante” e “u costante”.

La condizione di indipendenza lineare di ¢, e ¢, pud anche essere espressa richiedendo che il
prodotto vettoriale ¢, (i, v) A, (i, v) sia un vettore non nullo.? Ovvero che ||, (i, v) A, (u, v)|| # O.

ISi dice che ¢ € C'(X) se esiste un’estensione C' di ¢ definita su un aperto U C R? contenente X. Ciog esiste U
aperto di R? ed una funzione ¢: U — R?, con ¢ € C'(U) tale che $(u, v) = ¢(u, v) per ogni (u,v) € X.
2Un’altra notazione usata per il prodotto vettoriale di v; € v, € v; X v;.
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86 Capitolo 5. Integrali di superficie

Osserviamo che
&pz ) 6901 6«;71 Bwl 91
v i _ )
©u(u,v) A o,(u,v) = det 5% (3;3 i—det 6‘/,3 5‘/,3 j +det 5% a_wvz k.
u v Bu v Ou v

Un calcolo diretto® mostra che

lpu(ae, v) A @u(ae, WIP = det (' )¢ (. v)).

Osserviamo infine che, essendo ¢, e ¢, vettori tangenti a curve contenute nella superficie, sono
tangenti alla superficie. Se la superficie ¢ regolare, il piano passante per ¢(u, v) e parallelo ai vettori
©u(u,v) e ¢,(u,v) € unicamente determinato da questi visto che sono linearmente indipendenti ed
¢ detto piano tangente alla superficie in ¢(u,v). Infine, osserviamo che, sempre se ¢ & regolare,
wu(u, v) Apy(u, v) € ortogonale per ogni (u, v) € X sia a ¢,(u, v) sia a ¢, (1, v). Pertanto & ortogonale
al piano tangente in ¢(u, v).

Esercizio. Quale ¢ il significato geometrico degli elementi della matrice [¢’(u, WIT ¢ (u, v)? Mo-
strare che

llpu(u,v) A @ua, I = det (¢ ()17 () = llgul Pllenl> = (gur 00> (5.1)

@u(uo, vo) N @, (1o, vo)

(g, vo)

@, vo) @u(uo, vo)

Esempio. Scriviamo I’equazione del piano tangente Iy, , .-, alla superficie regolare ¢ nel punto
@(uo, vo) = (X0, Y0, 20)-

3Si pud anche dedurre dalla formula di Cauchy-Binet: Se A € R™" ¢ B € R, allora, per m > n,

det(AB) = Z det (A(l,,..,n),(i, ,.,,,i”)) det (B(i| 4,..,,1',,),H,,..,n)) ,

1<ij<-<ip<m

e det(AB) = 0 se m < n. In altre parole il determinante di AB ¢ dato dalla somma dei prodotti di tutti gli (', ) sotto-
determinanti di A, ottenuti scegliendo n colonne di A (senza alterare 1’ordine), con i corrispondenti sotto determinanti
di B ottenuti scegliendo le n righe corrispondenti di B.
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5.1. Superfici parametrizzate. 87

Se (x,y,2z) € un punto di Iy, 5 allora il vettore (x,y,z) — (xo,Y0,20) € ortogonale al vettore
@u(uo,vo) A @y(uo, vo). Quindi,

(338 eutao o) A o, v0)) = 0

A
Da cui segue che, se ¢, (ug, vo) A @ (ug, vo) = (xz) allora

wi(x = x0) + wa(y = yo) + w3(z —20) =0

¢ I’equazione cartesiana del piano Iy, y, z)-

Un modo alternativo (ma completamente equivalente) per scrivere il piano tangente consiste nel-
I’imporre che il vettore (x,y,z) — (X0, Y0,20) appartenga al piano generato dai vettori ¢, (up, Vo)
e ¢,(ug, vo), cioe che sia loro combinazione lineare. Un modo sintetico di scrivere questo ¢ il
seguente:

det[ (§ 58) ‘ wu(ug, vo) ‘ @v(uo, vo) ] )

dove (xo, yo,20) = ¢(uo, vo).

Un esempio importante di superficie parametrizzata ¢ la funzione grafico. Sia f: X — R una
funzione C!, con X lamina piana. Poniamo ¢/(x,y) := (x,y, f(x,¥)). Vediamo che ¢/ & una
superficie parametrizzata regolare. Infatti

I 0 ~%(x.)
) Ael(xy) = LN PP bl b R0 E
) 50wy |

che & non nullo. Osserviamo che

’sou(x WA, y)” \/(—( y)) (%(x,y))2+1

Si osservi che I’immagine di ¢/ & il grafico di f.

Esercizio. Scrivere I’equazione del piano tangente a ¢/ .

Un sottoinsieme X di R3 & una placca (di superficie regolare) se & il sostegno (cioe 1’'immagine) di
una superficie parametrica semplice e regolare ¢: X — R3, detta parametrizzazione della placca.
L’immagine ¢(0X) della frontiera di X si dice bordo di X e si denota 9.

SiaX € R3 una placca e ¢ una sua parametrizzazione. Dato (xo, o, z0) = ¢(uo, Vo), il vettore

@u(uo, vo) A @y(uo, vo)
@u(u0, v0) A (1o, vo)|

n(xo, Y0, 20) := H

¢ detto versore normale alla placca.

= 7 . - . . . . p .
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88 Capitolo 5. Integrali di superficie

Se X ¢ il grafico di una funzione f, possiamo parametrizzare X con la funzione grafico di f. Sia
20 = f(x0,Y0), si ha che

. Z—ﬁ (x,y)

n(xo’y(),ZO) = %(xvy) *

\/ L (L oy0) + (Loyn) | 1

¢ il versore normale a Z in (xg, Yo, 20)-

Siano X; e X placche piane e ¢: X; — R e : X, — R3 due superfici parametrizzate regolari.
Supponiamo che esista una funzione g: X; — X, iniettiva, suriettiva e C! nell’interno di X, tale
che

w(g(u,v)) = ¢(u,v) (5.2)

e det (g’(u,v)) # 0 per ogni (u,v) € X;. In questo caso, si dice che le ¢ e ¢ sono regolarmente
equivalenti. Chiaramente, superfici parametrizzate regolarmente equivalenti descrivono la stessa
placca.

Vediamo che relazione vige, per ogni (u, v) € X, tra i vettori normali ¢, (u, v) A, (u, v) € Ye(§,m) A
Y€, m) dove (&,7m) = g(u,v) = (g1(u, v), g2(u, v)). Derivando la (5.2) otteniamo

Op 0081 Obdgr o Op 0Ydg  0Y0g
ou O u  On Ou v 0 Ov  On v

Calcoliamo il prodotto vettoriale di questi due vettori usando la proprieta di linearita e di anticom-
mutativita

dp Op _OUog1 OYdg Obdg1  OYdg OY0ds 06081 O g1 008
ou Ov 06 0u O dv 06 Ou oOnp Ov  Onp Ou On dv  On Ou  On dv

=0 W <’_'//(0K_1"ﬁ) - a_w(maﬁ) =0
" op\ du v A€ an\ du v
_ 0, O (98108 08102
0 om\ou v Ou Ov)
Ne segue che
dyp ¢ ) oy oY
— A = =det , — A= 53
o 5y = det(su V))(a.g an (5.3)

5.1.1 Elemento d’area e integrale superficiale

Un’espressione differenziale (scalare) di grado due su un aperto U di R¥ & una funzione continua
w: UxR*xR* — R. In altre parole, & una “legge” che ad ogni terna (p, vi, v2) di UxR¥xR¥ (ossia,
ad ogni coppia di vettori applicati nello stesso punto) associa (in modo continuo) un numero reale
w(p,vi,v2).

Ovviamente il prodotto fw di una funzione (continua) f: U — R3 per un’espressione differenziale
w su U (di grado due) ¢ ancora un’espressione differenziale su U (di grado due): ad ogni terna
(p,vi, ) di U x R¥ x R¥ associa il numero f(p)w(p,vi,va).

= 7 . - . . . . p .
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5.1. Superfici parametrizzate. 89

Tra tutte le espressioni differenziali di grado due, la pit importante ¢ 1’elemento di area do, ossia
quell’espressione differenziale che ad ogni coppia di vettori vi,v, € R? (applicati nello stesso
punto) associa 1’area del parallelogramma da questi individuato. In altre parole do(p,vi,v2) =
[lvi A vz]|. Si osservi che sia I’elemento di lunghezza ds sia I’elemento d’area do- non dipendono
dal punto di applicazione (ma soltanto dai vettori liberi).

Definizione. Sia ¢: X — R? una superficie parametrica di classe C! ed w un’espressione differen-
ziale di grado due su un aperto U contenente I’immagine di ¢. L’integrale di w su ¢ si definisce

nel seguente modo:
") 0y
Lw = ffx a)(go(u, V), a(u, V), 5(14, v)) dudv .

In particolare, se I’espressione w ¢ I’elemento di area do, il suddetto integrale si chiama area
della superficie parametrica ¢. Cio¢

Area(p) = f do.
]

Per giustificare la definizione di area si invita lo studente a controllare che quando ¢ ¢ lineare ed
X ¢ un rettangolo [a, b] X [c,d], I'integrale di do su ¢ coincide con ’area del parallelogramma
immagine di ¢.

Teorema. Se ¢:X| — X e y:Xo — X sono due parametrizzazioni di una stessa placca di
supertficie ed [ e una funzione continua definita su un aperto contenente X, allora

Lfda'zﬁfda

In particolare I’area di X non dipende dalla parametrizzazione.

Dimostrazione Sia g : X; — X; una funzione continua suriettiva, C! nell’interno di X, con
g’ (u,v) invertibile per ogni (i, v) € X», tale che ¢ = i o g. Allora

fw rao= || wemleen o] dan
= [ Hotstwom)etete ) n tstu ) der | duds

= f fX £, )|, v) A @y, v)|| dudv = f fdo,
1 ®

per la formula (5.3). O

In base al suddetto teorema ha senso quindi definire I’area di una placca £ come ’integrale dell’e-
spressione differenziale do- esteso ad una qualunque parametrizzazione ¢: X — X di X. Integrale
che, vista I’'indipendenza dalla parametrizzazione, potra anche essere scritto nella forma

Area(X) = f do.
)

= 7 . . . . . . p .
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90 Capitolo 5. Integrali di superficie

Piu in generale, data una funzione continua g: X — R, tramite la formula di cambiamento di
variabili per gli integrali doppi, si potrebbe dimostrare che I’integrale lungo una parametrizzazione
di X dell’espressione differenziale w = gdo, ottenuta moltiplicando g per I’elemento di area do,
non dipende dalla parametrizzazione scelta. Pertanto, analogamente al caso dell’area, col simbolo

fgd(r
b

si intendera I’integrale dell’espressione differenziale g do- lungo una qualunque parametrizzazione
della placca X.

Esercizio. Sia y una arco di curva in R3. Da ogni punto di y conduciamo il segmento perpendi-
colare al piano di equazione z = 0. Supponiamo che questo segmento non incontri nuovamente
la curva. L’unione di questi segmenti costituisce una superficie S C R3. Se ne esprima 1’area in
termini di un integrale curvilineo.

Una superficie S come nell’esercizio.

Svolgimento. Sia ¢ : [a,b] — R? una parametrizzazione di y. Possiamo scrivere una parametrizzazione
¢: [a,b] x[0,1] — R3di S come segue:

(,D(M, V) = (Wl (M), ';02(”)’ V(!/S(M)) .

Con facili calcoli si vede che

2

lpu(ia, v) A @uat, vl = \/ (00w ) + (w4003 ) = 3w \/ (00)" + (w400)

Allora
Area(S)zfda'z ff llpw(u, v) A @, (u, v)|| dudv
s [a,b]x[0,1]
2 2 b 2 2
= f f W3(u)| \/(w;(u)) + (W) dudv = f W3 (a0l \/(zm(u)) + (wh) du = f hds,
a Y

[a,b]x[0,1]

dove ¥ ¢ la proiezione ortogonale di y sul piano xy e A ¢ la funzione che ad ogni (x,y) € ¥ associa la
distanza dal piano z = 0 dell’unico punto di y la cui proiezione, su tale piano, ¢ (x,y,0). Chiaramente
u v (Y1 (u),Yr(1),0), u € [a, b], & una parametrizzazione di y.
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5.1. Superfici parametrizzate. 91

Esercizio. Si consideri, nel piano z = 0, la circonferenza C di centro 1’origine e raggio 1. Sia
f(x,y) = x> — y?. Allora, il grafico della restrizione di f a C & un’arco di curva y in R?. Sia § la
superficie ottenuta unendo con un segmento ogni punto di y con la sua proiezione ortogonale sul
piano z = 0. Calcolarne I’area.

Esercizio. Sia y una arco di curva in R3. Da ogni punto di y conduciamo il segmento per 1’origine
(0,0,0). L’'unione di questi segmenti costituisce una superficie S C R>. Se ne esprima I’area in
termini di un integrale curvilineo.

Svolgimento. Sia ¥ : [a,b] — R? una parametrizzazione di y. Possiamo scrivere una parametrizzazione
¢: [a,b] x [0,1] = R3 di S come segue:

@(u, v) = (Wi (u), wra(u), w3 (u)) .

Quindi,
v (u) Y1 (u)
@u(u,v) = v’ (u) = | vy () |, eu(u,v) = [¢a(u)
v () W3 (u)

Notiamo che ¢,(u,v) & uguale al vettore ¥(u) — O che possiamo anche scrivere come (u)”. Usando la
formula (5.1) abbiamo che

lu(a, v) A @uut, IF = 2 (I Plly @I = W), o' w)?)
Si noti che la parametrizzazione ¢ ¢ regolare con I’unica eccezione dell’origine O.

Denotiamo con P il generico punto di y e con t il vettore tangente in P indichiamo inoltre con p il versore
(P-0)/|IP - 0O||. Allora,

Area(S) = fdo- = ff llpu(u, v) A @, (u, v)|| dudv
s

[a,b]x[0,1]

= [ v wrR - o v wy

[a,b]%[0,1]
1 (P ’ 1
=3 f W (W) \/nw(u)u2—<zp(u>f, ||ZEZ;||>2"”= . f 1P — Ol = (p. 1) ds.
a Y

Osserviamo che p puo essere pensato come un punto sulla sfera di centro I’origine e raggio 1. In un certo

senso, il fattore /1 — (p, t)2 “misura” quanto la curva vy si discosta dallo stare su una sfera (di raggio
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92 Capitolo 5. Integrali di superficie

costante). Osserviamo, in particolare, che se y giace su una sfera di centro I’origine e raggio R allora

Area(S)zgdeZIM.
2 J, 2

5.1.2 Superfici a placche

Definizione. Un sottoinsieme X di R? si dice una superficie a placche (o superficie generalmente
regolare) se ¢ unione finita di placche “ben collegate; ossia, tali che

e l’intersezione di due placche qualunque o ¢ vuota, o € un sol punto, o ¢ un arco di curva
(regolare a tratti) facente parte del bordo di entrambe;

e tre o piu placche si incontrano al piu in un punto (del loro bordo).

Ad esempio, una superficie sferica ¢ unione di due placche (emisfero nord e emisfero sud) che si
intersecano lungo il comune bordo (I’equatore).

Un altro esempio ¢ costituito dalla superficie di un cubo: ¢ unione di sei placche (sei facce
quadrate).

Le tre placche X}, ¥, e X3 non sono ben collegate .

Il bordo 0% di una superficie a placche X ¢ ’'unione degli archi di curva che delimitano una sola
placca (un arco di curva che delimita due placche non fa parte del bordo di X).

Il bordo della superficie a placche £ = X; U %, ¢ rappresentato in nero. La parte in rosso ¢ 1’intersezione
delle due placche ben collegate | e Z,.
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5.1. Superfici parametrizzate. 93

Una superficie a placche si dice chiusa se il suo bordo ¢ vuoto (ad esempio, la superficie di un
cubo).

Ovviamente, se X ¢ una superficie a placche, costituita dalle placche X;,%,,...,%,,e g: X > R ¢
una funzione continua, I’integrale dell’espressione g do- sulla superficie Z si definisce nel seguente

modo:
fgdo- fgd0'+fgd0'+ fgdo-
5 P

In particolare, I’area di una superficie a placche ¢ la somma delle aree delle placche che compon-
gono la superficie.

Esercizio. Calcolare I’area di una sfera di raggio R parametrizzandola in coordinate sferiche
(x=Rsinpcos, x = Rsingsinf,z=Rcosl; -1 <0 <m0 p <.

5.1.3 Osservazione sulla nozione di area, la lanterna di Schwarz

Nel paragrafo 2.2.3 abbiamo definito la lunghezza di una curva come I’estremo superiore delle
lunghezze delle poligonali inscritte. E naturale chiedersi se una definizione simile possa essere
data per I’area di una superficie.

Sfortunatamente, la situazione non ¢ cosi semplice. Il seguente esempio (noto come Lanterna di
Schwarz fa capire perche:

Si consideri una superficie cilindrica circolare retta S di raggio r ed altezza h. Possiamo pensare
che I’asse z sia I’asse del cilindro che supponiamo verticale e che la base del cilindro sia sul piano

= 0. Dati due numeri interi positivi n ed m, costruiamo una superficie poliedrale inscritta in
S con 2nm facce. Per farlo affettiamo orizzontalmente il cilindro in m ‘bande’ di uguale altezza.
Questo lo possiamo fare considerando i piani p;, j = 0,...m di equazione z = jh/m e definendo

la banda S; come la parte di S compresa tra i piani pj_ e pj,con j=1,...,m. Il bordo di S; ¢
costituito dalle due circonferenze
2 +yr=r X +y? =1,
Co,j: _ (-Dh € Cij: it
z= . Z=

Siano Py ; e Py ; i poligoni regolari con n lati iscritti in Co ; e Cy j, rispettivamente i cui vertici
sono dati da

) (- l)h),

2ni 7w ]h
m 3 )

rcos(— + ) rsm(— + =
n m

2mi i
Poj: (rcos (—), rsin ( Py
n n

(In pratica, per j fissato, i due poligoni giacciono su piani paralleli distanti #/m e sono sfalsati
di un angolo di 7/n.) Unendo ogni vertice di P, ; con quelli adiacenti di Py ; si definiscono 2n
triangoli isosceli (mutualmente congruenti) le cui basi e vertici sono su Py ; e Py ; alternativamente
(si veda la figura seguente).

= 7 . - . . . . p .
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94 Capitolo 5. Integrali di superficie

Superficie poliedrale inscritta in una banda (n = 7). Lanterna di Schwarz (m = 6, n = 7).

Ripetendo la stessa procedura per tutte le bande otteniamo una superficie poliedrale £, , inscritta
in § formata da 2mn triangoli isosceli mutualmente congruenti, che chiameremo Lanterna di
Schwarz. Calcoliamone I’area.

Osservando la figura sopra si vede che la base di ciascun triangolo ¢ lunga 2r sin(sr/n), mentre
P’altezza a ¢ data da (i triangoli non sono verticali):

2
a= \/h—2 + (r = reos(n/n))* = 1 \/h2 + (mr)?( sin(x/n))’.
m m

Quindi I’area di ciascun triangolo vale

L sin(x/n) \/h2 + (mr2(sin(x/n))’.
m

Considerando che ci sono 2mn triangoli, I’area totale A,,,, della superficie poliedrale vale

Ay = 2nrsin(r/n) \/h2 + (mr)3( sin(n/n))z.
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La costruzione appena effettuata determina una famiglia dipendente dai parametri m ed n di super-
fici poliedrali inscritte nel cilindro S. Tuttavia, sup,, ,ci Amn = +00, infatti, come si vede subito,
limy,—00 Ajn = +00 per ogni n fissato. Questo mostra che per definire la nozione di area di una
superficie non si puo procedere semplicemente per analogia con il caso delle curve.

Si osservi, inoltre, che
lim lim A, , = 2nrh

m—00 n—00

che ¢ I’area di S. Di fatto non esiste il limite limy, y—c0 A -
Si potrebbe anche provare, ma non lo faremo, che dato £ > 0 e fissato m esiste N tale che per
n>N

L C {(x,y,z) eR PP —e<®+yP<rt+60<z< h}

cio¢ tale che £, € tutta contenuta in un intorno arbitrariamente piccolo di S. In altre parole,
fissato m, S puo essere approssimato da L, , con una scelta opportuna di n.

5.1.4 1l Teorema di Pappo-Guldino per le superfici di rotazione

Condideriamo, nel semipiano {(x,y,z) € R3 : y = 0,x > 0} la curva parametrizzata da y(¢) =
(y1(8),0,v3()), t € [a,b], con yi(t) = 0, e calcoliamo I’area della superficie S generata dalla
rotazione di angolo 6y (qui 8y ¢ un angolo compreso tra 0 e 2m) attorno all’asse z dell’arco di
curva I’ = y([a, b]). L’area cercata ¢ data da

,U(S)=fd0'.
S

Scriviamo una parametrizzazione per la placca usando le coordinate cilindriche.

@(t,0) = (y1(t) cos 0,y (1) sin 0, y3(1)).

= 7 . - . . . . p .
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Con un semplice calcolo, ricordando che y;(¢) > 0,

llg: A @all = 1) /() + Y50 .

Allora, posto R = [a, b] X [0, 6],

b
S)=|[| do= AGEEEY 2dd0:0f 1(1)? + Yi(0)?* dt. 54
u(S) fs o fj[;”(t)\/%(t) +y;3(0)° dt 0 Y1) 71O + y;3(0)> dt (5.4

Ricordando la formula del baricentro (x¢, yc, zc) per la curva vy, riconosciamo subito che
b
f Y1)\ (02 + Y402 dt = xcL(y),
a

M(A) = boxcL(y).

Notiamo che 6pxc non ¢ altro che la lunghezza dell’arco percorso dal baricentro nella rotazione
di angolo ). Notiamo ache che, I’ipotesi y;(f) > 0 equivale a chiedere che T' = y((a, b)) non
attraversi 1’asse di rotazione.

Quindi la (5.4) diventa

Cambiando le coordinate, se necessario, e ricordando che la lunghezza di una curva non dipende
dalla parametrizzazione, la formula trovata, nota anche come primo teorema di Pappo-Guldino,
puo esprimersi anche nel modo seguente: L’area della superficie di rotazione generata dalla
rotazione (anche parziale) dell’arco di curva I attorno ad un asse che non interseca I e dato dal
prodotto della lunghezza dell’arco di circonferenza percorso dal baricentro di I per la lunghezza
di T. Una espressione alternativa ¢ la seguente:

H(A) = OodL(y).
dove d rappresenta la distanza del baricentro dall’asse di rotazione.

Ricordando che d = ﬁy) fy xds. Dunque,

u(y) = Hofxds.
Y

Questa formula puo essere utile quando non sia nota a priori un’espressione per il centro di massa.

5.2 Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione

5.2.1 Placche orientate

Un’orientazione di una placca di superficie € un campo continuo di versori normali alla superficie;
ossia una legge che ad ogni punto della placca assegna, con continuita, un vettore di norma unitaria
e normale alla superficie in quel punto (cio¢ normale allo spazio tangente).

= 7 . - . . . . p .
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5.2. Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione 97

Sia ¢: X; — R3 una parametrizzazione regolare della placca K € R? di superficie. Tramite ¢
abbiamo una scelta di un campo di versori normali prendendo, per ogni (x,y,z) = ¢(u,v) € K,

Qu(t,v) Ay, y)  pu(e™ (x,y.2)) A gy (.. 2)
[euC.v) A @) [leu(e (x.3.2) A @u(e™ (.. 2))||

n’(x,y,2) =

Se y: X, — R? & un’altra parametrizzazione (regolarmente equivalente) di K allora esiste g: X —
X, che & C! su X, tale che det (¢’ (1, v)) # 0 e o(u,v) = ¥(g(u,v)) per ogni (u,v) € X;. Anche la
¥ induce un campo di versori normali

V(W' (x,5,2) A (¥ (x, 9, 2)) _
v (x, 3, 2)) A (1 (x, 9, 2))|

n’(x,y,2) =

La formula (5.3) ci dice che
n¥(x,y,2) = signdet (¢'(¢ ™" (x,y,2))) 0’ (x, 3, 2).

Se il segno di det (g’ (1, v))e positivo per ogni (u,v) € X si dice che ¢ e ¥ inducono la stessa
orientazione di K. Se invece & negativo, allora diciamo che inducono orientazioni opposte. La
formula sopra, in particolare, prova che che ogni placca di superficie ha soltanto due possibili
orientazioni.

Una placca si dice orientata se ¢ stata scelta una sua orientazione. Intuitivamente cio significa
avere scelto come positiva una delle due facce della superficie, quella da cui dipartono i versori
normali, e che possiamo dipingere con un colore convenzionale (ad esempio rosso). L’altra faccia,
che consideriamo negativa, pud essere colorata di bianco. Il fatto che si possano dipingere le facce
di una placca con due differenti colori (senza che questi vengano a contatto) costituisce 1’aspetto
intuitivo di un concetto topologico non facile da definire in termini elementari: il concetto di
superficie orientabile. Le placche, appunto, sono superfici orientabili.

Delle due possibili orientazioni di una placca orientate diciamo positiva I’orientazione scelta
e negativa ’altra. Similmente chiamiamo positivo il campo di versori normali corrispondenti
all’orientazione positiva e negativo I’altra.

Sia, come sopra, ¢: X; — R3 una parametrizzazione regolare della placca K € R? di super-
ficie. Il bordo di ¥, denotato con 0%, & I'immagine di della frontiera di X; in R? mediante la
. Attenzione a non confondere il bordo con la frontiera di ¥ anche se la notazione ¢ la stessa! Si
puo dimostrare che X non dipende dalla parametrizzazione ¢. In altre parole, una qualunque
diversa parametrizzazione regolarmente equivalente ¢ : X, — R> di X determina lo stesso bordo
di I, ciog 0% = ¢(0X)) = Y(6X,).*

Una placca orientata X induce in modo canonico un’orientazione sul suo bordo 0% nel modo se-
guente: Sia ¢:X; — R3 una parametrizzazione regolare di X che induce 1’orientazione positiva
(cioe tale che n” ¢ il campo positivo di versori normali). Diamo a dX; la sua orientazione po-
sitiva vale a dire, ricordando quanto fatto nel piano, scegliamo per ogni (1, v) € 0X; un versore

4La dimostrazione di quest’affermazione dipende essenzialmente dal fatto che, se g: X; — X, ¢ iniettiva, suriettiva
e C! con det (g’(u,v)) # 0 per ogni (u,v) € X, allora g(0X;) = 0X,. Inoltre, se det (g’ (u,v)) > 0 per ogni (u,v) € X,
allora le orientazioni di 0X; e X, sono coerenti.

= 7 . - . . . . p .
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98 Capitolo 5. Integrali di superficie

tangentes, T(u,v) a 0X;. Per ogni6 (x,¥,2) = o(u,v), con (u,v) € X1, poniamo

t(x,y,2) = ¢ (u,v)T(u,v) = ¢’ (go_l(x, v, z)) T (go_l(x, v, z)),

e diciamo che t definisce 1’orientazione indotta (sul bordo) di 0 (cioe il verso di percorrenza
“positivo” su dZ). E importante osservare che il verso di percorrenza & “positivo” in rapporto al-
I’orientazione assegnata su X (indotta da ¢), non in assoluto. Si potrebbe dimostrare che il verso di
percorrenza di 0 dipende solo dall’orientazione di X, nel senso che data un’altra parametrizzazio-
ne equivalente della placca Z che induca su di essa la stessa orientazione, questa induce la stessa
orientazione di 0X. Quest’affermazione segue dalla formula di derivazione di funzioni composte
tenendo conto della nota 4.7

Ci sono altri modi migliori e piu rigorosi per dare la nozione di orientazione indotta (sul bordo)
che perd richiedono nozioni topologiche che oltrepassano i limiti del corso. Anche la definizione
riportata sopra puo apparire un po’ complessa. Conviene darne anche una descrizione intuitiva.
L’idea ¢ che occorre una convenzione per decidere come deve essere percorso il bordo 9% di una
placca orientata X. Abbiamo visto che Z, essendo orientata, ha una faccia positiva e una faccia
negativa. In sintesi questo ¢ il criterio di percorrenza: il bordo va percorso stando sulla faccia
positiva in modo che la superficie si trovi sul lato sinistro (come se il bordo fosse un fiume che
lambisce la faccia positiva lungo la sua riva sinistra). Per capire meglio quest’immagine mentale
conviene considerare un campo di versori positivo n e porre

t(x,y,2)

T(x,y,2) = m

con t sono definito come sopra. In questo modo, il versore T indica il verso positivo su J% in
rapporto a n. Consideriamo ora, per ogni (x,y,z) € 0%, il versore dato da e(x,y,z) := 7(x,y,2) A
n(x,y,z). Questo indica la direzione tangente esterna a T lungo 0. Si dice anche che e punta
esternamente a X. Ovviamente —e punta internamente. In pratica, la direzione positiva di per-
correnza di 0 ¢ quella di una persona che stando in piedi sul lato postivo della placca (la testa
indica la direzione di n) cammina in avanti (la direzione di 7) lungo il bordo 0% tenendo il braccio
destro rivolto verso I’esterno (la direzione di e) o, se si preferisce, il braccio sinistro rivolto verso
I’interno di X (la direzione di —e).

SEccettuato al pitt un numero finito di punti di X;.

®Eccettuato al pill un numero finito di punti di 4.

Con la stessa notazione della nota 4, se T, e T, rappresentano versori tangenti a X; e X, positivamente orientati e
t; e t, sono i corrispondenti vettori tangenti a 0%, si ha, in punti corrispondenti, (x,y,z) = ¢(u, v) = Y(&, 1),

W (g, v)g' (u,v) = ¢'(u,v), e Tagu,v)) =g u,VT(u,v).

dunque,
t(x,y,2) = ¢ (EMTaE ) = ' (g(u, v)g (w, VT (u,v) = ¢ (u, T (1, v) = ti(x,y,2).

Quindi ¢ e ¢ inducono lo stesso verso di percorrenza su 0Z.
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5.2. Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione 99

1) y o
Conviene in questa sede rivedere la nozione di orientazione indotta sulla frontiera di una placca
piana. alla luce delle definizioni appena date. Immaginiamo di avere “immerso” R? in R? identi-
ficando ogni punto (x, y) € R? con (x,y,0) € R3. Dunque, data una placca piana X C R?, possimo
identificarla con il sottoinsieme di R* definito da

X :={(x,y,00eR: (x,y) € X}.

In altre parole X & 'immagine di X mediante la funzione iniettiva i: R> — R> data da (x,y)
(x,y,0) o, equivalentemente, Xeil grafico della funzione {: (x,y) € X +— 0. Chiaramente i e {
sono differenziabili® Dal momento che X & il grafico di una funzione differenziabile definita su una
placca piana, ¢ una placca di superficie. Orientiamola scegliendo come versore normale n = Kk,
il versore dell’asse z. Quindi il bordo di X ha un’orientazione indotta. Siano 7 e t i versori che
definiscono (punto per punto) le orientazioni rispettivamente di X e di X. Allora vale la seguente
relazione:

7(x,y,0) = 7(i(x,y)) = ' (x, Dt(x,y), V(x,y) € 0X. (5.5)

Osserviamo che 7 ¢ il vettore ottenuto aggiungendo “0” come terza componente al vettore t.

Infatti, posto t(x,y) = (28‘;; ), si ha

) 0 o). e
IZ(x’y) 00

tz(x, y) t2(x7 y) .

7(x,y,0) = i’ (x, y)(
0

La corrispondenza delle orientazioni (5.5) dipende dall’avere scelto per R? I’ orientazione indotta
dalla base i, j) e per R? quella indotta dalla base (i, j, k) (i e j sono i versori degli assi x e y).

Z
4
n=k
\
r
X e
y

8n effetti i stabilisce una diffeomorfismo tra X e X. Notiamo che, con questa identificazione, i(0X) non ¢ la frontiera
di X (nel senso della topologia) bensi il suo bordo, infatti la frontiera X in R? & tutto X.
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Osserviamo anche che se v denota il versore normale esterno a X, il vesore e normale esterno a X

per ogni (x,y,0) = i(x,y) € 0X & dato da i'(x, y)v(x, y). In questa maniera (e, 7, k) & una base con
la stessa orientazione di i, j, k).

5.2.2 Orientazione di una superficie a placche

Un’orientazione di una superficie a placche ¢ una collezione di orientazioni delle singole placche,
in modo che due placche confinanti inducano orientazioni discordi sul bordo a comune.

.
>

.

23
—_— >

A

<
N

Placche orientate in modo coerente.

Non sempre ¢ possibile orientare una superficie a placche; quando lo &, la superficie si dice orien-
tabile. Un famoso esempio di superficie (a placche) non orientabile ¢ il cosiddetto nastro di
Mobius, che puo essere ottenuto incollando opportunamente due lati opposti di una placca rettan-
golare con due lati opposti di un’altra placca rettangolare (delle stesse dimensioni). Si osservi,
infatti, che le due placche si possono “assemblare” in due modi possibili: in un caso si ottiene
un cilindro (che & una superficie orientabile), nell’altro si ottiene il nastro di Mdbius (che ¢ non
orientabile). Se i due rettangoli sono orientati (da una parte rossi e dall’altra bianchi), uno dei
due modi di incollarli induce sul un lato comune ai due rettangoli la stessa orientazione, € non

orientazioni opposte. In questo modo la superficie costituita dalle due placche rettangolari non ¢
orientabile (infatti i due colori, rosso e bianco, “si toccano” sulla stessa faccia).

I
i

il
W
72

—\\

7
2

S

)

N\

W
N

N
N\

N
N

\

11 Nastro di Mébius € una superficie a placche non orientabile
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5.2. Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione 101

Il flusso di un campo vettoriale f: X — R3, attraverso una placca orientata X, & il numero

ff-ndO',
)

dove n:X — R3¢ il campo di versori normali che definisce I’orientazione della placca. In gene-
rale, il flusso di un campo vettoriale attraverso una superficie a placche orientata ¢ la somma dei
flussi attraverso le singole placche (ricordiamo che tutte le placche sono orientate).

5.2.3 Teoremi della divergenza e della circuitazione

Definizione. Sia f: U — R3 un campo vettoriale di classe C' su un aperto U di R>. La divergenza
di f & 1a funzione (reale di tre variabili reali) definita da

divf )
v ox 0Oy 0z

dove fi, f>, f3: U — R denotano le tre componenti di f. Un campo vettoriale si dice solenoidale

se la sua divergenza ¢ nulla.

Teorema della divergenza (o di Gauss). Sia f: A — R3 un campo vettoriale di classe C' su un
sottoinsieme compatto A di R® avente per frontiera una superficie a placche dA. Allora, denotato
con n il campo dei versori normali alla frontiera di A diretti verso [’esterno, risulta

fffdivfdxdydz=f f-ndo.
A 0A

In altre parole: integrale della divergenza di f esteso ad A coincide con il flusso di £ uscente
dalla superficie OA.

Osserviamo che, posto f(x,y, z) = (x,y, 2), il teorema della divergenza ci dice che

1 1
u(A)=—f f~nd0'=—f (xn; + yny + zn3) do,
3 Joa 3 Joa

dove n = (nj,ny, n3), dipendente da (x,y,z) € JA, rappresenta il versore normale uscente da A.
Se i1 = (n1,n2,n3) € un qualunque versore normale (quindi 77 = +n),

. 1
faA(g).ndg\=§

Questa formula permette di calcolare il volume della parte di spazio racchiusa da una superficie a
placche (limitata) orientabile.

1

u(A) = =

3 (xny + yny + zn3)do|, (5.6)

0A

Un’applicazione molto importante ¢ il cosiddetto Teorema di Gauss che si incontra in elettro-
statica le cui applicazioni gli studenti avranno gia studiato nei corsi di fisica. Per capire come
quest’ultimo segua dal teorema della divergenza, si consideri un campo vettoriale centrale diretto
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102 Capitolo 5. Integrali di superficie

verso un punto pg = (xo, yo,20) € R3 la cui intensita decresce con il quadrato della distanza da po,

cioe:
q

- b 5.7
||X—P0||3(X po) (5.7

v(x,y,2) =

. . RN . 'x . .
con g una costante assegnata. Qui, per semplicita abbiamo posto x = (g ) Si noti che |[v(x, y, 2)|| =

1/||x — p0||2. Data una regione A come nel teorema della divergenza e contenente il punto pg al
suo interno, si desidera calcolare il flusso uscente @44 di v attraverso JA.

Notiamo che il teorema della divergenza non pud essere applicato direttamente perché v non ne
soddisfa le ipotesi. Per risolvere il problema si ricorre ad un artificio molto comune: osserviamo
per prima cosa che, a meno di una traslazione, possiamo supporre che pg sia ’origine. Dal mo-
mento che A ¢ aperto, possiamo prendere una sferetta S, centrata nell’ origine di raggio r > 0 cosi
piccolo che S, sia contenuta nell’interno di A. 11 flusso di v uscente da S, ¢ facile da calcolare:

2 4 2
@,::fv-ﬁda:qfi-izdazqf %do‘z% do = m;q:47rq
S, s, X (Il s, Il r< Js, r

Applichiamo poi il teorema della divergenza alla regione A \ B,, dove con B, indichiamo la parte
di spazio racchiusa da S ,. Calcoliamo la divergenza di v in questa regione.

( ) 1 3x2 1 3x2
—v(x,y,2) = - = - .
ox @42+ (242t NP2 NP
Analogamente,
( ) 1 3y?
—V(X,V,2) =5 — 5
ay" Y TP T P2
( ) 1 372
— VXY, 2) = 77— T~
oz Y TR T P
Cosicché
. 3 3x%2 +3y% + 372 3 3
divy = - = — =
lIx]3/2 lIx|]>/2 lIx|132 |Ix]13/2

Per il teorema della divergenza, il flusso uscente @4\ p,) dalla regione A \ B, vale 0 ma, allora,
0 = Dya\8,) = Pga — s, = Pya — 4mg e dunque

Dy = 4ng.

Si osservi, in particolare, che il flusso di v ¢ indipendente dalla scelta di A. In altre parole, se si
desidera calcolare g per un campo della forma (5.7), possiamo scegliere un’opportuna regione A
per il quale sia semplice calcolare il flusso ®g4 € poi ricavare

1

= —®y,.
q in A

Che rappresenta il teorema di Gauss per una carica puntiforme isolata.’

°In effetti, questa formula fornisce anche un “Teorema di Gauss per la gravitazione”: per una massa puntiforme
isolata m poniamo ¢ = 47mG, dove G & la costante di gravitazione universale (~ 6.673 - 10~'! N m?/kg?). Otteniamo

1

m= —
4nG OA

g-ido,

dove g ¢ la forza di attrazione gravitazionale.
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5.2. Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione 103

Questo risultato, grazie alla linearita della divergenza si generalizza al caso della sovrapposizione

di pitt campi vettoriali. Si considerino campi vettoriali v;, i = 1,...,n dati da
qiX
vi(xX,,2) = -———.
lIx — pill
con py,..., p, nell’interno di A dati da p; = (x;,y;,z;) peri =1,...,n, € qi,...,q, costanti reali

(positive o negative). Posto
n

VEY, D) = ) VY, 2), (5.8)

i=1

Calcoliamo la divergenza di v fuori dai punti p;. Per la linearita e quanto visto sopra,

n
divv(x,y,z) = Z divvi(x,y,2) =0
i=1

Consideriamo delle palle B,; di raggio r centrate in p;, € supponiamo che r sia abbastanza piccolo
affinché la chiusura B,; di ognuna delle palle B,; sia contenuta nell’interno di A. Poniamo D =
A\U;ﬁr1 B,.;. Detta S ,; = 0B, la superficie sferica della palla B, ;, procedendo come sopra possiamo
calcolare il flusso di v; attraverso S ,;:

fvi~nd0=fq—;d024ﬂqi.
Si i T

Applicando il teorema della divergenza alla regione D, si ha

Oszfdivvdxdydzzf v-ndO'—Z47rq,~.
D 0A

i=1

v-ndo =41 ) gq;. 5.9

Similmente a quanto visto sopra, se si desidera calcolare }.7, g; per un campo della forma (5.8),
possiamo scegliere un’opportuna regione A per il quale sia semplice calcolare il flusso fa AV ndo
e poi ricavare

Da cui

1

= — v-ndo,
471' OA

q

che & il contenuto del Teorema di Gauss che si studia in elettrostatica.!?

10La formula appena trovata pud apparire diversa da quella studiata nel corso di fisica. Si deve perd tenere presente
che nelle consuete unita di misura il campo elettrico generato da una carica puntiforme isolata collocata nell’origine si
scrive secondo la legge di Coulomb come

(ry.n) = 2
v(x,y,2) = ———X
Y= e, IxIP

dove & & la costante dielettrica del vuoto (~ 8,85 - 1072 F/m. Ovvero, in termini di intensitd E = ||v|| del campo,

Q

4meo [IXIP

E(x,y,z) =

Pertanto, scivendo ¢; = Q;/(4r), otteneniamo da (5.9) la formula usuale & fa AV n do =", 0.
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104 Capitolo 5. Integrali di superficie

Vediamo ora un’altra semplice applicazione del teorema della divergenza all’elettromagnetismo.
Ricodiamo che uno dei postulati della magnetostatica nel vuoto ¢ che div B = 0, dove B rappre-
senta il vettore densita di flusso magnetico o induzione magnetica. Allora, data una regione A
come nel teorema della divergenza, il flusso attraverso dA ¢ nullo. Questo fatto esprime la legge
di conservazione del flusso magnetico.

Infine, come ulteriore applicazione otteniamo una versione un po’ pill generale (rispetto a quella
vista a pagina 83) del secondo teorema di Pappo-Guldino. Condideriamo, nel semipiano {(x, y, z) €
R3 :y = 0,x > 0} la curva semplice chiusa parametrizzata da

y(@®) = (y1(0),0,y3(0), t€]a,bl,

con y(?) > 0, e sia D la regione (nel piano y = 0) da essa racchiusa. Calcoliamo il volume del
solido V generato dalla rotazione di angolo 6y (qui 6y € un angolo compreso tra 0 e 27r) attorno
all’asse z di 9. Per farlo usiamo la (5.6). La frontiera 9V ¢ parametrizzata, come si vede subito,
da

¢(1,6) = (y1(1) cos 0,71 (1) sin 6, y3(1)).

Otteniamo
Y| () cos 6 —y1(t) sin @ —y1()y5(t) cos 6
@1, 0) A po(t,0) = | y1(Osind [ A] y1()cos | = | —y1()y5(H)sin6 |.
Y5(1) 0 Y1@)y(0)

@1 (1,0)\pg(1,6) iha

Allora, posto i1 = G2 Ga-

Y et Agut0) 71((?)‘;)53 _ OG0y - 7i@y50)
2 oy neaeon M l1(2.0) A ult.O)

Per la (5.6) e la definizione di integrale di superficie, il volume cercato ¢ dato da

1
HV) =3 f f Y1) @y3(1) — y1(D)y5(D)] drdd

[a,b]x[0,60]

9 b
=§° f (Y1 (y3(1) = y1(0)y5(0)] dr|.

Confrontando I'ultimo integrale con la (3.11) a pagina 67 e, ricordando che la curva y giace nel
piano xz, otteniamo che

1 1
poDixc = 5 [ Pdi-xzdx=3 [ (020 - nomoro)d
oD a

1 b
=3 [ nOtor0 - vemo)ar

dove x¢ € I’ascissa del baricentro della curva 7y (cio¢ la distanza di questo dall’asse di rotazione)
e (D) denota la misura 2-dimensionale di D.
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5.2. Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione 105

Confrontando questa formula con quella ottenuta sopra per il volume u(“V) riconosciamo che

u(V) = boxcua(D),

Cioe il volume di V é il prodotto della lunghezza dell’arco percorso dal baricentro di D per la
superficie della regione D. Abbiamo quindi ottenuto una generalizzazione del secondo teorema
di Pappo-Guldino.

Ricordiamo, come gia visto nel paragrafo 4.2.5, che la formula del secondo teorema di Pappo-
Guldino puo essere espressa anche cosi:

u(V) =6y ff xdxdz.
D

Analogamente al caso degli integrali doppi, vale la seguente formula di integrazione per parti:
Peri=1,2,3

fff v(x)a—u(x) dxydx,dx; = f u(x)v(x)n;do — fff u(x)ﬂ(x) dxydx, dxs,
x  0x ox x  Ox

dove x = (x1, x2,x3) e n; denota la i-sima componente della normale esterna a X, con X C R3
compatto e tale che dX & una superficie a placche.

Posto v(x) = 1, le formule precedenti, per i = 1,2, 3, si riducono a

fff a—u(x) dxydxydx; = f u(x)n; do.
x Ox; ax

Che sono I’analogo delle formule di Gauss-Green.

Definizione. Sia f: U — R? un campo vettoriale di classe C! su un aperto U di R3. Si chiama
rotore di f il campo vettoriale di componenti

ofz 0fa oft  0f3 af,  0fi

dy 0z’ 8z Ox Ox Oy’
dove f1, f2, f3: U — R denotano le tre componenti di f.

Come regola mnemonica, si usa scrivere

i j k
a el 0
rotf = det x By 0z
fi oS3

Un campo vettoriale con rotore nullo si dice irrotazionale.

= 7 . - . . . . p .
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106 Capitolo 5. Integrali di superficie

Teorema della circuitazione (o di Stokes). Sia ¥ C R3 una placca orientata (o, piit in generale,
una superficie a placche orientata) e sia £:X — R3 un campo vettoriale di classe C' su X.
Denotato con n il campo di versori normali a £ secondo [’orientazione scelta, si ha

frotf~nd0':f f-tds,
by )

dove T ¢ il versore tangente al bordo di %, scelto tenendo conto dell’ orientazione indotta. In altre
parole, il flusso del rotore di f attraverso la superficie orientata ¥ e uguale alla circuitazione di £
lungo il bordo di X (secondo I’ orientazione indotta).

Esempio. Si consideri il campo vettoriale

oy
v(x,y,2) = ( —zx-22)2 )

XZ

e la famiglia {my}gej0,r) di piani per I’origine ortogonali al versore ng := (Csfg 6 ) Cerchiamo quali,

tra questi piani, ¢ tale che il lavoro di v su una qualunque curva chiusa contenuta in 7y sia nullo.

Chiaramente, il lavoro di v lungo una curva chiusa Cy C my ¢ dato da

fv-‘rds:frotv-ndm
Co By

dove By ¢ la parte del piano my racchiusa da Cy. Allora il lavoro ¢ nullo, per qualunque curva Cy
se e soltanto se ng - rotv = 0 per ogni (x, y, z) € mg. Cioe:

0 =ng - rotv(x,y,z) = xcos@ — ysinf — z(cos 6 — sin 6).

Questa condizione & soddisfatta per ogni (x,y,z) € my se e solo se 6 = % (ricordiamo che abbiamo
preso 6 € [0, )).

Un’applicazione importante del teorema della circuitazione in elettromagnetismo ¢ la seguente.
Uno dei due postulati fondamentali della magnetostatica del vuoto!! & rot B = poJ dove B ¢ la
densita di flusso magnetico, J ¢ la densita di corrente e g ¢ la permeabilita magnetica del vuoto
(= 47 - 1077 N/A?). Sia X come nel teorema della circuitazione, si ha

yolzyofj-ndU:fB-ndO':f B-tds,
b p) )

dove I ¢ la corrente totale che fluisce attraverso X. In breve,

,uolzf B-tds
[))>

Che ¢ la cosiddetta legge di circuitazione di Ampeére.

" altro postulato & div B = 0 che, come abbiamo gia visto, ha per conseguenza la legge di conservazione del flusso
magnetico.

= 7 . - . . . . p .
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5.2. Superfici orientate; teoremi della divergenza e della circuitazione 107

5.2.4 Formula di coarea per gli integrali tripli

Anche per gli integrali tripli vale la formula di coarea. Sia A C R? un insieme aperto e sia
g : A = [a,b] una funzione C> su A. Sia inoltre f : A — R una funzione integrabile. Allora

b
f f fA FO| V|| doxt dxy des = f ( ; f(x)da)dt.
a gl

Qui x = (x1, xp, x3) e ’integrale che compare dentro la parentesi a secondo membro ¢ un integrale
curvilineo di prima specie sulla curva g~!(r). Come nel caso degli integrali doppi si pud dimostrare
che I’insieme dei ¢ appartenenti ad [a, b] tali che g~'(r) non & (localmente) il sostegno di una
superficie parametrizzata regolare ha misura nulla.

Anche in questo caso, una conseguenza interessante ¢ la seguente: Chiamata B(X,r) la palla di
centro X e raggio r e posto g(x) = ||x — X|| si ha

fff fdxidxydxs = fff fdxidx,dxs = fr (f f(x) dO') dp.
B(x,r) 0 0B(%,p)

B(x.n\(x}

= 7 . - . . . . p .
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Capitolo 6

Operatori differenziali in R

6.1 Definizioni e prime proprieta

6.1.1 Definizioni e interpretazioni

Gli operatori differenziali che prendiamo in considerazione sono quelli che abbiamo gia incon-
trato: la divergenza div, il gradiente V, il rotore rot, ed uno che non abbiamo ancora visto: il
laplaciano A. A seconda di come operano, essi si possono distinguere come segue:

rot | Fa corrispondere campi vettoriali a campi vettoriali

V | Fa corrispondere funzioni a campi vettoriali

div | Fa corrispondere campi vettoriali a funzioni

A | Fa corrispondere funzioni a funzioni e campi vettoriali a
campi vettoriali

I laplaciano & definito come segue: data f : A C R" — R di classe C? sull’aperto A, si pone

n 62
Af(xl,...,x,,):za—xf

i=1
(Vedremo piu avanti la definizione di Av nel caso in cui v sia un campo vettoriale.)

(X1,...,x).

La divergenza puo essere generalizzata a campi vettoriali in R” scrivendo, per v : A — R" di
classe C!,

divv(xy,...,x,) = f(xl,...,xn).

Una interpretazione ‘fisica’ della divergenza ¢ la seguente (la enunciamo senza dimostrazione):
Dato un campo vettoriale v di classe C !'in un intorno di (xo, Y0, 20) Si ha

3
. i ‘nd
iv v(xo, y0, 20) rl_r)r(l) 4rr3 fs e

108
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dove S, ¢ la sfera (non la palla) di raggio r centrata in (xg, Yo, zo) € n ¢ la normale esterna. Chiara-
mente, 4# non ¢ altro che il reciproco del volume di spazio racchiuso da §,. In altre parole, se v
rappresenta la densita di flusso (massa per unita di tempo nella direzione di v) di un fluido in moto
stazionario (cioé non dipendente dal tempo) div v rappresenta la variazione di massa per unita di
volume e per unita di tempo nel punto (xg, Yo, 20)-

Similmente, per il rotore vale la seguente relazione

. 3
rot v(xg, Yo, 20) = lim f nAvdo,
r—0 473 Js,

dove I’operazione di integrazione ¢ effettuata componente per componente. Lo studente ¢ invitato
a meditare sul significato fisico di questa relazione.

6.1.2 Relazioni con la matrice jacobiana

Ci sono molte importanti relazioni tra i quattro operatori differenziali citati. Vediamone alcune,
altre le incontreremo negli esercizi.

Il rotore e la divergenza sono entrambi in relazione con la matrice jacobiana. Sev : A — R" di
classe C! nell’aperto A, si ha che div v(xo, yo, 20), (X0, Y0, 20) € A, non & altro che la traccia' della
matrice jacobiana v'(xg, yo, Z0)- In simboli

div v(xo, yo, 20) = trv'(xo, y0, 20)-

Ricordiamo che ogni matrice reale M puo essere scritta come somma della sua parte simmetrica
%(M + M") e della sua parte antisimmetrica %(M — MT). La parte antisimmetrica della matrice
jacobiana

v v

ox ay 0z

’ _ovn Ova  On
V(X0,50.20) = | 3x By os

vz vz vy

ox dy 0z
¢ data da
0 v _ vy v Ovs
1 ady Ox 0z ox
Z9n _m 0 vy _ vy
2| ox dy 0z dy
dvs _ Oy dvs _ 9wy 0

ox 0z ady 0z

Lo studente riconoscera negli elementi non diagonali le componenti di rotv (o i loro opposti).
Quindi v & irrotazionale se e solo se v'(xg, Yo, 20) ¢ simmetrica. Si potrebbe dire che il rotore
‘misura’ quanto asimmetrica sia la matrice jacobiana di v.

'La somma degli elementi della diagonale principale
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110 Capitolo 6. Operatori differenziali in R

6.2 Relazioni

6.2.1 Legami tra gli operatori

Sia f : A C R? — R una funzione C' sull’aperto A, e sia v = Vf. 1l fatto (che ormai dovrebbe
essere ben noto) che v conservativo implica v irrotazionale ci da subito la seguente importante

relazione:
rot (Vf) = 0. (6.1)

Osserviamo che se g & un campo vettoriale e f & di classe C? allora rot (g + Vf) = 0. Possiamo
scrivere questa relazione anche in un altro modo: Se g e & sono campi vettoriali che differiscono
per un gradiente, cio¢ se esiste f tale che g — h = Vf allora rot(g — h) = 0. Ci chiediamo se
sia vero anche il viceversa, cio¢ se sia vero che per campi g e & tali che rot(g — ) = 0 debba
esistere una funzione f tale che g — h = Vf. La risposta ¢ negativa in generale ma vera nei
domini semplicemente connessi. Infatti, se g ed & sono tali che rot(g — #) = 0 ed il dominio ¢
semplicemente connesso, il campo (x, y,z) — g(x, v, 2)—h(x,y, z) ¢ irrotazionale in un semplicemte
connesso e quindi conservativo (ammette un potenziale). Se f denota il potenziale di questo
campo, si ha
Vi(x,y,2) = g(x,,2) — h(x,y,2).

Se f come sopra & di classe C?, allora con un calcolo diretto si ottiene

div(Vf) = Af.

Ancora calcoli diretti provano (esercizio!) che

div (rotv) = 0, (6.2)
e che
rot (rotv) = V(divv) — Av,
dove
AV1
Av :=|Av,
AV3

Esercizio. Dimostrare che gli operatori div, V, rot e A sono lineari.

Esercizio. Dimostrare che se f e v sono come sopra

div(fv) =fdivv+Vf -,
rot(fv) =frotv+ Vf A v,

dove con fv si intende il campo vettoriale

Vl(x’y’ Z) f(x’y9 Z)Vl(x’y’ Z)
(x’y’Z)Hf(x’y’Z)' VZ(x’y>Z) = f(xvyvz)VZ(xvy’Z)
V3(x’y’ Z) f(-x’y’ Z)V3(-x’y’ Z)
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6.2. Relazioni 111

per ogni (x,y, z) nel dominio comune di f e v.

Osservazione importante. La (6.2) da una condizione necessaria affinché un campo vettoriale sia
un rotore: Condizione necessaria affinché un campo vettoriale w sia il rotore di un altro campo
vettoriale é che esso sia solenoidale (cioe che la sua divergenza sia nulla).

Si pud dimostrare che questa condizione non ¢ sufficiente (neppure se la regione considerata
fosse semplicemente connessa). E perd possibile provare con qualche conto che la condizione ¢
sufficiente sui parallelepipedi. Questo ¢ 1’argomento del paragrafo seguente.

6.2.2 Ricostruzione di un campo dal suo rotore (potenziale vettore)

Supponiamo, per esempio, di volere determinare tutti i campi vettoriali f tali che

X
rot f(x,y,2) = |-y (6.3)
0
in R3.2 Se f ha la proprieta (6.3), allora deve valere
aifs _ dfs _
b
g 0
G-y, (6.4)
9L _ O _
Ox dy —

Se possiamo risolvere questo sistema di equazioni allora troviamo un campo con la proprieta
richiesta. In generale, non possiamo aspettarci una soluzione unica. Infatti, dal momento che il
rotore di un gradiente vale O (per (6.1)), avremo che f risultera determinata a meno di un gradiente,
nel senso che se f ¢ tale che rot f(x,y,z) = (x,—y,0), allora anche f + Vg ha la stessa proprieta
qualunque sia la funzione ¢ di classe C*. Viceversa (si veda il paragrafo precedente) scegliamo
un qualunque campo f con la proprieta (6.1) allora, se f & un altro campo con la stessa propriet,
esiste una funzione ¢ tale che f — f = V. In altre parole, se possiamo determinare una soluzione
f di(6.4), allora possiamo scriverne tutte le soluzioni nella forma f+ V¢ con ¢ funzione arbitraria.

Vediamo allora come possiamo trovare una soluzione di (6.4). Facciamo un tentativo (in fondo
stiamo cercando una soluzione, non tutte le soluzioni) e poniamo fi(x,y,z) = 0. La seconda e
terza equazione in (6.4) diventano, rispettivamente,

o . 9B

ox 7 Ox '
Integrando rispetto a x otteniamo, rispettivamente, f3(x,y,z) = xy + g(v,2) € fa(x,y,2) = h(y,2)
dove g e h sono funzioni arbitrarie di y e z. Facendo ora uso della prima delle (6.4) e delle
espressioni appena determinate, otteniamo

_0fs O0fr og Oh

YTy T T oy oz

X
2Un campo vettoriale con questa proprieta & detto potenziale vettore del campo (x, y, z) (—0> )

= 7 . - . . . . p .
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112 Capitolo 6. Operatori differenziali in R

da cui segue
dg Oh
2 _2-0
dy 0z

Cerchiamo una soluzione ponendo g(y,z) = 0. La (6.5) diventa

(6.5)

Ooh
— =0,
07

da cui segue, integrando rispetto a z che A(y, z) = p(y) per una arbitraria funzione p. In definitiva,

0
fx,y,2) = p»)
Xy

soddisfa la (6.4) per ogni scelta della funzione p. Possiamo, per esempio, scegliere p(y) = 0

cosicché
0

fxy,2)=(0
Xy
ha la proprieta richiesta. Tutte le soluzioni della (6.4) sono della forma f + V¢, con ¢ funzione
arbitraria. Dunque tutti i campi vettoriali che hanno la proprieta (6.3) sono della forma

Oy

7

(3,2 = f(oy,2+ Ve, y.2)=| F
Oy

Xy+a—z

In generale, vale il seguente:

Teorema Sia R = (ay, by)x(as, by)x (a3, b3), siainoltre v: R — R3 un campo mettoriale C'. Allora
divv(x,y,z) = 0 se e solo se esiste un campo vettoriale w: R — R3 tale che rot w(x, ¥,2) = v(X,y,2).

Dimostrazione (Cenni). La necessita della condizione non ¢ altro che la formula (6.2). La di-
mostrazione della sufficienza ¢ di natura costruttiva (nel senso che si esibisce esplicitamente un
campo w con le proprieta richieste), e segue da vicino i passi della costruzione effettuata sopra: Se
vi, con i = 1,2,3, indica la i-sima componente del campo vettoriale v, la costruzione precedente
suggerisce di scegliere per (x,y,z) € R

0
w(x,y,2) = fxz V3(l,y,Z)dt—sz vi(x0, Y, D)dt |,
= Jo vt y, 2dt

dove xy € (ai,b1) e zo € (as,bs3) sono scelti arbitrariamente. La verifica che w ha le proprieta
cercate € lasciata al lettore. O

Se v e w sono come nel teorema, tutti i campi che hanno la proprieta (6.3) sono della forma w+ V¢
con ¢ funzione arbitraria.

= 7 . . . . . . p .
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Esempio. Calcoliamo il flusso del campo

X

V(xa ) Z) =11y
0

attraverso il grafico X (con versore normale verso I’alto) della funzione

(y - 1)?
Va-1D2+ (-1

p(x,y) =

definita sl disco D € R? di centro il punto (1, 1) e raggio 1. Il bordo di X pud essere parametrizzato
da
y(®) = (1+cosf, 1 +5in6, (sinh)?), 6 € [0,2n].

0
Come abbiamo visto v ¢ solenoidale e v(x, y,7) = rot( 0 ) Allora, per il teorema di Stokes

xy
0 0
Flusso di v attraverso X = f\w ndo = f( 0 ) -ndo = f ( 0 )-tds.
) T\ gz \ XY
Si ha
—siné
(0
Y@ =| coso |, e t0O) = 7,(9) :
n(26) @I
dunque,

o o 0 —sinf
fv-ndazf()?‘)-tds:f 0 | cos@ |do
z y Y 0 |1 +cos@)(1 +sind)) |sin(26)

21
1
= f [(1 + sin @ + cos ) sin(20) + 5( sin(29))2] do = g
0

¢ il risultato cercato.
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114 Capitolo 6. Operatori differenziali in R

6.2.3 1l vettore simbolico V

Una modo per memorizzare meglio gli operatori differenziali descritti finora ¢ introdurre il vettore
simbolico V = %i + aa_y j+ a%k e osservare che (in modo puramente formale)

rotv=V Av
divv=V.vy
Af=NV-V)f, Av=(V-V

. . : : 2 2 2
dove f e v sono come sopra e A ¢ identificato con 1’operatore simbolico 667 + 387 + g—zz. A causa

dell’ultima identita, il laplaciano viene anche indicato con il simbolo V2.

Osserviamo che nel caso scalare (ma non in quello vettoriale)
Af =(V-V)f =V -(Vf) =div(V)).

Nel caso vettoriale, infatti, Vv non ¢ definito. Quindi, attenzione a maneggiare i simboli!

Esercizio. Posto x = (x1, x2, x3) e v(x) = u(x)Vv(x) con u e v funzioni C? su U C R? aperto la cui
frontiera sia una superficie a placche, dimostrare, usando il teorema della divergenza, che

fff v(xX)Au(x) dx1dxydx; = —fff Vu(x) - Vv(x) dxidxydx; +f @(x) do, (6.6)
U U U ON

dove n ¢ la normale uscente.

Esercizio. Posto x = (x1, x2, x3), definiamo v(x) = u(x)Vv(x) — v(x)Vu(x) con u e v funzioni C?
su U C R3 aperto la cui frontiera sia una superficie a placche. Dimostrare, usando il teorema della
divergenza, che

f f f (v(x)Au(x)—u(x)Av(x))dxldxde3 = f (@(x)—@(x)) do, 6.7)
U oU c')n (9n

dove n ¢ la normale uscente.
Le formule (6.6)—(6.7) sono dette rispettivamente Prima e Seconda Identita di Green.

Esercizio. I due esercizi precedenti hanno un parallelo naturale in R?. Quale?
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gnetico di Poincaré, 29-31
insieme lunghezza
convesso, 25 di un arco di curva regolare, 23
misurabile, 46, 78 di un sottoinsieme di R, 18
numerabile, 40 di una curva parametrica, 19
semplicemente connesso, 15, 25
trascurabile massa
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di un filo, 23

di un solido, 81

di una piastra, 51
matrice jacobiana, 52, 80, 85, 109
misura

bidimensionale, vedi area

tridimensionale, vedi volume

unidimensionale, vedi lunghezza
momento d’inerzia

di un filo, 24

di un solido, 81

di una piastra, 51

omotopia di curve, 25
omotopia relativa, 31
orientazione
canonica del bordo, 61
di una curva, 17
di una placca, 96
di una superficie a placche, 100
indotta sul bordo, 98-99
indotta sulla frontiera, 61-62, 99
orientazioni
concordi
di archi, 33
discordi
di archi, 33
opposte di curve, 17

parametrizzazione
di arco di curva, 22
di una placca, 87
parametro di finezza, 37, 73
parte
antisimmetrica, 109
simmetrica, 109
partizione
di un parallelepipedo, 72
di un rettangolo, 37
permeabilita magnetica del vuoto, 106
placca
di superficie, 87
piana, 61
placca orientata, 97
potenziale di un campo vettoriale, 12
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potenziale vettore, 111
primitiva di una forma differenziale, 10-12, 35
principio di Cavalieri, 48, 78
proprieta
di linearita, 39, 44, 73
di monotonia, 39, 44, 74

rotore, 105, 108

sostegno di una curva, 16
superfici regolarmente equivalenti, 88
superficie a placche, 92
chiusa, 93
superficie parametrica, 85
regolare, 85
semplice, 85

teorema

della circuitazione
nel piano, 64
nello spazio, 65, 106

della divergenza, 69, 101

della media
per gli integrali curvilinei (I), 20
per gli integrali curvilinei (I), 21
per gli integrali doppi (I), 49
per gli integrali doppi (II), 49
per gli integrali tripli, 81

di additivita rispetto all’insieme di integra-

zione, 18, 44, 75

di cambiamento di variabili
integrali doppi, 52
integrali tripli, 80

di continuita per integrali parametrici
doppi, 57
semplici, 2
tripli, 83

di derivabilita per integrali parametrici
doppi, 57
semplici, 3
tripli, 84

di differenziabilita per integrali parametrici
doppi, 57
semplici, 4
tripli, 84

di dipendenza dagli estremi, 27
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di equivalenza
per gli integrali doppi, 41
per gli integrali tripli, 73
di Fubini, vedi di riduzione
di Gauss, 101, 103
di Gauss gravitazionale, 102
di Heine—Cantor, 2
di indipendenza dalla parametrizzazione
integrali curvilinei non orientati, 22
integrali curvilinei orientati, 33
di integrabilita
per gli integrali doppi, 41
per gli integrali tripli, 73
di invarianza per omotopia, 31
di Jordan, 61
di Pappo-Guldino
primo, 96
secondo, 82—-83, 104-105
di Poincaré, 31
di riduzione, 42, 74
fondamentale per gli integrali curvilinei, 27
traccia, 109

versore normale alla placca, 87
vettore

applicato, 7

libero, 7

punto di applicazione di, 7
volume, 38, 78, 104
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