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Introduzione

Il termine “modello matematico” gfre di una —forse voluta— ambiguita: lo si pu0 interpretare
come uno strumento matematico (un’equazione, una funaomeant’altro) che rappresenta la
realta, cioé un’astrazione della stessa o, al contranme un oggetto reale che da concretezza
ad una nozione matematica. Nella prima accezione, il modalitematico & da vedersi come
uno strumento per conoscere piu a fondo la realta ancheogorquantitativo. Nella seconda,
guesto sembra divenire pit un ausilio per I'apprendimenta comprensione di nozioni e strut-
ture astratte. Non mancano tuttavia esempi che si trovanogse dire a cavallo tra queste due
interpretazioni. Basti pensare ai modellini di solidi plati (saranno argomento della seconda
lezione) che tutti abbiamo avuto occasione di vedere inctpgabetrinetta dei dipartimenti di ma-
tematica: questi sono chiaramente rappresentazioni endr oggetti matematici, ma essi stessi
sono idealizzazioni di oggetti reali.

Due modelli di solidi platonici

Dadi da gioco rappresentabili come solidi platonici

Un discorso anaologo puo essere fatto per i sistemi agticche saranno argomento della prima
lezione.



Vi Lezione 0. Introduzione

Una disamina generale sul concetto di modello matemati@bba troppo lunga da tenere qui e,
forse, anche fuori luogo. Il lettore interessato puo trewan’ampia e interessante discussione su
questo tema nel libro di G. Isrdelo su quello di E. A. Bendér

Altre lezioni avranno un approccio piu 0 meno concreto @sda della nozione da introdurre.
Cerchero, per ogni argomento, di presentare una bibfiegche permetta sia I'approfondimento
che I'estensione degli argomenti presentati.

Ogni lezione riguarda un tema matematico diverso, visto mgunto di vista “modellistico”
concreto che, ben lontano dall'essere assoluto, & pdesdabdocente. Lidea di fondo di queste
lezioni & stimolare la creazione di progetti didattici illustrare le diverse nozioni matematiche
che gli aspiranti docenti vorranno introdurre.

1Giorgio Israel Modelli matematici. Introduzione alla matematica apptaaFranco Muzzio Editore, 2002 Roma.
2Edward A. BenderAn introduction to mathematical modelinDover Publ., New York, 2000
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Lezione 1

Sistemi articolati: trasformazioni del
piano, invito alla geometria sintetica e
analitica

| sistemi articolatireali sono importanti in meccanica e robotica. Le loro corrispordidealiz-
zazioni, i sistemi articolatstratti, sono nate per studiare le questioni cinematiche che nasaon
guesti ambiti. Si tratta di sistemi di segmenti sottopostaia vincoli che sono liberi di muoversi
in un piano o nello spazio. Viceversa, i sistemi articolatlr hanno la loro rilevanza teorica in
guanto permettono di realizzare concretamente alcunertamgdtrasformazioni del piano e di
disegnare, almeno localmente, le curve algebriche (Srootifil teorema di Kempedel 1876).

1.1 Traslazioni nel piano: il parallelogramma

Il parallelogramma € una figura fondamentale nei sisteticaati. Si tratta di un quadrilatero
convesso con i lati opposti paralleli.

A B
Un parallelogramma. Le coppie di lati opposti schBe CD, e AD e BC.

Il fatto fondamentale che useremo €& questa conseguergttadiei postulati di Euclide (omettia-
mo la dimostrazione):

tAlfred Kempe, 1849-1922.
Data una curva algebrica piana ed un punto su di essa, esisistema articolato che la traccia in un intorno del punto

data



2 Lezione 1. Sistemi articolati

Teorema 1.1.1.Un quadrilatero & un parallelogramma se e soltanto se idgposti sono uguali
e se e soltanto se gli angoli opposti sono uguali.

L'applicazione di questo teorema ai sistemi articolatedita immediatiamente chiara se conside-
riamo i vertici del parallelogramma come snodi:

C D’ o

S

B A

Si lascia fissAB, CD viene traslato irfC’'D’.

Un’applicazione: uno strumento per tracciare parallele.

Componendo due parallelogrammi “snodati” si realizzareallmente le traslazioni del piano.
Basta procedere come in figura:

C F’
D
\
F
B E’
A C’
E
B/

Si lascia fissAD, EF viene traslato irE’F’.

La dimostrazione chEF & sempre parallelo & F’ € ovvia e lasciata al lettore.

M 7 Meatirriatiin Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadébre



1.2. Simmetrie centrali 3

Un’applicazione pratica di questo tipo di costruzione &ednigrafo a parallelogrammi in cui la
squadra puo venire spostata sul piano di disegno con uslagi@ne qualunque senza perd mai
modificare le direzioni delle aste.

Un tecnigrafo

1.2 Simmetrie centrali

E molto semplice realizzare una simmetria centrale rispatt un puntoO dato mediante un
sistema articolato.

Si consideri il rombo (cioe un parallelogramma con i latuatj) ABCP imperniato nel punto
medio O del alto AB e si prolunghi il latoBC fino ad un puntoQ in modo tale cheB risulti il
punto medio dQC, come in figura

Con questa costruzione i putitie Q sono simmetrici rispetto a@. In altre parolePO = OQ. La
dimostrazione di questo fatto segue dalla congruenzaidagli APOe BQO. Infatti gli angoli
AOP e BOQsono uguali perché opposti al vertice, mentre gli angaiOe OBQlo sono perché
opposti di un parallelogramma. Di conseguenza, questigak hanno tutti gli angoli interni
uguali. La congruenza segue dal fatto &@ = BO.

Questa costruzione puo intendersi come un “meccanismedelo il puntoQ costruisce il suo
simmetricoP rispetto adO.

Med i Mesterratics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



4 Lezione 1. Sistemi articolati

Il sistema articolato della figura precedente realizzatoleaste del meccano

Data una curva ed un puntdO, per costruire la curva simmetricarispetto aO. Si fissa ivi la
puntaO e si trascina la puntB lungoc. La punta tracciant&, segnera la curvel.

E importante osservare laffirenza che c'e tra sistemi articolati e ordinarie costmizeon riga

e compasso. Nei primi, infatti, possiamo cambiare gli aipngpostare punti, persino (per certe
macchine) farli scorrere su segmenti ma non ci € consevrdiiare le lunghezze delle nostre aste
(come sarebbe necessario per realizzare un compasso)di @am i puo costruire il punt®
come intersezione della retta passante@erP con la circonferenza di centi© contenenteP,
come faremmo per un’ordinaria costruzione geometrica.

1.3 Omotetie: il pantografo

Si consideri un sistema articolato costituido da quattte:atue lungheAF ed FB imperniate in
F, e due corteeD e DG imperniate tra di loro irD e, rispettivamente, coAF in E e conFB in
G. Supponiamo che

AE  BG

AF BF
e cheDEFG sia un parallelogramma. Supponiamo cioe che le aste siaposde come in figura:

F

Mo 7 Meatrriatiic Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadébre



1.3. Omotetie: il pantografo 5

Poniamo

Ki= —;
AF

in tale moddk & una costante, per cosi dire parametro costruttivoche dipende solo dalla scelta
del puntoE sull'astaAF. Valgono i seguenti fatti riguardanti questa costruzione:

Teorema 1.3.1.(1) | punti A, D e B sono allineati. (2) Si haD / AB = k.

Dimostrazione.(1) | triangoli AED e AF B sono simili perché hanno gli anngeAFBuguall
e le coppie di lati adiacenti sono proporzionali. Di consawa gli angoll:(\De FABsono uguali
a loro volta.

(2) Dalla similitudine dei triangolAED e AFB segue che

SeA viene considerato fisso, deformando questo sistema atiic(di cambiano gli angoli, ma le
lunghezze rimangono le stesse) si realizza una omddetia B di centroA e rapportc.

Quello descritto sopra € il principio costruttivo gelntografo di Scheinér uno strumento usato
per realizzare riproduzioni in scala (per ingrandire omdydi disegni.

Un semplice pantografo di Scheiner

2Christopher Scheiner, 1575-1650.

Mk B Mrternaatiie Copia e distribuzione vietate senza il consenso scrittcadébre



6 Lezione 1. Sistemi articolati

La scala pud essere alterata
cambiando la posizione dei
perni come mostrato nella
foto di dettaglio a fianco.

1.4 Inversione rispetto ad una circonferenza

Data una circonfeenz@ di centroO e raggiop > 0, si considera la trasformazione del piano
“bucato” (cioe privato diO), dettainversione rispetto a @gni punto diP # O del piano viene
trasformato nel punt@, giacente sulla semiret&di origine O passante pdp, con la proprieta

che X
P

0Q
Chiaramente, i punti della circonferenavengono lasciati fermi da questa trasformazione (cioe
sono invarianti). Infatti sS©Q = p alloraOP = p quindi P = Q.

OP-

Osserviamo ch@ # O. Se chiamiam&n questa trasformazione, alloda ( In(P)) = P per ogni
P # O; questo si pud anche scrivese’(P) = P. Questa importante proprieta della trasformazione
si chiamainvolutivita.

Operativamente, ci sono diversi modi di costru@e partire deP = O.
Vettorialmente. Si costruisce il vettoréfQ ponendo
2

oQ=—2_op
|OP2

M Mesterriatics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



1.4. Inversione rispetto ad una circonferenza 7

In coordinate cartesiane. Fissato un riferimento cartesiano ortogonale, ponidne (x,y) e
indichiamo con {, n) le coordinate dQ. Si ha

2_ X 2_ Y
= = . 1.1
& ey & Y. (1.1)

Conicomplessi.SeO =0eze C\ {0} € il numero complesso che rappreseRtalloraQ & dato

dal numero
02

Z;:T.

z
dovezdenota il coniugato di, cioe, sez = x+1iy, alloraz = x—1iy. A questo proposito ricordiamo
che,
_ P 2 Z 5 Z
g - Z =p Zz =p |Z|2 ’
dove|Z = +/x2 + y2 & il modulo diz = x + iy. Che & perfettamente coerente con le interpretazioni
vettoriale e cartesiana date sopra.

E facile vedere, per esempio usando la formulazione cosmlehe JIn” € una trasformazione
conforme del piano bucatd )\ {0} (cioé una trasformazione che mantiene invariata la mideggi
angoli) che ne inverte l'orientazione.

1.4.1 Inversione di una retta non passante per il centro

Consideriamo una retta non passante peD e la sua immagin&n(r) mediante l'inversione
rispetto ad una circonferenza di raggi@entrata inO. Un modo semplice per identificare que-
stimmagine ¢ il seguente metodo che usa le coordinatesiarte: A meno di una rotazione e una
traslazione possiamo sempre supporre ©tsia I'origine degli assi e che I'equazione della retta
siax = Xg conXy # 0 che rappresenta la distanzardiaO. Dato un punto generico, y) dir,

poniamo(é(y), n(y)) = In(Xo, Y); si ha

~ X00? 2
(). n) = Ino.y) = | 52—, |,
X5+ Y2 X5+ Y
Dal sistema

_ X
X5+ Y2
pe
X5+ Y2

si ottieney = ’;—pxo (ricordiamo ched, n) # (0,0)) da cui, sostituendo nella seconda e dividendo
2 . . . . : .
pern, seque? + n? = %. Quest'ultima la riconosciamo come 'equazione di unaasiferenza

con centro in(%,O) e raggio%. ChiamiamoC€ questa circonferenza. Avremo cBa(r) =
€\ {O}. Se astraiamo dal sistema di coordinate, possiamo diréigireagine mediant&n di una
retta a distanzd > 0 daO é una circonferenza passante @gfa cui va tolto propridD) di raggio
4 il cui centro giace sulla semiretta con originedrortogonale alla retta

M Mesterriatics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



8 Lezione 1. Sistemi articolati

Vista I'involutivita della trasformazione avremo in@tchelimmagine di una circonferenza con-

tenente l'origine (tolta l'origine stessa) di raggfoé una retta dlstant%— daO e ortogonale alla
semiretta con origine i attraverso il centro della circonferenza

(X0, Y)

2

x0p?  _yp
Xry2” Xe+y?

CorrispondenzatraeC.

Notiamo che se la retmae incidente corC allora anchet lo €. Un caso particolare interessante
si ha per tangente &. Se questo succede alloaha raggiop/2 ed € anche essa tangent€ a
(dall'interno) nello stesso punto di

Osservazione 1.4.1Notiamo che 3n” fa corrispondere circonferenze non passanti per I'origin
a circonferenze (con la stessa proprieta). Per vederlo,itcoonsueto cambiamento di coordinate
portiamo il centro di C nell’'origine e quello della circonfnza da trasformar&’ nel semiasse
positivo delle ascisse. In questo modo, posto r il raggi@’a (d, 0) il suo centro, possiamo dare
la seguente rappresentazione parametric&di

t— (d + I cost, rsint), t € [0, 27].

Dalle formule(1.1) allora segue che I'immagine & & parametrizzata da

( pr cost +d Pr sint

s , te]0,2x].
r2(sint)? + (r cost + d)?~ r2(sint)2 + (r cost + d)2) [0. 2

Con qualche calcolo, e possibile vedere che questa € urargrizzazione di una circonferenza

con,
2 2
p=d . ro
centro: | ——, 0|, raggio: ———.
(dz_rz ) 900 g

Med i Mesterratics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



1.4. Inversione rispetto ad una circonferenza 9

(Si noti che d# s perché abbiamo supposto cienon passa per I'origine.) Infatti,

p?(r cost + d) __pAd )2 p*ré(sint)? _ pir?
r2(sint)2 + (r cost +d)>  d*—r? (rz(sint)2 + (r cost + d)2)2 rt-2dr2+dt

Non & djficile poi osservare che se< d, “3n” inverte, per cosi dire, il verso di percorrenza della
circonferenza nel senso che, e percorsa in senso antiorari@n(¢’) lo & in senso orario.

Il caso in cui d= 0 & banale ed e lasciato al lettore.

Notiamo che se la circonferenza interseceC la retta immagine & facile da determinare geome-
tricamente: € quella che passa per i punti di intersezivistéo(che devono essere punti fissi).

1.4.2 Inversore di Peaucellier—Lipkin

Consideriamo un sistema articolato formato da sei astesfinigte nei vertici comuni); due lunghe
AC e AD di uguale lunghezza, e quattro coBE, B'C, BD e B'D anch’esse di uguale lunghezza.

Is sitema descrittoE facile verificare che i punth, B e B’ sono allineati.

Il corrispondente meccanismo fu inventato nel 1864 da Reieré e Lipkin®, allo scopo di rea-
lizzare il movimento rettilineo senza ricorrere a guidembtivo per cui questo € possibile & che,
come vedremo subito sotto, i puie B’ sono I'uno I'inverso dell’altro rispetto ad una circonfe-
renza di centrd\ e raggio opportuno. Quindi per realizzare il movimentodireeé stficiente far
muovereB lungo un arco di una circonferenza contenefite

Si ha infatti il seguente risultato:
Teorema 1.4.2.Vale la relazione

AC - BC’ = AB-AB. (1.2)

- . . . . : (—2 —2
Quindi B e B sono inversi rispetto ad una circonferenza di centro A e ragg AC — BC'.

3Charles-Nicolas Peaucellier, 1832—1913
4Yom Tov Lipman Lipkin, 1846-1876

Med i Mesterriatics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



10 Lezione 1. Sistemi articolati

Dimostrazione.SiaC’ il punto di intersezione dei segme@D e BB'. Questi, essendo le diago-
nali di un rombo si bisecano vicendevolmente.

Quindi BC’ = B'C’, da cui segue

1— 1,— —
BC'= BB =3 (AB' -AB). (1.3)

Per il teorema di Pitagora applicato ai triangdblCC e BCC, si ha
—_ —  ——\2 —_ —_ —_
AC’ - (AB+BC) =CC" =BC -BC .
da cui
—2 —2 —— —2
AC - AB -2ABBC' =BC..
Usando la (1.3) riscriviamo guesta equazione come segue:

AC’ - AB’ - AB(AB - AB) = BC'.

Semplificando si ottiene la (1.2).
L'ultima affermazione segue subito dalla costruzione e dal fatto che

2
AB = 2

dovep = VAC - BC-. O

%l
o8}

Usando quanto discusso nel paragrafo 1.4.1, otteniamdater)do muover8 lungo un arco di
una circonferenza passante PeB’ si sposta lungo un segmento ortogonale alla retta congi@gen
A con il centro di questo cerchio.

M Mesterratics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



1.4. Inversione rispetto ad una circonferenza 11

Questo pud realizzarsi operativamente fissando un pMhtodistanza? > AC — BC da A ed
imperniando un’asta di lunghezZan M e B. Ruotando quest’ultima intornoM facciamo si che
B’ descriva un segmento. Tale rotazione, naturalmente éjlessolo per un’angolo limitato. La
lunghezza massima del segmento ottenibile si pud cakedan una semplice applicazione del
teorema di Pitagora. Per farlo conviene pare AC e b = BC, in questo mod@, b e £ sono i
parametri “costruttivi’ che determinano le capacita delcacanismo.

Dal teorema 1.4.2 segue che la minima distanza dal segmento g% Va2 — b2. La massima
distanza daA raggiungibile si ha quando le ask&C e CB sono allineate, quindi vala + b.
Allora, la lunghezza cercata vale

%)\/452+2ab—a2—b2.

Inversore che realizza un movimento rettilineo.

Mk . Mrtesnatiie Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadédre



12 Lezione 1. Sistemi articolati

Inversore che illustra 'osservazione 1.4.1

Il materiale presentato in questa lezione & basato suiidtdgdrtemente orientati alla didattica
che sono segnalati sotto:

Riferimenti ed approfondimenti

0O M. G. Bartolini Bussi, M. Maschietto. Macchine Matematiche: dalla storia alla scuola
Springer 2006, Milano, Italia.

O H. M. Cundy, A. P. Rollett. Mathematical Models 3rd editioriTarquin Publications 1981,
Ipswich, Gran Bretagna.

M Mesterratics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadebre



Lezione 2

Taglio della pizza, mappe e grafi piani:
un’introduzione al principio
d’induzione matematica

Il principio di induzione matematica € uno dei concettidamentali della matematica, in partico-
lare di quella dettaliscreta In effetti si tratta di un enunciato che riguarda i numeri natu@bn

il termineinduzione in generale, si intende un ragionamente che dafiertaazione particolare
porta al caso generale. ihtluzione matemati¢canella sua essenza, € uno speciale metodo dimo-
strativo che a partire da un’osservazione particolardodlsed’induzione) riguardante un certo
numerong e dalla dimostrazione di un certo enunciatg@ksod’induzione) permette di stabilire

la validita generale di una legge per tutti gli integi< n e N.

Applicheremo questo criterio ed altri ragionamenti qadiNi allo studio della possibilita o im-
possibilita di concludere alcune procedure.

2.1 Induzione matematica e taglio della pizza

Il principio d'induzione matematica si potrebbe formadirz nel modo seguente:
SiaP una proposizione &y € N. Supponiamo che:
1. [base d’induziond P(ng) & vera;
2. [passo d’induziong tutte le volte chd(n) & vera allordP(n+ 1) lo é.
Allora P(K) & vera per ogri > ng.
In questo schemd(n) € dettaipotesi induttiva

Per capire quanti scritto sopra basti pensare che se la badazibne € vera, allora il passo di
induzione (la cui validita & ovviamente & da provare!piita cheP(ng + 1) € vera. Ripetendo il

13



14 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

ragionamento si ottiene ci&ng + 2) lo €, lo stesso argomento prova la validitd@Pdng + 3) e cosi
via. ..

Questo ragionamento fa pensare a quelle file di tessere deéhddaliposte in modo tale che la
caduta di una provoca quella delle successive. Siimmagaueatle numerate a partire da 1 e di
poter dimostrare il seguente passo d’'induzionge tade la tesserasima allora cade ln + 1)-
simd. Se questo & vero, allora la caduta della tessera numerovbga la caduta di tutte le
altre.

Per usare il principio di induzione per dimostrare una psigioneP si procede in questo modo:
si verifica la verita diP(ng), cioé della base d'induzione (valor tipici dy sono 0 o 1) e poi si
dimostrala validita del passo d’induzion€& da notare che il principio d’'induzione puo permettere
di dimostrare la verita di alcune proposizioni ma non éidiicaperscoprirle

Esempio 2.1.1.Calcolare la somma dei primi h numeri naturali dispari (a fieg da 1).

Per prima cosa cerchiamo di scoprire quale ¢ la formula daadtrare. Poniamo
snN=1+3+...+(2n-1),
e cerchiamo una formula per rappresentaf@)s Iniziamo con alcuni valori particolari:

s(1)=1,
s(2)=1+3=4,
s3)=1+3+5=9,
S(4)=1+3+5+7=16

Guardando questi valori facciamo l'ipotesi chéns = n?. Per stabilire se questa ipotesi & vera
applichiamo il principio d’induzione. La base & ovvianmerera: prendiamo = 1 e osserviamo
che come appena verificato si héls= 12 = 1. Dimostrimo la validita del passo d’induzione:
supponiamo che per qualche n si abb{a)s= n? e verifichiamo che(s + 1) = (n + 1)2. Infatti,

sn+1)=1+3+...+2N+1)-1) =snN+2N+1)-1)=n>+2n+1=(n+1)>

Che dimostra il passo d’induzione. Il fatto ch@)s= n® per ognin € N segue allora dal principio
d’induzione.

Esempio 2.1.2.Calcolare la somma dei primi n numeri naturali (a partire tfa Poniamao(n) =
1+2+...+n.

Stavolta indovinare la formula & un po’ piu complicator Ra&lo scriviamo due volte i numeri da
1 a n su due file in direzioni opposte. Cosi:

1 2 3 4 o |n
nin-1|n-2/n-3|---1]1

Se sommiamo le colonne otteniamo una costantd: Siccome ci sono n colonne otteniamo che il
doppio della somma dei primi n numeri val@ghr 1). Certamente questa non € una dimostrazione,
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2.1. Induzione matematica e taglio della pizza 15

ma potremmo anche farla diventare tale, basterebbe dimsthe la somma di ogni colonna e

n+ 1 qualunque sia n. Preferiamo pero usare il principio d'irmione per provare che

nin+ 1)
2

o(n) =

La base d'induzione & facile: una verifica immediata ci dibel = (1) = % Per dimostrare
il passo d'induzione osserviamo che se per qualche n si(hg= n(n + 1)/2, allora

_ (n+L{n+2)

nin+ 1)
——+n
2

ocn+1)=1+2+...+n+(N+1)=0(n)+(n+1) = +1

E conveniente, per quanto faremo in seguito, por(@) = 0.

Notiamo che negli esempi 2.1.1 e 2.1.2 si sono di fatto oteeleuformule
sin+1l)=snN+2n+1, e o(h+1l)=c(M+n+1

gueste formule, assieme alle rispettive “condizioni &lizi (1) = 1 eo(1) = 1 determinano
s(n) e o(n) per ogni valore di, rispettivamente. Infatti usando, per esempio, la prinsgease
alla condiziones(1) = 1 si ottienes(2) = 4 da cui, con un’ulteriore applicazione della relazione,
si ottienes(3) = 9 e cosi via. Le successioni che vengono costruite coneegjodjuesto tipo
si dicono definiteper ricorrenza Un esempio famoso un po’ piu elaborato € la successione di
Fibonacct:
FnN)=Fn-1)+F(n-2), n>2

{ F1)=1, F@)=1
Spesso, la forma della ricorrenza consente di trovare unaula “chiusa” (cioé soltanto in termini
di n) per 'elemento generale della successione. Parleremacdessioni definite per ricorrenza
in una prossima lezione.

Esercizio 2.1.3.Dimostrare che la somma dei quadrati dei primi n numeri natiufa partire da
1) e datada fn+ 1)(2n + 1)/6.

Esercizio 2.1.4.Dimostrare che la somma dei cubi dei primi n numeri naturalpgrtire dal) &
data da f(n + 1)?/4.

2.1.1 Porzioni di pizza

Consideriamo il problema di determinare il numero massinqodzioni che si possono ricavare
da una pizza facendovi dei tagli dritti. Per porre il probéesu basi ragionevoli dobbiamo avere
un modello matematico della nostra pizza e di che cosa si@gti.i Notiamo che non ci interessa
(almeno per il momento) che le porzioni siano in qualche @éaguali”. Quello che vogliamo
fare e scgliere i tagli in modo da massimizzaratuimerodelle porzioni.

Come modello della pizza consideriamo un digrdi raggio unitario e come tagli prendiamo le
corde della circonferenza che delimita il disco. Le “porziadopo gli n tagli cy, ..., cym Saranno
allora le regioni che compongorid\ (c1 U --- U Cp).

1Leonardo Pisano detto il Fibonacci, 1170-1240
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16 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

.

Ottimale: 3 tagli generano 7 porzioni Sub-ottimale: 3 tagli generano 6 porzioni

Ogni taglio divide in due ogni regione (porzione) incoragratQuindi per generare il massimo
possibile numero di porzioni si deve, ad ogni taglio sudeessercare di intersecare il massimo
numero possibile di regioni preesistentt facile convincersi che vale il seguente principio di
ottimalita:

Il numero delle porzioni ottenute é massimo quando ogrliaagcontra ogni altro
taglio all'inteno della pizza ma non esistono tre tagli chimnersecano nello stesso
punto.

Infatti, supponiamo per assurdo che esista una configur@zttimale in cui uno dei tagli, di-
ciamocy, non incontra (internamente alla pizza) tutti gli altri fagppure passa per un punto di
intersezione comune ad (almeno) altri due tagli. In entidarobsi si pud trovare una perturba-
zionec; di ¢y, che incontra almeno una porzione in piti (questo si pud (f@rché c’e soltanto un
numero finito di tagli). Allorac] genera almeno una porzione in piu rispetim acontraddicendo
I'ottimalita della configurazione.

.

Configorazioni sub-ottimali che si possono rendere otiimaldificando un taglio

Vogliamo calcolare il numero massimo di porzioni ottenibRer farlo, usiamo un argomento di
ricorrenza. Chiamiam®(n) il numero massimo di porzioni ottenibili camtagli. Chiaramente
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2.1. Induzione matematica e taglio della pizza 17

P(0) = 1, infatti se non facciamo tagli abbiamo un’unica porzictugta la pizza. Supponiamo ora
di conoscerd®(n — 1) e pratichiamo h-simo taglio secondo il principio di massimalita enunaiat
sopra in modo da forman@(n) porzioni. Ogni volta che l'ultimo taglio incontra una paae la
divide in due. Le regioni spezzate sono allorauna per ogni taglio incontrato (ciag— 1) piu
quella dal cui bordo (della pizza) siamo partiti per far@gdlto. Si ha quindi la seguente relazione
per ricorrenza:
P(0) =1,
{ PnN=Ph-1)+n n>1

0, se preferiamo,

P(0) =1,
{ Pn+1)=PN)+n+1 n>1

Se confrontiamo con la successian@) dellesempio 2.1.2 vediamo che,

PO)-o(0)=1,
{ PNn+1)—o(n+1)=PMN)+n+1-(c(n)+n=1)=P(n)—oc(n), n=1

Allora, posto.#(n) = P(n)—o(n) per ognin € NU {0}, si ha che¥ soddisfa la seguente relazione
per ricorrenza:
Z(0) =1,
{ ZLn+1)=(Mn), nx=1

E un semplice esercizio mostrare per induzione.gt@) = 1 costantemente. Allora, per 'esem-
pio 2.1.2 abbiamo
n(n+ 1) n+n+2

+l=—r "%

PN)=c(n+1= > 3

che e la formula cercata.

2.1.2 Un approccio combinatorio

Mettiamo da parte solo per un attimo il problema del massiomoaro di porzioni e cerchiamo
un legame tra il numero dei tagli, quello delle intersezidei tagli (allinterno della pizza) e il
numero di porzioni ottenute. A questo scopo tralasciamojlpaomento, la richiesta che ogni
taglio intersechi tutti gli altri ma manteniamo quella chenrvi siano tre (o piu) tagli che si
incontrano in un punto interno e che due tagli non si incantrhai in nessun punto del bordo.

Immaginiamo di appendere la nostra pizza in verticale (wsa cla non fare con una pizza veral)
in modo tale che nessuno dei tagli sia orizzontale (quegtacisempre fare perché i tagli sono
in numero finito), e di associare ad ogni porzione il suo gerfiu alto (un vertice, per noi, € un
punto di intersezione tra due tagli o di un taglio con il bod#dia pizza). Notiamo che il fatto che
nessun taglio sia orizzontale fa si che ogni porzione ahbianico vertice piu alto.

Per esempio, le regioni sono associate ai vertici seconslegiaente tabella:

porzionenumero| 1 | 2| 3 |4 | 5|6
vertice associato | E| E| H| G | C | |
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18 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

nella figura sottostante

Ogni taglio determina due vertici sul bordo. Quello dei dhe si trova pil in alto lo chiameremo
superiore Nella figura, per esempid;, G e C sono vertici superiori.

Un attimo di riflessione ci convincera che ogni vertice intee associato con esattamente una
sola porzione e che ogni vertice superiore del bordo & assh’associato ad un’unica porzione
con l'unica eccezione di quello che si trova piu in alto dtit(E in figura) che & associato con
due porzioni. Chiaramente, il numero dei vertici supersaitibordo € uguale al numendei tagli
allora, postov(n) il numero dei vertici interni >(n) il numero di porzioni ritagliate si ha:

P(n) = 1+ n+v(n). (2.1)

Infatti, una porzione & associata ad ognuno{g) vertici interni e 1+ n & il numero di por-
zioni associate i vertici superiori sul bordo (che sancome il numero di tagli); 'addendo 1 &
conseguenza del fatto che al vertice piu alto di tutti sssmeiate due porzioni.

Notiamo cheP(n) non & necessariamente il numero massimo di porzioni ibtieoon n tagli
(abbiamo scelto anche un simbolo diverso), infatti abbidasciato cadere alcune ipotesi fon-
damentali. Lidentita (2.1) rappresenta un legame pitiegale tra le porzioni, i tagli e i vertici
interni.

Siveda, per esercizio che cosa diventa la (2.1) per la seéguenfigurazione ottimale con 4 tagli:
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2.1. Induzione matematica e taglio della pizza 19

La (2.1) ci dice che per massimizzafgn) (cioeé per ottenerd(n)) si deve massimizzargn).
Questo accade, ovviamente, quando si impone il principattoinalita. Se lo facciamo, il numero
v(n) & dato dal numero di possibili coppie di tagli. Infattipiincipio di ottimalita implica che ogni
coppia di tagli si incontra in un punto interno. Il numero dppie di tagli € dato dall’'espressione
(3), il numero di tagli lo possiamo scrivere, invece, coffiee dal momento che  (f), si ha

o= {13

Conviene, a questo punto, fare una breve digressione suifisigo dell'espression€;) dove
n > k > 0 sono numeri interi. Questo simbolo rappresenta in quaatlisi possono estrarie
elementi da un insieme dioggettisenza guardare all’ordine in cui si compie questa operagion
Si puo facilmente trovare un’espressione analitica @)ﬁ Per farlo calcoliamo per prima cosa
guantek-ple (quindi tenendo conto dell'ordine) si possono estrala un insieme di elementi:
basta immaginare di riempitecaselline, numerate da 1 findkadisposte su una fila ordinata. Ci
sonon modi per riempire la primap — 1 modi per riempire la seconda,— 2 la terza e cosi via
fino allak-sima che puo essere riempitanin k+ 1 maniere. Quindi questa operazione puo essere
compiuta in

n!
(n-Kk)!

modi. Quin! denota ilfattoriale? di n. Il numero appena ottenuto tiene conto dell’ordine in
cui riempiamo le caselline, se non vogliamo tenere contaidstiordine dobbiamo dividere per
il numero di possibili ordinamenti di oggetti. Un ragionamento del tutto analogo ci dice che
guest’'ultimo numero &!. Infatti, sceltik oggetti, li vogliamo disporre ik caselline. Per riempire
la prima abbiamd modi, k — 1 per la seconda e cosi via fino adaima per cui abbiamo un solo
modo; cioé abbiamo

n-(n-1)-(-2)---(n-k+1)=

k-(k-1)---2-1=kK

maniere per completare questa operazione. In definitiva,

nn_nl
(k) ~K(n-k)!

o2 (- (-2

Sostituendo in (2.2), si ottiene ancora una volta

Allora si ha

nn-1) n®+n+2
2 B 2 '

2Si puo definire per ricorrenza con la seguente regola:

PN=1+n+

o':=1, (n+1)!:=(n+1)-n! pern>0.
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20 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

La formula (2.2) ci suggerisce anche come la formula perrih@w massimo di porzioni potrebbe
estendersi a dimensione superiore. Per esempio € ragleraypporre che il massimo numero di
porzioni ottenibili dfettando un melone (campiani) sia

n\ (n\ (n\ (n\ n+5n+6
o= (o) 1)+ )+ (3= =
In effetti si potrebbe provare che questa e davvero la formuktagima il dimostrarlo ci portereb-
be troppo lontano.

2.1.3 Affettare il piano con rette: il problema di Steiner
Consideriamo il seguente problema di Stefner
Quale ¢ il massimo numero di regioni ritagliabili nel piagann rette?

Ovviamente, come nel caso del taglio della pizza, in una gordzione ottimale ogni taglio deve
intersecare tutte gli altri e non ci devono essere punti dpassano tre taglE chiaro che alcune
regioni saranno illimitate.

E anche facile vedere che questo problema & equivalentell® giel taglio della pizza. Infatti,
data una configurazione ottimale per quest’ultimo, produnatp i tagli in linea retta all'infinito e
rimuovendo i bordi della pizza otteniamo una configuraziotienale per il problema di Steiner.
Viceversa, data una configurazione ottimale per il problelinSteiner, possiamo scegliere un
disco (una pizza) cosi grande da contenere tutte le iziersedei tagli nel suo interno. Una
riduzione in scala ci fornisce una configurazione ottimaeilproblema del taglio della pizza.

2.2 Mappe e grafi piani

Vogliamo considerare metodi di taglio pit generali, petteredo sia tagli che non attraversano
completamente la pizza, sia un numero arbitrario di inzose attraverso uno stesso punto. Ad
esempio:

3Jakob Steiner, 1796-1863.
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2.2. Mappe e grafi piani 21

Postov il numero di vertici (intersezioni tra tagli o tra tagli e loor dell pizza)p il numero di
porzioni eb il numero (totale) dei tratti costituenti i bordi delle paai (pezzi di tagli e archi
appartenenti al bordo della pizza), dimostreremo che

v-b+p=1 (2.3)

Nella figura sopray = 9,b=15ep=7.

La formula (2.3) sara dedotta da un toeorema di Edlgguardante le mappe piane connesse, che
dimostreremo per induzione.

Consideriamo un insieme non vuoto di punti del piako. .., A,, dettivertici, ed un complesso
di linee dettearchi che collegano alcune coppie di vertici diversi e che, a dugeg don abbiano
altri punti a comune. Il complesso di linee & deatiappa e se € possibile muoversi da ogni vertice
a qualunque altro lungo gli archi, la mappa e dettanessa Denotiamo cora il numero degli
archi e corr il numero delle regioni che sono delimitate da archi (coregta parte illimitata del
piano). Per esempio,

A1

€ una mappa piana connessa wenl0,a = 13 er = 5. In questo esempio abbiamo disegnato gli
archi come segmenti, ma avremmo potuto usare un qualungoeliacurva. Potremmo pensare a
guesta mappa come una specie di carta dei sentieri che UmiscalitaAq, . .., Ao (paesi, luoghi
d’interesse o semplicemente incroci). Come nelle mapdes@ao possibili archi che ritornano
al punto di partenza e piu di un arco che collega gli stessiipBer esempio,

//\x v=5a=8r=5
R e

Si osservi che in entrambi gli esempi- a + r = 2. Questo € un fatto del tutto generale, come
mostrato dal seguente

Teorema 2.2.1(di Eulero) Per una mappa connessa piana si ha,

v-—a+r=2 (2.4)

4Leonhard Euler, 1707-1783.
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22 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

Prima di impegnarci nella dimostrazione di questo teoremsagrviamo che la (2.4) implicha la
(2.3). Infatti, in una configurazione generica di tagli dglizza, consideriamo tutti i bordi delle
porzioni come archi che congiungono i vertici, quitidi= a e osserviamo che il numero delle
regioni er = p + 1 perche tra queste &€ compresa la regione illimitata clmeénana porzione.
Dunque, 2= v—a+r = v-b+ p+ 1 da cui segue la (2.3). Notiamo inoltre che i tagli che
facciamo nella pizza non devono necessariamente esstr@eitche la (2.3) funzioni, basta che
vertici, tagli e bordi della pizza formino una mappa piana.

Dimostrazione del teorema 2.2.Procediamo per induzione sul numerdegli archi. Verifichia-
mo come prima cosa che la formula (2.4) & verager 0 (base d'induzione). In questo caso,
infatti, v = 1 (c’@ sempre almeno un vertice ma non piu di uno per la cssioee) = 1 (c'e
solo la regione illimitata). Quindi—a+r =1-0+ 1 =2 e la base d'induzione & verificata.

Dimostriamo ora che se la (2.4) & vera jpee n > 0 archi allora lo € pea = n + 1 (passo
d’'induzione). Consideriamo una qualunque mappa pianagszanaventa = n+ 1. Ci sono solo
due possibilita:

Caso 1.Comunque presi due vertici, esiste un solo cammino che ljicoge lungo gli archi
(un tale cammino esiste sempre per la connessione). Inaqoasd, non esiste nessun cammino
chiuso e quindr = 1. Affermiamo che in questo caso esiste almeno un vertice cheemest
di un solo arco. Per provare quegitamazione partiamo da un vertice arbitrafio SeA ha la
proprieta cercata abbiamo finito, altrimenti spostiamorgo uno degli archi che hanmocome
estremo e ripetiamo il ragionamento senza perd usarelparapi percorsi. Dal momento che
non ci sono cammini chiusi, non torneremo mai al punto digrerd. Inoltre, visto che c’eé solo un
numero finito di vertici la procedura deve terminare, ma faufo solo se il vertice final®V ha la
proprieta cercata. Consideriamo ora la mappa “ridottenatta eliminando da quella di partenza
W con l'unico arco che h&V per estremo. La nuova mappa ridottashan=a-1,v =v-1e

r’ =1 =r (non abbiamo racchiuso nuove regioni). Quindi, sicconmasi supponendo che (2.4)
sia vera pen = n, abbiamo

2=V -a+r=v-1-(@-1)+r=v-a+r,

come volevasi dimostrare.

SIN T SN

L ] /. .\ /.v.\
l [ L L
Mappa nel caso 1. Mappa nel caso 2.

Caso 2.Esistono due vertici collegati per mezzo di pit di un canonim questo caso la mappa
contiene un cammino chiuso che passa attraverso questi.v&onsideriamo la mappa ridotta
ottenuta eliminando uno degli archi che compongono questordno (senza eliminare i vertici).
Chiaramente, questa eliminazione non sconnette la mappa la puova mappa si hd = v,

& =n=a-1er’ =r-1. Quindi, siccome come sopra stiamo supponendo che (2.4¢& per
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2.2. Mappe e grafi piani 23

a = n, abbiamo
2=vV-a+r=v-(a-1)+r-1=v-a-+r,

come volevasi dimostrare. O

La nozione digrafo € un’astrazione di quella di mappa. Si potrebbe definire nafogin modo
molto astratto, come una coppi#’, </) dove¥” € un insieme di oggetti, detti vertici, & & un
altro insieme di oggetti, che chiamiamo archi, ognuno daliquassociato ad una sola coppia di
vertici (non necessariamente distinti). Si dice che I'&aacidentecon questi punti. Osserviamo
che piu di un arco puod essere incidente con la stessa cdppggetti. Due verticivy, Wy € ¥ Si
dicono connessi se esiste una famiglia finita di arejil, < </ associati a coppieof 1, v;) tale
chevg = w1 e vy = Wy, Una tale successione di archi si chiapgcorsoo camminodaw; aws.
Un grafo si diceconnessae, comunque data una coppia di vertici, esiste un percah foro.
Un arco associato ad una coppia di vertici uguali € detfgpia Se due o piu archi uniscono la
stessa coppia di vertici, questi sono dattihi multipli. In questo caso il grafo e dettoultigrafo.
Un grafo che non abbia cappi o archi multipli & deteamplice

Come dicevamo, un grafo € un’astrazione. Rispetto alléonezdi mappa, per esempio, si perde
completamente l'informazione geometrica. Le due figureiset rappresentano lo stesso grafo:

Notiamo che qui abbiamo usato una notazione

Q e leggermente diversa: abbiamo disegnato il nome
.' N sui vertici, invece di scrivere un’etichetta accan-
e 0‘9’@ to. Spesso questo tipo di notazione & preferibile

per motivi grafici.
Se si perdono informazioni, perché fare un’astrazione®sf@ue una questione generale che si
pone sempre quando si crea un modello di qualche cosa. Seédeatersi nelle profondita di un
campo complesso e in qualche misura controverso, che aviedbgno di un’ampia discussione,
possiamo dire che un modello nasce per studiare soltaraiaspetti —ritenuti significativi— di
un fenomeno e non la sua interezza. Per farlo, deve concardudle caratteristiche essenziali (in
vista di cio che si vuole analizzare) tralasciando tutteliguche complica I'analisi. In un certo
senso si potrebbe dire che la perdita di alcune informazami bene! Nel caso dei grafi, 'aspetto
Su cui & posto I'accento € la “connessione” tra i vertici.

Un grafo si dicepiano se & possibile far corrispondere vertici a punti e archirathiadi curva
(con gli estremi nei punti corrispondenti ai suoi vertigi) modo tale che questi archi di curva
si intersechino solo nei loro estremi. Non tutti i grafi sonanp per quelli che lo sono vale
ovviamente la formula (2.4) che, come vedremo, risultatpstid utile. | grafi sono usati per
modellare una grande quantita di situazioni reali, pnoibldi trasporto, connessioni, relazioni. . . li
studieremo in maggiore dettaglio in una prossima lezione.

Troviamo una condizione necessaria perché un grafo seengih piano.

Teorema 2.2.2.Un grafo piano connesso e semplice can 8 vertici ha al piu3v — 6 archi.

Dimostrazione.Sev = 3 ci sono chiaramente non piu di 3 archi. Be 3, sianoF,...,F le
facce e, ...,r; il numero relativo di archi che le delimitano. Ovviamente 3 peri = 1,..., f.
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24 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

Dunque, 3 < Zileri. Inoltre sommando il numero di archi delimitanti le faccgnbarco e
contato al piu 2 volte. QuincEif:l r <2a Dunque 3 < 2ae,perla(24)a=v+f-2< v+§a—2
da cuia/3 < v- 2 e quindia < 3v — 6 che € quello che si voleva. m|

Consideriamo la seguente questionBato un grafo com vertici, quanti archi deve averdtaché
per ogni coppia di vertici ci sia almeno un arco incidente esgi? (Un tale grafo & dettmmple-
to.) Il problema & puramente combinatorio, Per ogni coppizedici vogliamo almeno un arco,
le coppie di vertici sono

n\ _ n(n-1)
-

Quindi un grafo completo com vertici ha almenan(n — 1)/2 archi.

Come esempio di applicazione consideriamo la seguentdigues “E possibile unire 5 pun-
ti del piano a due a due con linee che non si intersecano?”. o0& foossibile farlo il grafo
corrispondente sarebbe piano.

\ / Questo e un grafo, dett¢s e non una mappa piana. Nota-

» re 'assenza dei punti in grassetto in corrispondenza delle
intersezioni che non rappresentano vertici.

Il teorema 2.2.2 ci dice subito che non é questo il caso,héeper unire a due a due 5 punti, per
la discussione precedente, ci vogliono

a1

4
10= 22
2

archi mal0 > 3v- 6 = 15— 6 = 9 in violazione della condizione del teorema. In pratic& an

arco di troppo:

/\

2.2.1 Fondi di bicchiere

Sara capitato a tutti di appoggiare un bicchiere umido stavalo e di lasciarci un’impronta
circolare anzi, spesso pit di una. Ci poniamo il seguergblpma: dath cerchi anche di diametro
diverso (usiamo bicchieri diversi) quante sono al massirredioni ritagliate?
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2.2. Mappe e grafi piani 25

Regioni ritagliate da quattro cerchi: 11 limitate e 1 illtata. La configurazione non é ottimale.

Come nel caso del taglio della pizza, il massimo viene raggiguando ogni cerchio interseca
tutti gli altri ma non esistono tre cerchi che passano pettdss® punto. Pear = 1 le regioni
sono ovviamente 2, una interna al cerchio ed una esternaidésiamon > 2 e supponiamo che
I'insieme dei cerchi formi un connesso. Se consideriammitipdi intersezione dei cerchi come
vertici, possiamo vedere la configurazione oarerchi come una mappa piana connessa.

Quattro cerchi in configurazione ottimale.

Esercizio 2.2.3.Dimostrare per induzione che in una configurazione ottintale n cerchi, ogni
circonferenza contiene esattamegt{a — 1) punti di intersezione con le altre.

(Suggerimento: Ogni nuova circonferenza aggiunge 2 nuomtipli intersezione ad una circonferenza
data)

Siccome ogni circonferenza incontra tutte le altre, su agraellen circonferenze ci song(n—1)
punti di intersezione con le altre. Questi punti determinan totale dia = 2n(n — 1) archi per
questa mappa piana. Osserviamo inoltre che ogni puntotimaad esattameriecirconferenze
quindi, il totale dei punti di intersezione tra circonfezeren(n—1). Questa osservazione, dunque,
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26 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

ci dice che per questa mapwa n(n — 1). Applicando la formulg2.4) otteniamo che
r=2-v+a=2-nn-1)+2n(h-1)=n-n+2, n>2.

In definitiva,n > 2 cerchi nel piano determinano al piéi— n + 2 regioni.

2.3 Poliedri

La formula(2.4) ha un’importante applicazione ai solidi tridimensionddato un poliedro con-
vessdl, costruiamo una sua “mappa sferid&’hel modo seguente: Prendiamo una s&ikcui
centro sia contenuto i e suficientemente grande da contenBreProiettiamo poll suS dal
centro diS. Il complesso di linee e punti cosi ottenuto lo chiamerdioChiaramente c’é una
corrispondenza biunivoca tra gli spigoli e verticildlicon gli archi e i vertici, rispettivamente, di
I1. Per poter applicar€.4) all dobbiamo trasformarlo in un oggetto piano senza perd perde
le informazioni relative ad archi e vertici. Faremo uso daymoiezione che trasforma una sfera
privata di un suo puntdl in un piano.

Data una sfer&, siaN un punto sulla sferd) il punto diametralmente opposto Blde r il piano

tangente a& in O. Fissato un punt® € S, chiamiamar(P) il punto di intersezione dt con la

semiretta uscente d& e passante pét. Questo punto si chiamaroiezione stereografiad P su

7. Fissatd\, questa proiezione fa corrispondere i puntsdiN a quelli diz in modo biunivoco e
continug.

a(P)

Proiezione stereografica della sf&aul pianor.

Scegliamg un punt® suS che non appartenga a nessuno degli archi diconsideriamo I'im-
magineo-(IT). Chiaramente questa & una mappa connessa piana e la rifigioteda corrisponde
alla faccia del poliedro che proiettata SwcontieneN. Dalla formula(2.4) segue che

v-s+f=2 (2.5)

dovev ¢ il numero di verticis quello di spigoli ef quello di facce dI1.

5E noto che guesta proiezione ¢ liscia e conserva gli angoli.

Med i Mesterriatics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



2.3. Poliedri 27

2.3.1 Poliedri possibili

La formula(2.5) impone alcune limitazioni su come possono essere fattiegol Cominciamo
con un’osservazione molto semplice:

Osservazione 2.3.10gni poliedro convesso deve avere almeno una faccia chensigamngolo
0 un quadrato o un pentagono (anche non regolari).

Per verificare quest’iermazione osserviamo che in ogni vertice si incontrano abrgspigoli e
che ogni spigolo congiunge 2 vertici, ciB& < 2s. Se per assurdo ogni faccia avesse almeno 6
lati (=spigoli), dal momento che ogni spigolo separa due facceeramo6f < 2s. Per la(2.5),
otteniamo una contraddizione:

2 1
2=v-S+f<=s-s+=s=0.
T1s3%7873

In particolare, non é possibile costruire un poliedro @aso le cui facce siano
tutti esagoni (anche non regolari). Se vogliamo andarén@jgossiamo pen-
sare di sostituire alcuni esagoni con dei pentagoni (i muogerloni da calcio
sono dei poliedri “gonfiati” di questo tipo). Quanti pentageono necessari
per farlo?

Cerchiamo un poliedro nei cui vertici si incontrano tre EacBeng e ns rappresentano rispettiva-
mente il numero degli esagoni e dei pentagbné + 5ns rappresenta il numero dei vertici contati
tre volte e quello degli spigoli contati due volte. Dunque [pg2.5),

6ng + 5Ns  6ng + 5n5
=2
2 7 3

Da cui seguas = 12. Questo argomento, si puo applicare per ottenere infaomagui poliedri
di cui sia fissato il numero di spigoli per ogni vertice e il nenm di lati dei vari tipi di facce.

Ng + N5 —

Esercizio 2.3.2.Dimostrare che non esiste un poliedro con 7 spigoli.

(Suggerimento: Considerando=s7 nella relazione w f = 2 + s, fare una lista dei valori possibili per v
ed f e vedere quali sono i solidi che possono esistere.

Se limitiamo la nostra attenzione ai poliedri convessi lefaace siano poligoni regolari tutti

uguali (poliedri regolari convessi) possiamo pero dirdtmdi piu:
Teorema 2.3.3.Esistono (a meno di trasformazionjfiai) soltanto 5 poliedri regolari convessi.
Dimostrazione.Siall un tale poliedro. Denotiamo canil numero degli spigoli che siincontrano

ad ogni vertice e conil numero di spigoli di ogni faccia. Notiamo che deve essere3. Allora,
mv=2s = nf ed essendu - s+ f = 2 abbiamo

nf nf
———+F=2
m 2+
Da cui
(2n—mn+2m)f = 4m. (2.6)
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28 Lezione 2. Principio di induzione e questioni di taglio

In particolare si dovra averen2- mn+ 2m > 0 e, essenda > 3, questo implica
2m>nm-2) > 3(m-2) = 3m-6.

Da cui seguen < 6. Gli unici valori possibili pemallora sono 1, 2, 3, 4 0 5. Usando la (2.6) con
i vincoli m< 6 en > 3 permette di fare una lista per tutti i valori permissibgile terne (, n, f).

Si vede subito che queste sono;331), (3 4,6) (4,3,8), (3 5,12), (5 3,20). Quello che abbiamo
dimostrato finora & che non sono possibili altre configuaaiiverse dalle cinque trovate.

Per provare chefiettivamente esistono cinque poliedri regolari convesgrglnmo esibirli o fare
vedere che questi possono veramente essere costruititi@mmetuesta parte della dimostrazione
perché dovrebbe essere una cosa nota di geometria solida. m]

1'5 poliedri di cui parla il teorema sono de#olidi platonicie sono rappresentati nella figura sotto
assieme alle corrispondenti terne soluzione dg@llg).

N

N

Cuboom=3,n=4,f =6. Tetraedrom=3,n=3, f = 4. Ottaedrom=3,n=4, f = 6.
Dodecaedrom=3,n=5, f =12 Icosaedrom=5,n=3, f = 20.

I cinque solidi platonici.
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Lezione 3

Relazioni tra oggetti: grafi e digrafi

Nella lezione precedente abbiamo gia incontrato la nezdirgrafo come astrazione di quella di
mappa. In questa andiamo molto piti lontano per scoprirdachezione di grafo pud essere usata
come modello di molte realta anche quotidiane. Il motiché questa nozione si presta bene a
descrivere molti tipi di relazioni, non solo spaziali. Perasposizione divertente e informativa
delle molte possibilita si possono vedere i libri di Chamtt o di Tannenbauf

3.1 Unindovinello: il problema delle utenze

A chi non é capitato, prima o poi, di sentirsi proporre il jplema di collegrare tre fornitori di
servizi: F1, Fp, F3 a tre utenti, Ada, Berto e Carlo senza che i loro cavi o tubosiappongano.
E possibile farlo? Esprimiamo il problema con un grafo:

La risposta sarafeermativa se questo & un grafo piano. Per vedere se qudstasoj abbiamo
bisogno di introdurre una definizione

Definizione 3.1.1.Diremo che due vertici di un grafo soradiacentise esiste un arco che i
congiunge. Un grafo si dickipartito se I'insieme dei suoi vertici si pud partizionare in due
sottoinsiemi, diciamo V e W, tali che

1. I vertici di V non sono tra di loro a due a due adiacenti, etlessa cosa e vera per W;

1G. Chartrandintroductory Graph theoryDover Publ., New York, 1985
2pP. TannenbaunExcursion in modern mathematic$ 8dition Pearson Education Limited, Edinburgh Gate, 2014.
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2. ogni arco ha un estremo in V e uno in W.

In pratica un grafo & bipartito se & possibile distinguéue gruppi di vertici tale che gli archi del
grafo vanno solo da un gruppo all’altro.

Osservazione 3.1.10sserviamo che un percorso chiuso in un grafo bipartito deseforza
essere composto da un numero pari di archi.

Consideriamo ora il grafo bipartito, detts 3, nel- I ® I

la figura accanto. Ci sono due gruppi di tre vertici
ciascuno @ archi in totale

Ci chiediamo se questo sia un grafo piano. Se lo fosse, dalamtmmecher = 6 ea = 9 dovremmo
averer = 2-v+a = 5perla(2.4). Dal momento che i cammini chiusi possono avere solo un
numero pari di archi. Siccome non é un multigrafo ci sonoeslmquattro archi che delimitano
ogni regione. Quindi almer20 archi contati (ognuno) al pi2 volte. Questo implica che ci sono
almenol0 archi. Ma sappiamo che ce ne sono shl@uesta contraddizione implica che il grafo
non é piano.

In definitiva, possiamo dire che il problema delle utenzeppsto non ha soluzione. Nel capitolo
precedente avevamo visto un altro esempio di grafo non gl&go Ci chiediamo se ve ne siano
altri e, pit in generale, se sia possibile caratterizzayeafi piani. Abbiamo bisogno di un altro
paio di definizioni.

Definizione 3.1.2.11 grado o valenzali un vertice di un grafo € il numero degli archi incidenti
con esso.

Dato un grafds con verticiV e archiA, unsottografoG’ di G e un grafo il cui insieme di arci¥

e un sottoinsieme dh e i cui verticiV’ formano un sottoinsieme M. (Quest'ultima condizione
€ automatica se ci limitiamo a grafi connessi.) Due grafi sigtt omeomorfise possono essere
entrambi ottenuti dallo stesso grafo con l'aggiunta (ordaozione) di vertici di grad@ lungo gli
archi?

Per esempio:

VAR

Tre grafi omeomorfi. | vertici in rosso hanno grado due.

Vale la sequente caratterizzazione dei grafi piani ottedatsuratowski nel 1930 di cui omettia-
mo la dimostrazione:

3Questa nozione non & da confondere con queliscthorfismoDue grafiG = (¥, /) e G’ = (¥, /") sono detti
isomorfise esistono corrispondenze biunivoghg: &7 — &’ e¢ : ¥ — ¥’ tali che per ogni arca € </ incidente
coi verticivl, v, € ¥ si ha chep,,(a) € incidente comvy = ¢y (V1) € ¥’ €W, = ¢y(V2) € V.

4Kazimierz Kuratowski, 1896—1980.
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3.2. | ponti di Konigsberg 31

Teorema 3.1.2.Un grafo & piano se e soltanto se non contiene sottografi omodoa Ks 0 a
K3,3.

3.2 | ponti di Konigsberg

L'attuale citta di Kaliningrad (Russia), che un tempo apgraeva alla Prussia, & attraversata dal
fiume Pregel su cui si trovano due isole. Nei primi anni debkediciottesimo esistevano sette
ponti, che collegavano la citta con le isole, disposti atdiicamente come nel disegno qui sotto

A

\ord-
L\

Rappresentazione molto schematica della disposizioneadtei di Kbnigsberg

in modo tale da collegare tra di loro i quattro quartieri delitta che noi abbiamo chiamato A,B,
CeD.

Per qualche motivo, oscuro per noi moderni, era divenutaeriaatli sfida tra gli abitanti della
citta il riuscire a trovare un modo per fare una passeggietaa citta toccando tutti i quartieri ma
attraversando ogni ponte esattamente una volta tornafide &l punto di partenza. Dal momento
che é possibile, allinterno di ogni quartiere muoverselamente tra le imboccature dei ponti, &
chiaro che la soluzione del problema non puo dipendera galtticolare topografia della citta ma
solo da come sono distribuiti i collegamenti (i ponti) trauiagtieri (del resto quella fatta sopra e
una rappresentazione estremamente grossolana di KenigstRappresentare la citta come un
grafo, prendendo i quartieri come vertici e i ponti come archpermette di astrarre il problema
da tutti gli elementi irrilevanti e concentrarci sulle cessioni tra i quartieri. Questo & proprio il
punto di forza dell'approccio mediante grafi.

,@
\Q

Una rappresentazione della citta di Kénigsberg comeogitdbtiamo che é un grafo piano.
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In che modo, oltre a liberare il campo da questioni irrildvanme la forma delle sponde o altro,
questo tipo di rappresentazione ci puo aiutare? Per oagtithiamo bisogno di sviluppare un po
la teoria dei grafi.

’

Definizione 3.2.1.Un cammino in un grafo & detteulerianose attraversa ogni arco del grafo
esattamente una volta. Un cammino euleriano chiuso & dettoito euleriano Un grafo e detto
eulerianose possiede un circuito euleriano.

Vale il seguente risultato di Eulero:

Teorema 3.2.1.Un grafo connesso privo di cappi € euleriano se e soltantd geado di ogni
vertice & pari.

Prima di dfrontare la dimostazione, osserviamo che da questo teoregug subito che il pro-
blema dei ponti di Kénigsberg non pud avere soluziondi twertici hanno grado disparf, C

e D hanno grad® e B ha graddb). Questo risultato, che risolve in modo negativo il probdem
fu pubblicato da Eulero nel 1736 in un articolo che moltingeno la fondazione della teoria dei
grafi.

Dimostrazione del teorema 3.2.1a parte del “soltanto se” & facile: un circuito euleriaasdia
ogni vertice tante volte quante ci entra, quindi ogni vertia grado pari.

Viceversa, sé5 € un grafo connesso privo di cappi con tutti i vertici di gvgehri, facciamo
vedere che & euleriano. Per farlo mostriamo esplicitaim@oime costruire un circuito euleriaho
Partiamo da un vertice arbitrarig dal momento che il grado di ogni vertice € pari, possiamo
attraversare archi distinti finché non torniamw. dn questa maniera abbiamo creato un circuito
Ci1. SeC; passa per tutti gli archi db abbiamo finito, altrimenti creiamo un nuovo gra
cancellando, irG, tutti gli archi diC; e tutti i vertici che sono diventati di grado 0. Siccome per
ogni vertice abbiamo cancellato un numero pari di archigmisnente 0), i vertici diG; hanno
ancora grado pariE anche facile vedere che la connession&dimplica quella diG; e che,
sempre per la connessionelj deve esistere almeno un vertigeli C; che appartiene anche a
G,. Partiamo ora da e creiamo un circuit&, attraversando archi distinti finché non torniamo a
u. AccoppiamaoC; e C, generando un nuovo circuitd; secondo la seguente regola:

e Seu = v, C3 consiste nel circuito ottenuto concatenar@pa C,, cioé a partire dai si
seguono prima gli archi dt; e poi quelli diCy;

e Seu # v, per otteneréC; si parte dau e si seguono gli archi dt; finché si arriva ay, poi
si segue tutte;, (a questo punto siamo tornativae infine si seguono gli archi rimanenti di
C1 (tornando dunque a

SeCj3 contiene tutti i vertici diG abbiamo finito. Altrimenti, ripetiamo la costruzione.

Per la finitezza del numero di vertici, la procedura deve ss&m@amente terminare. |l circuito
ottenuto con questi successivi accoppiamenti € eulepancostruzione. m|

SEsistono vari algoritmi per farlo, noi ne abbiamo scelto fawle da descrivere, non necessariamente il migliore.
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Un’osservazione interessante & che per risolvere il proaldei ponti di Kbnigsberg é Siciente
la parte facile del “soltanto se” del teorema.

3.2.1 Passeggiate senza ritorno

E naturale porsi la domanda se proprio la richiesta di avareincuito euleriano sia la causa
dell'impossibilita di risolvere il problema dei ponti didfigsberg. Cioé, potremmo chiederci se,
evitando di tornare al punto di partenza, sia possibiledarepasseggiata per la citta di Kbnigsber
toccando tutti i quartieri e attraversando ogni ponte assghte una volta.

In termini di grafi questo equivale a chiedere un camminoriaule. Anche questo problema
“indebolito” ha una risposta negativa. Vale infatti il sege risultato:

Teorema 3.2.2.Un grafo connesso privo di cappi e privo di un circuito euderd® ammette un
cammino euleriano se e soltanto se ha esattamente dueivBigi@do dispari.

Come gia osservato, il grafo della citta di Kénigsberg ttea vertici di grado dispari da cui
I'impossibilita di un cammino euleriano.

Dimostrazione parziale del teorema 3.2.30lo se’. Supponiamo che ci sia un cammino eule-
riano. Questo cammino passa attraverso ogni vertice e fperogni arco esattamente una volta,
pertanto il grado di un qualunque vertice e la somma di guaalte il cammino vi ‘entra’ e di
quante volte vi ‘esce’. Siano e v gli estremi di un cammino euleriano. 8eé un qualunque
vertice diverso da ev allora il cammino deve entrare #mlo stesso numero di volte che ne esce,
e la somma di questi numeri, che € uguale al gradw, d pari. Osserviamo che invece per gli
estremi questa somma risulta essere dispari. Supponianisgere le idee chae sia il punto di
partenza del cammino allora questo ‘esceudma volta in piu di quante vi entri. Similmente, il
cammino ‘entra’ inv una volta in piu di quante vi esca.

‘Se’. La dimostrazione e costruttiva, nel senso che viene égpliente mostrato un algoritmo
per costruire un cammino euleriano che parte da uno decveain grado dispari e finisce nell’al-
tro. Presentiamo la costruzione per sommi capi ma omettiandimostrazione che il percorso
ottenuto e #ettivamente euleriano.

Diremo che un arco e ypontese la sua rimozione sconnette il grafo. La procedura ¢ laesgg:

1. Partire da uno dei due vertici con grado dispari.

2. Percorrere che non sia stato percorso in precedenzagdf@ae¢tenzione a non scegliere un
ponte a meno che non ci sia altra scelta, e marcarlo come fatto

La procedura termina quando non & possibile scegliere avonarco. O

L’algoritmo mostrato nella dimostrazione del teorema3&dettaalgoritmo di Fleury. In efetti,
la procedura pud essere modificata in modo banale ancha peeiica dei circuiti euleriani.

5Pubblicato da M. (0 ‘H.)) Fleury nel 1883. “Deux problemes@igometrie de situation”, Journal de mathématiques
élementaires, pp. 257-261, 1883.
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Vista I'importanza rivestita dal grado dei vertici di un fgaé naturale chiedersi che legami ci
siano tra questi e, in particolare, quanti siano i vertiei goeado dispatri.

Vale il seguente risultato:

Teorema 3.2.3.La somma dei gradi dei vertici di un grafo € uguale a due viblilmimero degli
archi.

Dimostrazione.Notiamo che il grado di un vertice isolato e B.allora sifficiente osservare che
ogni arco ha due estremi (non necessariamente distintg guihdi contribuisce con 2 alla somma
dei gradi dei vertici. m]

Corollario 3.2.4. Il numero dei vertici con grado dispari & pari.

Dimostrazione.Siad il numero di vertici con grado dispari. Sialbe P, rispettivamente, le som-
me dei gradi dei vertici di grado dispari e di quelli di gradwip ChiaramenteR € pari. |l teorema
(3.2.3) dice che? + D & pari. DunqueD ¢ pari. Questo implica che anche2 necessariamente
pari, infatti la somma di un numero dispari di numeri disgadispari. m]

3.2.2 La passeggiata a tutti i costi: eulerizzazione e seraitlerizzazione

Sappiamo che per fare una passeggiata per la citta di Kbeig toccando tutti i quartieri e at-
traversando ogni ponte almeno una volta tornando infinergtbpdi partenza, si deve attraversare
almeno due volte qualcuno dei ponti. Ci chiediamo qualicigyonti da riattraversare e quale sia
il minimo numero di “riattaversamenti” necessari. La ristgoé molto facile da fornire in termini
di grafi. L'idea é di aggiungere archi in modo da rendere ppgriado di quei vertici che I'hanno
dispari. In generale, ca2m vertici di grado dispari (ricordiamo che sono in numero pairi/o-
gliono almenam nuovi archi, ma ne possono essere nucessari di pit. Il gegomodificato &
dettoeulerizzazionelel grafo originale. Chiaramente questa non é unica. lendbrottimale se

il numero degli archi raddoppiati & minimo.

Consideriamo il grafo a pagina 31 che rappresenta la dit&@igsberg con i suoi ponti. Percor-
rere due volte un ponte equivale a raddoppiare I'arco gmndente (in rosso nel disegno):

I /°

Due eulerizzazioni del grafo della citta di Kénigsberg.

Consideriamo, per esempio una guardia che deve pattuglimreete di x 4 strade (cioé fare
un circuito euleriano). Puo farlo senza dover percorrare wblte uno stesso tratto? Si puo
rappresentare un problema con un grafo.
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I vertici rappresentano gli incroci. In rosso i vertici corado dispatri.

La risposta é no: ci sond vertici con grado dispari. Per eulerizzare questo grafaumggamo4
archi (in rosso):

]

Quindi ci sono almend tratti di strada da percorreevolte.

Supponiamo di non voler fare un cammino chiuso ma di degideataspostarsi da uno all’altro
di una coppia assegnata di vertici, sempre pero attravdostutti gli archi il minimo numero
possibile di volte. Perché cio sia possibile bisogna akeztici scelti come estremi abbiano grado
dispari e tutti gli altri abbiano grado pari. Possiamo agterquesto risultato raddoppiando alcuni
archi. Questa procedura é nota cogeei-eulerizzazionehe diremo ottimale se il numero degli
archi raddoppiati € minimo.

Per esempio, se nella citta di Kénigsberg decidiamo daemdial quartierd\ al quartiereD
attraversando tutti i ponti almeno una volta, dobbiamaeagtrsare uno di essi almeno due volte:

Semi-eulerizzazione ottimale del grafo della citta dinigsberg relativamente ai vertiie D.

3.3 Rappresentare i grafi e far di conto

Rappresentare i grafi con i disegnini come abbiamo fattoamigrafi precedenti & molto intuitivo
e si presta bene a fare alcuni calcoli come, per esempimlaedcil grado dei vertici. Nel caso di

M Mesterriatics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



36 Lezione 3. Relazioni tra oggetti

un grafo molto grande pero, tutto questo non & molto pratuello che vogliamo é un modo per
rappresentare le informazioni contenute in un grafo in wmm& compatta, magari adatta ad un
computer.

Un modo banale é fare una lista di tutti gli archi di un grafdn altro & avere una lista dei
vertici contenente, per ogni vertice, una lista di puniagomertici adiacenti. Questi metodi,
possono impiegati con un computer e possono tornare utdiadane applicazioni. Noi pero ci
concentreremo su due diverse tecniche basate sulle matrici

3.3.1 Matrice di adiacenza (o0 connessione)

SiaG un grafo senza archi multipli (non un muiltigrafo quindi) exz& cappi com vertici che
chiamiamovy, . . ., vn. Consideriamo la matrice quadrata n, A = (&;j)i j=1....n definita da

.....

a = 1 sev e adiacente a;,
Y7o altrimenti.

La matriceA, dettamatrice di adiacenzdi G, & chiaramente simmetrica.

Dator € N \ {0}, chiamiamor-camminoun cammino che consiste darchi. Ricordiamo che un
cammino non é orientato. Denotiamo Gaﬁ) I'elemento(i, j)-esimo diA".

Teorema 3.3.1.Sia k> 1. Peri, j € { a](}‘) e il numero di k-cammini che unisconpew;.

Dimostrazione.Procediamo per induzione &u Perk = 1 non c’é niente da dimostrare. Suppo-
niamo che I'asserzione sia vera per 1. SiccomeAk = Ak-1. A

(k) Z (k= 1)a5j. (3.1)
Ricordando la definizione di;j,
-1} sevs ev; sono adiacenti
(D = A seVj ,
Gs ] 0 altrimenti.

Per l'ipotesi |ndutt|vaa1k D & il numero di cammini composti da— 1 archi che uniscong e vs,

dunquea1k l)asj sara il numero dk-cammini dav; av; in cui il vertice che precede immediata-
mentev; €vs. Sommando tutti questi numeri pge 1,.. ., n, otteniamo il numero dk-cammini
che uniscon; ev;; cioe la tesi grazie alla (3.1). m]

Di particolare interesse é il seguente:

Corollario 3.3.2. Il grado del vertice vé dato da %12).
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3.3.2 Matrice d'incidenza

Diversamente dalla matrice di adiacenza, quella d'incde@ in grado di rappresentare anche
multigrafi. SiaG un grafo con vertichi, Vo, ..., V, € archify,...,{n. La matrice d’'incidenza
n € una matric& x m (non necessariamente quadrata, quindifi@dinza di quella

) O ELm
di adiacenza) con,

|1 set; é incidente con;,
"7 o altrimenti.

La matrice di incidenza é particolarmente utile per i gidicetti (Ii vedremo pit avanti) cioé
quelli in cui gli archi si considerano orientati.

Consideriamo, per esempio, il grafo segunete:

La sua matrice d’incidenzB e

vv(1 1 0 O O O O
w1l 0 1 1 0 0 O
v (0O 1 1 O O 1 1f
{0 O O 1 1 1 1
vs{0 0 0O O 1 0 O

Osservazione 3.3.3Dalla definizione di matrice d’incidenza seguono immediatate i seguenti
fatti:

1. Siccome ogni arco e incidente con al piu due vertici (gt se € un cappio), allora
ogni colonna contiene al piu due elementi uguall éne contiene uno solo se la colonna
corrisponde ad un cappio).

La somma degli elementi lungo ogni riga fornisce il gra@bwkrtice corrispondente.
Un vertice isolato corrisponde ad una riga di zeri.

Archi “paralleli” (cioe con gli stessi vertici) inducam colonne uguali.

a M w0 DN

Una permutazione delle righe (colonne) corrisponde amimare i vertici (archi) del grafo.
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Non é poi dfficile provare che a meno di permutazioni di righe e colonreg(di cambiamento di
nomi per vertici e archi), la matrice d’incidenza di un gratmnnesso puo essere scritta in forma
diagonale a blocchi. Per esempio:

0

() (v) (w) ) 11 0|0
E un grafo con due componenti con- 1 0 1|0
b ta nesse la cui matrice d'incidenza B=| 0 1 1|0
diagonale a blocchi 0 0 0|1
() (%) 00 0|1

Si potrebbe inoltre dimostrare (ma non lo faremo) che il ma@edi componenti connesse di un
grafo conn vertici & dato d&€C = n — rankB). In particolare, il grafo sara connesso se e soltanto
sen - rank®) = 1.

3.4 Raggiungere tutti i vertici una volta sola

Il principe Fortunato deve liberare tre principesse. Que&astono in tre castelli uniti tra di loro e
con la sua base da dei sentieri magici. Per via della magitideb, Fortunato non pud uscire
dai sentieri e ogni volta che raggiunge un castello deveassitrInoltre, ogni volta che penetra
in uno dei castelli gli orchi di guardia si svegliano e lui npno pitu passare da li. Come se
non bastasse, il mago Arcigno che presiede alla base dirfaaatgli ha ingiunto di non provare
neppure a ritornare alla base se non in compagnia delleit@pesse. Cichiediamo se il principe
riuscira a liberare tutte le principesse e a tornare ababsise senza incorrere nell’ira di Arcigno.
ChiamiamadPy, p, € P3 le tre principesse e consideriamo tre diverse configurazion

ee'@
(a9 (aso (baso

E facile vedere che nella prima ed nell’'ultima configuraeiénpossibile liberare tutte le princi-
pesse ma in quella centrale no. Notiamo che non é necessaie tutti i sentieri magici.

La strategia da usare é leggermente pit complicata semabls principesse nella seguente

configurazione:
Q@ @‘e

C—")
(259
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In questo caso, una sequenza “giusta” di liberazidpy,&,, Ps, P3, P;

Dal punto di vista della teoria dei grafi, il problema del pipe consiste nel trovare un cammino
chiuso che attraversi tutti i vertici esattamente una \@itaffetti I'ultimo vertice € visitato 2 volte,
ma ci capiamo). Un tale cammno sara deti@uito hamiltoniané. Similmente, un cammino
aperto che attraversa ogni vertice esattamente una vdé#@percorso hamiltoniano

Per quanto riguarda I'esistenza di un circuito hamiltoniabbiamo il seguente teorema di ®re
del 1963:

Teorema 3.4.1.Sia G un grafo semplice (i.e. privo di cappi e di archi muljiglon n> 3 vertici.
Se la somma dei gradi per ogni coppia di vertici non adiacerdimeno n, allora G ammette un
circuito hamiltoniano.

Omettiamo la dimostrazione di questo teorema.

Corollario 3.4.2 (Teorema di Dirag, 1952) Sia G un grafo semplice con B 3 vertici. Se il
grado di ogni vertice & almeng/8, allora G ammette un circuito hamiltoniano.

Il grafo del problema delle 5 principesse mostra che questéizioni non sono necessarie. In
effetti la situazione qui & pit complessa che per i circuitegani. Notiamo inoltre che I'aggiunta
di cappi o di archi multipli non altera I'esistenza di un dito hamiltoniano. Pertanto dato un
grafo general& per applicare il teoremi precedenti possiamo serff@oancellando i cappi e gli
eventuali archi multipli.

Similmente, per i percorsi hamiltoniani, abbiamo la segeieondizione sfiiciente:

Teorema 3.4.3.Sia G un grafo semplice con n vertici. Se la somma dei gradogar coppia di
vertici non adiacenti &€ almeno-n1, allora G ammette un percorso hamiltoniano.

Corollario 3.4.4. Sia G un grafo semplice con n vertici. Se il grado di ogni werte almeno

(n—1)/2, allora G ammette un percorso hamiltoniano.

In linea di principio, non possiamo escludere che possaistees pit di un percorso o circuito
hamiltoniano. Concentriamoci su dei particolari tipi dafjr Chiamiamd<,, un grafo semplice
tale che ogni vertice & adiacente a tutti gli altri (abbiagieincontratds). Ovviamente,

1. Ky ha esattament8) = X2 archi;

2. Il grado di ogni vertice @ — 1.

Si pud inoltre verificare chi,, ammette esattamenté percorsi hamiltoniani én — 1)! circuiti
hamiltoniani.

“In onore di Sir William Hamilton, 1805—1865.
8@ystein Ore, 1899-1968.
°Paul Adrien Maurice Dirac, 1902—1984.
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3.5 Inserire pit informazioni in un grafo

A volte la semplice informazione rigurdante la connessioa®ertici € insticiente per modellare
adeguatamente un problema. A questo si puo ovviare intestdlo delle nozioni speciali.

3.5.1 Grafi pesati e problema del commesso viaggiatore

Jella, I'assistente pit odiato del mago Arcigno, in priewie dellimpresa del principe Fortuna-
to, viene spedito dal proprio maestro a distribuire dellgigmi di bellezza allés principesse.
Differentemente dal principe, Jella pud liberamente spostarsn castello all’'altro lungo degli
appositi sentieri fatati, ma certamente non vuole pressirdae volte alla porta di una stessa prin-
cipessa (sarebbe un insulto mortale, come dire che ha ugrtistoppio della pozione!). Arcigno,
inoltre ha fornito al suo assistente un talismano in gradarth materializzare in un castello a sua
scelta e di farlo ritornare alla base appena terminato d. gBfortunatamente per Jella i sentieri
sono infestati da un certo numero di orchi inferociti. Pecaee di ridurre il rischio al minimo,
Jella ha diligentemente compilato una lista dei percorskiidi con il numero di orchi presenti
Su ogni sentiero. Per comodita dispone le informazionirsgrafo come segue:

In pratica Jella deve seguire un percorso hamiltoniano rerigerre il rischio al minimo, deve
scegliere quello in cui incontrera meno orchi.

Una possibile strategia per risolvere questo problemaet l&alista di tutti i possibili percorsi
hamiltoniani la relativa somma degli orchi incontrati. Beempio, lungo il percorso hamiltoniano

Ps — Py — P1— P33 — Py,
Jella incontrerd 2 orchi, ma berl4 se segue il percorso
Pi—Ps— P;— P3— Py,
In questa situazione, non diitile (anche se un po’ noioso) trovare il percorso migliomefado

un elenco di tutti quelli possibili, infatti il grafo &s che ammette soltants! = 120 percorsi
hamiltoniani.

Un problema simile e ben noto pud essere presentato inrtepiti prosaici. Si consideri un
commesso viaggiatore che per il suo lavoro deve fare il gidiveérse citta (assegnate dficio)
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visitando ognuna una sola volta per ogni giro. Supponiangocgleste citta siano tutte collegate
I'una con l'altra mediante mezzi di trasporto il cui costoato. Il problema é trovare il “giro” pit
economico. Owviamente, questo si puod fare cercando ihicaréramiltoniano di costo complessivo
minore. In generale non si conoscono stratedfieienti. Per analizzare tutte le alternative, se ci
sonon citta, si devono valutarén — 1)! circuiti (per costruzione il grafo &,). Questo numero
diventa rapidamente troppo grande anche per un computayLipsto motivo sono stati inventati
alcuni algoritmi che, sebbene non forniscono necessananigpercorso ottimale, permettono in
molti casi di trovarne uno accettabile.

3.5.2 Grafi con segno: un problema sociale

Consideriamo un caso particolare di grafo pesato in cuiaghi assegnamo soltartd o —1
come valore. (O, per maggiore brevita, i’ 6 un “-".)

Dato un certo gruppo di persone di una certa consistenzpegienza comune che i rapporti inter-
personali possano essere caratterizzati in “antipatahicizia”, “indifferenza”. Nelle situazioni
reali ci sono naturalmente delle gradazioni, ma allo scdapeostruire un modello semplice di

interazione sociale manteniamo questa classificaziorttogia cruda.

Supponiamo dunque di avere un certo numero di persone cheesgmtiamo come vertici. Trac-
ciaemo degli archi con peso positivo se tra loro c'é ansgiei negativo se c’é inimicizia. Non
tracciamo un arco se c'é intérenza.

Consideriamo le seguenti due situazioni (5 perstyig C, D, E, per semplicita gli archi positivi
sono in nero e quelli negativi in rosso):

Nelle due situazioni rappresentate c'é un@adenza fondamentale, nella prima si formano
due grupplA.C} contro tutti gli altri. Nella secondd\ si trova nella situazione precaria di
rimanere amico dD ma in dfficili rapporti con alcuni suoi amici.

Grafidi questo tipo si chiamarsistemi sociali Un sistema sociale si didelanciatose le relazioni
tra gli individui (vertici) sono tutte positive o se si possodividere i vertici in due sottoinsiemi
tali che tutte le relazioni positive sussistono tra indifidello stesso sottoinsieme. Chiaramente
il secondo grafo sopra non rappresenta un sistema bilanciat

Si potrebbe provare il seguente teorema (ma non lo facciamo)

Teorema 3.5.1.Un grafo con segno S ¢€ bilanciato se e soltanto se per ogrpiaap vertici tutti
i cammini che li uniscono hanno lo stesso segno.
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3.5.3 Grafi diretti, tra flico automobilistico e tornei

Diciamo informalmente che ugrafo direttoo digrafo &€ un grafo ai cui archi é associata una
direzione (graficamente sono rappresentati da frecce).stQuipo di grafi sono utili in quelle
situazioni in cui tra i vertici sussistono relazioni asintriche. Si puo pensare, ad esempio, ad un
grafo che descriva un’organizzazione gerarchica: i viestao le persone e le frecce rappresen-
tano la relazione “ha autorita su”. Un altro esempio ci giéornito dal mondo dello sport. In un
girone all'italiana (round robin tournament) ogni squade&e incontrare ogni altra e non é possi-
bile un pareggio. Il risultato di un girone di questo tipo sbgappresentare in questo modo: ogni
squadra viene rappresentata da un punto e, per ogni incentraccia una freccia dal vincitore
al vinto. L'oggetto cosi ottenuto é detwafo di dominanza Per esempio, con quattro squadre
A, B, C, D potremmo avere varie situazioni. La figura seguente idugtre casi.

S ORI
Due grafi di dominanza. Nelle due situazioni c¢'é unéiadenza fondamentale, il primo &

transitivocioé: “se k sconfiggey) e (y sconfiggez) = (x sconfiggez)”. Il secondo non &
transitivo.

Chiaramente, in un grafo diretto ha due vertici, uno detimartenzae unodi arrivo. Uncammino
o percorsoin un grafo diretto @ un cammino nel grafo che rispetta ledione degli archi. La
nozione di grado di un vertioe per cosi dire, si divide in due: grado entranteli v & il numero
di archi che hanno il secondo estremo (I'arrivoyjnl grado uscentéiv é il numero di archi che
hanno il primo estremo (la partenzaMn

Anche la nozione di grafo connesso si complica un po'.

Definizione 3.5.1.Un grafo diretto si dicedebolmente connesse il grafo su cui € basato (tolta
I'orientazione degli archi) € connesso. Si ditetemente connessse per ogni coppia di vertici
esiste un cammino orientato dal primo al secondo e dal sezahgrimo.

Moilte delle nozioni che abbiamo visto per i grafi si estendanmaodo molto naturale ai grafi diret-
ti, in particolare quelle di cammino o ciclo euleriano e hiémniano. In dfetti, per i primi, esistono
condizioni necessarie efiigienti e per i secondi condizioni necessarie. Non sorpratedgente,
le condizioni diventano un po’ pit complicate nel caso defigliretti. Per esempio

Teorema 3.5.2.Un grafo diretto debolmente connesso ammette un circuiiriano diretto se e
soltanto se in ogni vertice il grado entrante & uguale a fuebcente.

Inoltre,

un grafo diretto debolmente connesso privo di un circuitegano diretto ammette un cammino
euleriano diretto se e soltanto se in ogni vertice, eccéitegattamente due, u e v, il grado entrante
€ uguale a quello uscente, mentre il grado uscente (ergjatitu (v) € uguale a quello entrante
(uscente) piu uno.
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Per quanto riguarda i cammini hamiltoniani ci limitiamo &aoe il seguente teorema:

Teorema 3.5.3Rédet?, 1934) Ogni torneo (grafo di dominanza) ammette un percorso hamilt
niano diretto.

Ed il suo corollario:

Corollario 3.5.4. Un torneo transitivo hammette unico percorso hamiltonidiretto.

Esistono anche le nozioni di matrice di adiacenza e di neattiocidenza. La matrice d’incidenza
si ottiene segnandel o -1 nel postdi, j)-simo a seconda che I'ardesimo sia entrante o uscente
dav;, €0 altrimenti. Invece, per la matrice di adiacenza, si sctivella posiziondi, j)-sima se e
soltanto se esiste un arco dal vertical verticevj. Anche queste matrici sono dotate di proprieta
interessanti, qui ci limitiamo a menzionare il seguentdtadzento del teorema 3.3.1:

Dator € N\ {0}, chiamiamar-camminoun cammino che consiste darchi orientati. Denotiamo
A la matrice di adiacenza di un grafo orientato e e@':l’elemento(i, j)-esimo diA'.

Teorema 3.5.5.Siak> 1. Peri,je{1,...,n}, ai(}‘) e il numero di k-cammini orientati che vanno
dayvavy;.

Concludiamo questa lezione con un’applicazione intergesasorprendente alla viabilita. Consi-
deriamo un gruppo di strade che rappresentiamo come un grafodendo come vertici i crocic-
chi e come archi le strade stesse. Supponiamo che il grafitarige sia connesso (quindi si puo
viaggiare legalmente da un crocicchio a qualunque altroghiediamo: £ possibile far diventa-
re tutte le strade a senso unico mantenendo questa pedpri€liesto € un tipo di problema che
Si puo presentare quando, per un qualche tipo di event@flicb aumenta e si deve escogitare
un’alternativa pit scorrevole alla viabilita esistente

La risposta é contenuta nel seguente teorema (di cui @mettla dimostrazione, ma una parte
banale):

Teorema 3.5.6.Sia G un grafo connessd: possibile assegnare un’orientazione ad ognuno dei
suoi archi in modo tale che il grafo diretto risultante siatiamente connesso (in questo caso il
grafo si diceorientabilg se e soltanto se G non contiene ponti.
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Lezione 4

Fenomeni che si evolvono per stadi
successivi: tempo discreto

In questa lezione introdurremo alcuni modelli che si evobvan modo non continuo, per cosi
dire, per stadi successivi come potrebbe essere per umaistbe descriva la crescita di una
popolazione soggetta a dei cicli naturali (e.g. stagigngroduttivi. Tuttavia, la nostra analisi

non riflette necessariamente la realta fisica dei sistardiatf, ma piuttosto il modo in cui questi

vengono analizzati. Si pensi, per esempio, a delle rilewageriodiche di una popolazione o ad
un sistema complesso che viene fotografato ad istanti bémitildi tempo.

Studieremo qualche metodo che consente un’analisi guiaditdi modelli semplici. Daremo per
scontate alcune nozioni di algebra lineare (matrici e spattbriali, determinanti) e di analisi
(limiti di successioni).

4.1 Alcuni modelli 1- e 2-dimensionali

Prendiamo in considerazione alcuni esempi di natura hicdog economica. Gli esemfaF
dimensionali rappresenteranno modelli di interazioniltra agenti. Pit in generale si potrebbero
considerare esempi in dimensione piu alta, diciano2, rappresentanti interazioni treagenti.

4.1.1 Crescita di una popolazione

Consideriamo una popolazione di insetti che si riprodudonma stagione bene definita. Diciamo
la primavera. Se siamo interessati alla sua numerositajch variabile di stato della quale ci
dobbiamo preoccupare ¢ il numegodi individui presenti al tempt

Idealmente, vorremmo trovare una funziong dhe esprima (con una certa approssimazione) il
numero di individui presenti, ma come procedere per farlefckeremo di esprimere un legame
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“ragionevole” tra la numerosita della popolazione ad uo dgadio e qualla allo stadio successivo
('anno successivo nel nostro caso).

Supponiamo dunque di avexe> 0 individui al tempa e che alla primavera successiva hasca una
certa frazione € [0, «) di questi insetti e che una certa fraziame [0, 1] muoia. (Il casa > 1

puo significare una popolazione di insetti in cui ogni indiilo & capace di mettere al mondo molti
figli.) Cosicché avremox; nuovi individui ma perderemmyx vecchi insetti. (Tanto per fare un
esempio, potremmo avere= 1.2 em = 0.7 che significherebbe che dovremo aggiungetd%

di individui, mentre il70% muore.) Possiamo esprimere questa relazione in una formula

Xer1 = X + X — MX, (4.2)

ovvero, postar = (L +r — m),
X1 = aX%. 4.2)

Notiamo che, secondo questa formuda,, potrebbe anche non essere un intero. Questo non
ci deve preoccupare eccessivamente dal momento che unlmedptime la realta solo fino ad
una certa approssimazione. In fondo, le modifiche necesperi far si che il valore espresso
da questa formula sia sempre un intero servirebbero soladere il modello piu diicile da
analizzare senza pero alterare la sostanza delle prevéie se ne possono trarre. In futuro non
ci occuperemo piu di questa questione.

La legge, o modello, di evoluzion@.2) é dettalineare Chiaramente, se > m alloraa > 1.
In questo caso, come é facile vedere, la succes$ingnan € monotona crescente e, per di pid,
tendente all'infinito (ricordiamoci cha > 0). Infatti, postot = tg + k, k € N, si ha

k+1

2
Xig+k+1 = A Xtp+k = CY(O/Xto+k—1) =X XKgak-1= ... =@ Xy,

O, in altri termini, X4k = akxto. Questa espressione puo essere semplificata ponge o,k
eXo = X,. In questa maniera, abbiamo la seguente relazione peraita:

Xie1 = aXy, forke N\ {0},
Xo = Xto-

che definisce induttivamen¥& = a*x,.

Xk
Xg ~ 429

Xo = 100 4

k
Crescita malthusiana di una popolazione ¢ 100ea = 1.2.
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Questa formula corrisponde al principio ecologico che ec® senza competitori, in un am-
biente dotato di una quantita praticamente illimitatagizo e risorse, si riproduce in maniera
direttamente proporzionale al numero di individui present

Se il nostro scopo é descrivere 'andamento di una pogmiazier periodi relativamente brevi e in
presenza di grandi risorse, la relazione appena deteraryngt essere ficiente anche se > 1.
D’altronde, nel casa > 1, I'evoluzione della popolazione di insetti, cosi comeedgtinata da
questa relazione, non puo essere realistica nel Iungo’n‘enﬁ chiaro infatti che i limiti imposti
da risorse limitate non possono permettere una crescitaaid di una popolazione.

Un modello pitu aderente alla realta si puo ottenere zmatido che la mortalita non sia una co-
stante ma dipenda a sua volta dalla numerosita della pgpok Una possibile interpretazione
di questo fatto é che la sovrappopolazione crea conflittillaecesso alle risorse e maggiore
diffuzione di malattie.

Per mantenere il modello semplice potremmo, per esempaposte che il tasso di mortalita sia
proporzionale al numero di individui presenti , cimé= sx per un opportuno cakcientes > 0.
In questa maniera, il modello diventa
X1 = (L+1)x - X, (4.3)
che, a diferenza di(4.1), € non lineare. Con la notazione usata sopra, abbiamo lsesty
relazione per ricorrenza:
{xk+1 = (L+1)Xc— X2, forkeN\ {0},

4.4
Xo = X, (4.4)

Xk
X158 ~ 48

Xo = 10 ¢

k
Crescita di una popolazione second@4ad) perXy = 10, @ = 1.25es = 0.005

Un’osservazione importante da fare é che, a seconda di sppnendeXy, Xk potrebbe diventare
nullo o anche negativo. Questo fatto va interpretato coastifizione della specie e, naturalmente,
non ha senso calcolare ulteriori valoriXi. In particolare, se nellgd.4) abbiamoXy > (r + 1)/s
per qualché € N, alloraXy,1 < 0 cioé si ha I'estinzione. D’altra parte, 3@ < (r + 1)/s allora
Xks1 > 0. Notiamo anche che prendenidg = r/s si ottieneXy = r/s, cioé questo e unalore
d’'equilibrio. Si tratta di un valore molto importante infatti, da(la4) segue subito ch¥y,, > Xg

se e soltanto s¥ < r/s. Se poi supponiamo< 1, abbiamo ch® < Xy < r/so Xy > 1/simplica
Xir1 < r/smentrer/s < Xy < 1/simplicaXy,1 > r/s.

1Questo principio & stato enunciato da Thomas Malthus mglisaAn essay on the principle of population, as it
affects the future improvement of society with remarks on teewdptions of Mr. Godwin, M. Condorcet, and other
writers’. Pubblicato a Londra nel 1798. httpwww.gutenberg.ortiles/42394239-H4239-h.htm
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48 Lezione 4. Evoluzione a tempo discreto

Osserviamo infine che I'unico valore limite non nullo a cuslaeccession¥y pud tendere (ammes-
so che il limite esista) & proprig's. Infatti questa € I'unica soluzione non nulla dell’equa
x = (L+r)x - s¥. (Torneremo pitl avanti su questo punto in maggiore dettagi

Mettendo insieme le cose vediamo cteerfipre nell'ipotesi O< r < 1) c¢i sono le seguenti
possibilita (ci limitiamo aXq > 0 altrimenti non ha senso procedere):

0<Xo< L | X < { crescein modo monotono verso

Xy € costantemente ugualga

X > ¢ decresce in modo monotono verso
Xk = L perk e N\ {0}

S

<Xo< X | 0 < X; < L da quiin poi la successione cresce in mado
S S
monotono vers§

Xo > 1L X1 < 0 estinzione!

Possibili comportamenti deli@.4) a seconda della condizione iniziale.

Il valorer /s é dettovalore massimo di carico dell’ecosistema

Un po’ piti in generale potremmo suppome= my+ Sx per opportuni coiicientimp > 0 es > 0.
Tuttavia, seany < r, questo non porta a comportamenti qualitativamente didarguello espresso
dalla relaziond4.4).

Trovare un’espressione chiusa (cioé una formula dipeedswio d&k) per laXy definita in(4.4)

e difficile. Un problema per certi versi pit interessante & Btabih generale I'esistenza o meno
di punti di equilibrio per la popolazione e se questo, ammes® esista, sia stabile oppure no.
Vedremo pitl avanti comei@ontare queste questioni.

4.1.2 Andamento dei prezzi

Siap il prezzo (unitario) al tempbdi un certo prodotto — non ha importanza cosa. Supponiamo
che sia la domanda; che I'offertaQ; di tale prodotto al tempbsiano funzioni dipendenti esclusi-
vamente dal prezzo. Cioé supponiamo che esistano funiziegitali cheD; = f(p;) €O = g(py).

Se supponiamo che il mercato ad un certo istante sia in bgajlicioé che non ci sia merce in-
venduta o compratori senza merce da comprare, allora degeedgp;) = D; = Oy = g(py). In
altre parole, ilprezzo di equilibriodeve corrispondere all'ascissa intersezione dei grafitieky
(ammesso che esista). Per esempio, se poniamo

f(p)=a-bp,  g(p) =dp-c (4.5)

per opportuni coficienti positivia, b, d e c, abbiamo che i grafici df e g sono rette che si

intersecano per
a+c

P=bra
che pertanto fornisce il prezzo di equilibrio.
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Sembrerebbe percio facile regolare il prezzo del nostogl@tto in modo tale che non ci siano
rimanenze o compratori insoddisfatti. La situazione épat complicata di cosi. Infatti, la
produzione di beni da introdurre sul mercato richiede utodempo e quindi i produttori devono
decidere in anticipo le quantita da introdurre sul mereatbprezzo. Si pensi ad esempio a dei
prodotti agricoli la cui semina deve essere decisa un anmogmolte anche di pit per certe
colture) prima della vendita del raccolto.

Al momento in cui pianificano la produzione, i produttori nconoscono il prezzo di vendita a
cui potranno piazzare la loro merce una volta prontap§$f£5°é il prezzo che essi si aspettano al
tempot + 1 basandosi sulle informazioni disponibili al temipdequazione di equilibrio diventa

attes:

g(pt+1 = f(Pte1),

che esprime che libertaO.,1 basata su prezzo attesa uguale alla domanda;,1 che invece
sara basata sul prezzo reale al terhpol. Ricordiamo chep?es°é il prezzo che i produttori
stimanoper il tempat + 1 mentrep,1 € il prezzorealeal tempat + 1.

Una congettura particolarmente semplice, in mancanzdafintazioni migliori, che i produttori
potrebbero fare & che il prezzo al ciclo successivo sialaguguello attuale. Ciop2"e°= py.
Con quest’ipotesi, I'equazione di equilibrio si riduce a

f(pt+1) = 9(p). (4.6)

Che se assumiamo la validita @.5) diventa
a-bpn=dp-c,

ovvero
_d N a+c
pt+l - bpt b ’

che & un modello lineare.

Postat = tg + k, Px = p+k €Po = p, Si ottiene la seguente relazione ricorsiva:

4.7)

Pe1 = —3Pc+ 2, forke N\ {0},
Po = Pto-

La cui soluzione puo essere determinata esplicitamentattil procedendo in modo euristico
troviamo che

d a+c d{ d a+c a+c
Pk+1—‘5pk+T—‘5(‘5Pk-1+T)+T
3 d\? dP +a+c +a+c da+c_
b)) \"b 2" Tp b b b

k+1 k+1 k i
.:(—%) Po+a—gc(1+(—%)+...+(—g)k)=(—g) Po+a%CZ(—g),
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50 Lezione 4. Evoluzione a tempo discreto

da cui segue la formula:

kdk

@+o((-H*-1
g .

Po+ b+d

Pk = (-1)

Notiamo che I'uso di stime piti complicate per il prezzo sttecosi come I'uso di funzioni pit
sofisticate dellé e g espresse dalléd.5) potrebbero portare a modelli piti complessi anche se
forse piu realistici.

4.1.3 Prede, predatori e competizione

Alcuni autori fanno coincidere la nascita dell’ecologiatematica con la formulazione, intorno
agli anni 20 e '30, da parte dei matematici A. J. Ldtla V. \olterré di modelli dinamici per
la descrizione delle interazioni tra specie che conviorito sitlesso territorio. Vito Volterra, in
particolare, era stato stimolato a questi studi dal geriebiplogo Umberto d’Ancona, che si era
interessato alle fluttuazioni periodiche osservate inredquopolazioni ittiche dell’Adriatico.

Consideriamo due specie di animali che condividono lo etessitorio. Supponendo che la prima
sia l'unica fonte di sostentamento per la seconda, voglidesarivere l'interazione tra queste due
speci¢® | modell che svilupperemo in questo paragrafo sono di timeréio (dferentemente
da quelli originali di Lotka e \olterra). Come vedremo piaati, la versione discreta, almeno
del primo modello non & una rappresentazione molto buonseael fenomeno reale per motivi
intrinseci.

Facciamo l'ipotesi che, in assenza di interazione, il tadisorescita delle prede e il tasso di

mortalita (per mancanza di cibo) dei predatori siano cust#er descrivere l'interazione stessa,

ipotizziamo che la probabilita d’incontro e cattura (camseguente uccisione) di una preda da
parte di un predatore sia proporzionale al prodotto delfssithe delle popolazioni; in questo modo

il numero di prede sottratte dall’ambiente & proporzieral prodotto del numero di prede e di

predatori. Similmente, per i predatori, supponiamo chestjueaggano l'energia necessaria a
riprodursi in modo proporzionale al numero di prede uccise.

Sex; ey; rappresentano il numero di prede e di predatori, rispettarge, al tempo, il modello
che ne segue é:
{ X+1 = (@— by)x,
Yir1 = (CX — d)Vi,
dovea, b, c ed sono coéicienti positivi. Ponendo, come al solito= to + kK, n € N, Xy = X4k,
Yk = Yio+k, Xo = %, €Yo = Y, Ofteniamo la seguente relazione per ricorrenza:

Xir1 = (@ = DbYi) X, }

erke N\ {0
Yier = (0%~ )Y, | PEr< el
XO = Xto5 YO = yto~

2Alfred James Lotka, 1880-1949.

3Vito Volterra, 1860-1940.

“4Lotka, A.J., “Analytical Note on Certain Rhythmic Relatioim Organic Systems”, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S., 6,
410415, (1920). Lotka, A.J., Elements of Physical Bioldgjtliams and Wilkins, (1925). V. Volterrd,econs sur la
théorie mathématique de la lutte pour la Mi@authier-Villars et Cidditeurs, Parigi, 1932.

(4.8)
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Come vedremo, gli andamenti ¥ e Yy sono di tipo oscillatorioE facile capirlo intuitivamente:
se ad un certo istante ci sono poche prede, i predatori neoorie a riprodursi abbastanza da
compensare la mortalita e quindi il numero di questi uliimdia a diminure. Questa diminuzione
permette alle prede di aumentare nuovamente il proprio nymea I'aumentata disponibilita di
risorse fa si che i predatori possano nrescere ma cosidagerovocano una diminuzione nel
numero delle prede. ..

Yk

Comportamento del sistem@.8) per Xo = 120,

Yo =80,a=11b =000 c=001led =
0.1. Con gli stessi parametri, c’é un equilibrio per
(Xo, Yo) = (110 100Y); in altre parole, scegliendé,
eYo a questo modoéx = Xo € Yk = Yo.

Xk

Condideriamo ora due specie che condividono la stessaiaiechlogica.

In questo caso, consideriamo per ciascuna specie un matisligpo (4.3) in cui la mortalita
aumenta proporzionalmente alla numerosita dell’'altec&p(che consuma risorse). In breve, se
X¢ €Yy rappresentano la rispettiva numerosita delle due specie,

{ Xir1 = (a1 — b1X — CaYi) %,
Yir1 = (82 — b2Xe — Coyi)Wt.

dove i parametri sono tutti positivi. Posto, come al sotite,tg + k, n € N, Xx = Xtg+k, Yk = Yig+ko
Xo = X, €Yo = Yy, Si ottiene la seguente relazione per ricorrenza:

Xir1 = (a1 — b1 Xk — 1Y) X, }

erke N\ {0
Yier = (B2 — b2Xic — YiVe | P VIOl (4.9)
Xo = X, Yo = Y-

L’evoluzione qualitativa di questo modello dipende dattal&a dei prametri. Viedremo che alcune
scelte portano al cosiddetfincipio di esclusione di Gau&ecioé che specie che occupano la
stessa nicchia ecologica non possono coesistere a lurigas®gso territorio: prima o poi una di
esse si estinguera.

4.1.4 Concorrenza e prezzi

Consideriamo due aziende che producono la stessa mercenatettono sullo stesso mercato.
Esse si trovano in competizione tra loro. Lo scopo di ognuresse € massimizzare il proprio

5Anche questo tipo di modello trae ispirazione da un lavory.diblterra: Variazioni e fluttuazioni del numero
d’individui in specie animali conviventMemorie della R. Accademia dei Lincei, s. VI, vol. I, 192f. 31-113.
6Georgii Frantsevich Gause, 1910-1986.
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profitto. Il modello che studiamo qui & basato su quello pstp nel 1838 da A. Courrfohel suo
trattatoRecherches sur les Principes Mathématiques de la ThéeseRichesse

Supponiamo che, come in agricoltura, ci siano periodi benipirdi produzione alla fine dei quali
Sia necessario pianificare la produzione del ciclo sucaes€hiamiamay, (t) eqy(t) le quantita di
merce prodotte al temgadalle due aziende B(t) il prezzo unitario. Ogni impresa deve decidere
che quantita produrre al tempa- 1 in modo tale da rendere massimo il suo “profitto atteso”,
cioé lintroito (il prodotto della quantita per il prezgmeno il costo (costo unitario moltiplicato
la quantita). Per I'impresa numero uno il profitto attesteaipot + 1 & dato da

Gt + 1)p(t + 1) — caqa(t + 1).
Quic, € il costo unitario della merce per 'industra numero uno.

Il prezzop della merce dipendera dalla quantita immessa sul mepeatoui ciascuna delle due
industrie non puo prescindere nelle sue decisioni da gtk fara I'altra. Infatti, pur di evitare
che della merce rimanga invenduta i prezzi verranno abbasss come nel paragrafo 4.1.P,
rappresenta la funzione che fornisce la domanda in funzieherezzo, supponendo cfiesia
invertibile, avremap = f~1(qy + qp). Per esempio sé come in(4.5), ricaviamo

_ a—-0.—-0
—p )

Inserendo questo prezzo nell'espressione del profitte@ttetteniamo la funzione di profitto
atteso per il produttore 1:

p

a—qu(t+ 1) - ggqt + 1)
b - Cl),

dovegs™sqt + 1) & la quantita che il produttore numero uno si aspetta aitrd’introduca sul
mercato. Come si vede subito, il massimo di questa funziboiene scegliendo

Gu(t+ 1) - qu(t + 1)

qu(t+1) = %(a — bey — gg"qt + 1)).
Non é sorprendente che questa scelta dipenda da cio chesgietta che faccia il produttore 2.

Per scegliere veramentg(t + 1), dunque, bisogna fare una congettura sulle intenzioni el p
duttore 2. In mancanza di informazioni migliori, il prochre 1 supporra cheg™sqt + 1) = qa(t),
cioé che il produttore due non cambi la propria produzianeegta € un’ipotesi semplificatoria
simile a quella fatta nel paragrafo 4.1.2).

Supponiamo che le stesse considerazioni vengano fatteathltfore numero 2. Allora avremo il
seguente sistema che descrive la dimanica della produdilleedue industrie:

cu(t+1) = 3(a— b - aa(t),
Ga(t + 1) = 3(a—bey - au(t)).

Questo modello & noto conggoco di duopolio di Cournog, nonostante le molte semplificazioni
introdotte, esso € considerato molto importante in ecaaonatematica.

(4.10)

“Antoine Augustin Cournot, 1801-1877.
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Con le consuete convenzioni, il sistelf@alQ)porta al sistema per ricorrenza

Qu(k+1) = 3(a- be - Qx(K)).
Quk+1) = Ha-bep- Q. [ PHETHO @11)
Q1(0) = au(to), Q2(0) = dz(to)-

4.2 Procedimento di iterazione e mappe definite per ricorrena

In questa sezione consideriamo esclusivamente di suooéssiR e in R?. Tuttavia, alcune
considerazioni e definizioni sono del tutto generali; qeiéssesprimeremo iR" dal momento che
il farlo non comportera un aggravio di tempo e fatica.

Ci occuperemo di successioni definite per ricorrenza. Iregea, cioé, di successioni definite da
regole del tipo
{ X1 = F(k X), ke N\ {0},
Xo = &o

dove&y € R" € assegnatole: R x R" — R" una funzione data.

In realta studieremesclusivamental caso particolare “autonomo” in cui k& dipende solo dalla
seconda variabile, cidé(k, X) = f(X). In altri termini:

X1 = F(X), keN\ {0},
{ o s g, (4.12)

Questa situazione pud essere illustrata con un semphcgainma:

Gy T+l

Osserviamo che, dey}ken € R" € definita d44.12) allora possiamo scrivere, per ogé N,

= f(X1) = F(F(2)) = ... = Fo...of(x) = f¥(x).

k times

Qui “o” indica la composizione di funzioni.

4.2.1 Successioni ricorsive iR, diagrammi a scala

Nel caso scalare, se si sa disegnare il grafich Bi successionéxy} definita da(4.12) puo es-
sere ottenuta (ovviamente in modo approssimato) con rigargpasso. Questo ci da un modo
geometrico di esplorare questo tipo di successioni.
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In pratica, si disegna la parallela all’asse delle ordipatigsante dg fino ad intersecare il grafico
di f e dal punto trovato si conduce la parallela all'asse debésss fino ad incontrare le ordinate.
Il punto di intersezione saf®, f(xg)). Centrando poi il compasso nell’origine si disegna la cir-
conferenza pg(0, f(Xp)). il punto d'intersezione di questa con 'asse delle asaiséarniscex;.

Si ripete poi il procedimento a partire da. Il procedimento é illustrato nella figura seguente:

F(X0) e —

fx) o= ———————

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\‘| |
|
! i : X
Xo

I primi termini della successione ricorsiva definita@dal2)perf(x) = 1 + Xo = 10.

3
3e

In realta si pud anche fare a meno del compasso se possiaegndre la bisettricle degli assi.
Infatti, nei punti(x,y) € b si hax = y; questo permette di riportare i valori €xc) senza usare il
compasso. Il procedimento cosi maodificato € illustratéerseguenti figure:

(%0, f(%0))

(xa, f(x1))

X — — — — — —

X ————
X

La successione della figura precedente con il metodo motdifica

I diagrammi come quello dell’'ultima figura sono dettagrammi a scala
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y y
(0, f(%0))
I
(%1, F(x1)) | (%0, T(X0))
I I |
I I '
I : [ 1 (x¢, (%))
| | | 11
b ' I
| | | [
o ' 1 (%2, T(%2))
| | | | 11
| | | | 11
I
— ‘s i X
X2 X Xo X2 X1Xo
f(X) =1+ V3x/2, xo = 13/2. f(X) = 2(x— 2), xo = 3.7.

Sono anche possibili comportamenti di tipo “oscillatoriodme illustrato dalle seguenti figure:

y ) y
/I
[
[
| |
| |
[
| |
| |
i [
| | | |
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
I I I : I :
| | [
O G S W — o
X2 Xo X1 X3 X0 X1
f(X) =5-(x-3/2)%/2,% =3 f(X) =5-X X = 3.
y y
—
AT |
A T |
Lo | |
[ I | |
oy [ | |
[ | | | | |
[ | | : : |
| | |
S : e : :
X1 X3 X2 Xo X3 X2 X1 Xo
f(X) = 3- (x—3/2)?/5, xo = 3.5. f(X) = 1—(x-3)?/5+x/3, X = 35.

Queste figure suggeriscono l'importanza dei punti di itgiene tra la diagonale e il grafico di
f, cioé dei punti fissi dif. Si intuisce inoltre che I'angolo con cui la diagonale edrifico si
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incontrano determina, almeno localmente, il comportamdetla successione. Queste cose sono
I'argomento di paragrafi seguenti.

4.2.2 Limiti e punti fissi

Sia{XJken C R" una successione. Ricordiamo che un puato di accumulazione € R" &
tale cheVe > 0, ¥n € N, 3k > n con la proprieta chéx — x| < . La nozione di punto di
accumulazione non deve essere confusa con quella di lisgtesiste,, tale cheYe > 0, Ane N
con la proprieta chgk > n si hal|X. — X|| < &, allorax., & detto limite della successiomg. Si

dimostra facilmente che,,, se esiste, & unico e si scrive

Xoo = kIim X .
Notiamo che se il limite esiste allora & un punto linfité/na successione che ammette limite &
dettaconvergente
Esempio 4.2.1.Se in(4.12) prendiamo {x) = —x con&y = 1, otteniamo la successiong x
(-1)¢. Come si vede subita;1 sono i punti limite di questa successione che perd non higelim
Per determinare il limite possiamo ricorrere al seguerile tigultato:

Proposizione 4.2.2 Siano{Xy}ken € f come in4.12)per qualchey € R" assegnato. Supponiamo
che f: R x RK — R sia continua. Allora,

Xoo = kIim Xc implica %o = f(Xw).

La dimostrazione, molto elementare, é basata sulla adgtdidi f ed é lasciata al lettore.

Le soluzioni dellequazionex = f(X) sono i cosiddettipunti fissi di f. Notiamo che, fissato
&o non necessariamentgni soluzione dix = f(X) e il limite di {x}; semplicemente, il limite
va ricercato tra i punti fissi. Notiamo che, al variaretgli la successione cambia e il limite, se
esiste, puo cambiare ma é sempre da cercare nell'insiefteesluzioni di quest'equazione. In
particolare, scegliendgy tra i punti fissi dif abbiamo chey = xo = & quindi&y € il limite.

4.3 Orbite ed equilibri

Come abbiamo visto nella sezione precedente, le succeskbinite da regole ricorsive del ti-
po (4.12) possono essere usate come modelli di fenomeni reali. (Laessmone rappresenta una
sequenza di stati successivi del sitema oggetto di stuéim;;):indi importante capire il compor-
tamento della successione cosi definita al variare debguittiale. Spesso per fare questo viene

8] punti di accumulazione dix} sono, in &etti, i punti di accumulazione dell'insiem®(xy) := {X : k € N} e non
sono necessariamente unici. Si vede anche che, dato un gitattoumulazionex di {x} esiste una sottosuccessione
{X} tale chex = lim_. % . Ricordiamo che una sottosuccessione € una successibtipade, } dove{k} & una
successione N strettamente crescente.
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usato il linguaggio desistemi dinamici discretiE altresi chiaro che i punti fissi delfain (4.12)
rappresentano stati importanti: rappresentano gli statii il sistema si trova in equilibrio.

Per ognixy consideriamo l'insieme
O(x0) 1= {f(x0) : k e N,

dettoorbita di&. Conviene distinguere tra I'orbita df e la suatraiettorig cioé la successione
{F*00) heenr-

Come abbiamo visto, s& & un punto fisso df allora la sua orbita €& il singolette, e la sua
traiettoria & costante. Un altro tipo di traiettorie imjamti sono quelleperiodiche Un’orbita
O(Xp) e unr-ciclo,1 <r e N, sexg = f"(Xp). In questo caso la traiettoria si ripete ogmilementi.
Si dice che & -periodica. Osserviamo che ogni elemento diregiclo € punto iniziale di una
traiettoriar -periodica. Se = 1 alloraxy € un equilibrio, dunque un punto fissofdi

Se si considera la successione dell'esempio 4.2.1, si vegl®(&) = {-1,+1} & un2-ciclo che
coincide corO(-1). Le traiettorie di+1 e di—1 pero sono diverse. Sono, per cosi dire, sfasate di
una unita.

Una questione importante riguardastabilita degli equilibri. Esistono molte nozioni di stabilita
(la scelta dipende da cosa dobbiamo fare con il modello éanstanalizzando). Noi useremo le
seguenti:

Definizione 4.3.1.Un punto fissax &€ dettoasintoticamente stabil@ attrattivg se esistes > 0
tale che

X= lim f*(x0)
per ogni % tale chel|x — x|l < &.
In altre parolex e asintoticamente stabile se ogni traiettoria che paifticntemente vicino &
tende ax.
Definizione 4.3.2.Un punto fissax & dettostabilese esist&y > 0 tale che||x — xg|| < ¢ implica
|00 - 5] <o
Un punto fisso che non é stabile & dattstabile E molto utile anche la seguente definizione:
Definizione 4.3.3.Un punto fissox e dettorepulsivo se per ogni ¥ esistes > 0 tale che

|| f4(x0) — X|| > & per infiniti valori di k.

Chiaramente, un equilibrio repulsivo é instabile e viegege Attenzione che la repulsivita non é
I'opposto dell'attrattivita. Si pensi sempre all’esemgi.2.1.

4.3.1 Caso scalare

Consideriamo il casn = 1. Cioé supponiamd : R — R. Cerchiamo di caratterizzare il compor-
tamento della successiofe 12) quando il punto iniziale é scelto vicino ad un punto di eiguib.
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58 Lezione 4. Evoluzione a tempo discreto

Consideriamo dapprima il caso in ctfxX) = ax+ b cona,b € R assegnati. Per trovare i punti
fissi consideriamo I'equaziorex+ b = x. Chiaramente, se un punto fisso esiste allora é unico. Ci
sono due possibilita:

e Sea = 1 non ci sono punti fissi a meno che= 0 e, in questo caso tutti i punti sono fissi,
quindi tutte le traiettorie sono costanti.

b

e Sea # 1/unico punto fisso & = 1.

Sea # 1 siamo interessati al comportamento della succesgiR) quando il punto iniziale &
scelto vicino 31%,1 Osserviamo che, posiQ = xx + b/(a — 1), otteniamo che

Yo=2¢&o+ aTbl
Possiamo quindi studiare la successigigche & pit semplice) vicino al suo unico punto fisso
y := 0. Consideriamo quattro possibilita:
e Sea> 1, la(4.13)ci dice chey € monotona, crescente > 0 e decrescente sg < 0.
e Sea = -1, la traiettoria é periodica di periodh

e Sea < -1, la (4.13) ci dice chelyx| € monotona crescente e, siccome i segni dggéi
alternanoyy diverge oscillando.

e Se0 < ax<1,la(4.13)cidice chey € monotona,

— decrescente positiva §g > 0,
— crescente negativa gg < 0.

in entrambi i casyy é convergente.

e Se-1<a<0,la(4.13)ci dice chdyy &€ monotona decrescente e, siccome i segni §egli
si alternanoyy converge oscillando.

e Sea=0,yx=0perognil <keN.

Ricordando il legame gi conxy, possiamo riassumere questa discussione nella segubelia:ta

lal <1 | X é asintoticamente Se0 < a < 1 la successione &€ monotona,ase 0 é costante, s¢
Stabile -1 < a < 0 converge oscillando
a=1 Tutti i punti sono d’equilibrio. Tutte le traiettorie sonostanti
a=-1| xe stabile Le traiettorie son@-periodiche
|a| > 1 | X é instabile Sea > 1 la successione & monotona divergentease —1
diverge oscillando

Consideriamo ora, pit in generale, il caso non lineare.pStgmo sempre che la funziofesia
differenziabile. Vale il seguente risultato:
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Teorema 4.3.1.Siax un punto fisso di f. Sia | un intervallo contenertael suo interno e tale
che|f’(X)| < 1 (eccettuato possibilmente x). Allora x e stabile.

Dimostrazione.Sexg € |, per il teorema del valor medio si ha, per qualchel,
X1 — X[ = [f(x0) — f(X)] = f'(C)Ix0 — X[ < |0 — X.
Dunque, induttivamente
X=X = 1f(X-1) = F() = £/ Q)% = X < X1 = X[ < [X0 = X,

da cui la stabilita. O

La stabilita asintotica é leggermente piitidile da determinare.

Teorema 4.3.2.Siax un punto fisso di f. Supponiamo che f sigiadenziabile con continuita e
che|f’(X)| < 1. Allora X & asintoticamente stabile.

Dimostrazione.Sias un numero tale chg’(X)| < 6 < 1. Allora (€ una conseguenza del teorema
della permanenza del segno) esiste un intertatioe contieneal suo interno tale chid’(x)| < ¢
per ognix € |. Prendiamoxg € |. Per il teorema del valor medio, per qualahe I,

X1 — X = [f(x0) — F(X)I = f'(c)Ix0 — X < %0 — X.
Quindi x; € |. Applicando questa disuguaglianza induttivamente citeni
X=X = 1f (1) = FOIN < 6l%1 = X < 6%%2 = M. < 64x0 - X.
Siccomes € (0, 1) si has® — 0, da cui la tesi. O

Osservazione 4.3.3La disuguaglianze ottenuta nella dimostrazione del teardn3.2 possono
essere usate per ottenere una stima della velocita di egemea della traiettoria. Infatti,

Xo— X <[Xo—Xi|+ X1 =X, € [x1—X<dx—X

forniscono|xg — X < 1715|x1 —X|. Combinando guesta con l'ultima disuguaglianza della ditra>
zione del teorema 4.3.2, otteniamo

s _
- X < ——|x1 - X.
=X < TP = X
Si possono inoltre provare, ma non lo faremo, i seguenti eoiemi:

Teorema 4.3.4.Siax un punto fisso di f. Sia | un intervallo contenertael suo interno e tale
che|f’(x)] > 1 (eccettuato possibilmente x). Allora x € un repulsore.

Teorema 4.3.5.Siax un punto fisso di f. Supponiamo che f sigiedenziabile con continuita e
che|f’(X)] > 1. Allora x & un repulsore.
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60 Lezione 4. Evoluzione a tempo discreto

4.3.2 Particolari successioni nel piano

In questo paragrafo supponianio R?2 — R2. Consideriamo dapprima mapp8iai, cioé della
forma
f(X) = Ax+ B

doveA & una matric€ x 2 e B & un vettore dR?. Supponiamo ché sia tale chéA — | & non
singolare. Ci interessa stabilire la natura dell'unicotpuisso dif.

Cominciamo con l'osservare che se la matfice diagonalizzabifeallora, a meno di un cambia-
mento di coordinate, lo studio della successione (vel&jrizata da4.12) si riduce allo studio di
una coppia di successioni del tipo di quelle studiate nedgraifo precedente. Cioé

{ Xir1 = A1 X + by,
Yike1 = A1Yk + bo,

i cui codticienti 11, A2 sono gli autovalori dA. E facile allora studiare la successidre, yx). In
particolare, si vede che se entrambi gli autovalori sonaalore assoluto piti piccoli di si deve
avere un equilibrio asintoticamente stabile.

Ricordiamo un fatto generaledet(A) = A11,. Quindi se|det(d)] > 1 almeno uno dei due
autovalori deve essere maggiore in valore assoluto iditale caso non pud esserci stabilita.

Consideriamo ord non lineare. Argomentazioni molto simili a quelle sviluppael paragrafo
precedente permettono di dare condizioni per la stallitéstabilita. Questo é facile se entrambi
gli autovalori del sistema linearizzato, cioéfd(x), sono maggiori o minori di uno. Lasciamo al
lettore il compito di formulare questi risultati. Ossemia che inR? puo presentarsi il caso che
un autovalore sia maggiore e un altro minore di uno. In tat®&non é né un attrattore né un
repulsore, si parla ghunto sella

Il teorema delle contrazioni

Teorema 4.3.6S. Banacl). Sia f: R" — R" una funzione tale che
() — fWIF < LiIx-vil perL<1.

allora f ammetter un’unico punto fissoe la successiongt.12) converge ax qualunque
sia il sup punto iniziale.

E facile dedurre che ské differenziabile con continuitX & un punto fisso cojf’ (X)|| < 1
allora esiste una palla centrataxia partire dai cui punti la traiettoria converg&.aNotiamo
che qui la norma dif’ & intesa nel senso degli operatori: seRfh mettiamo la norma
euclidea, allora la norma di é quella spettrale (nel senso delle matrici).

Esercizio 4.3.7.Studiare gli equilibri dei modelli presentati nel paragoad.1.

9Si pud per esempio testare se gli autovalori sono distjiiitoin generale, se la loro molteplicita algebrica ealgu
a quella geometrica. Anche, piu semplicemente, se la ceagrsimmetrica
10stefan Banach, 1892-1945.
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Lezione 5

Equazioni alle differenze e modelli

Ci occupiamo ora di un tema importante dal punto di vistaiapfWwo ma che viene spesso omesso
nei corsi di base: le equazioni alldidirenze. Sitratta di un argomento relativamente semplice ma
che ha alcuni aspetti interessanti come, per esempio, tm gedo di similitudine con la teoria
delle equazioni dferenziali ordinarie e un’indubbia rilevanza per cio chyuarda 'approssima-
zione e soluzione numerica di queste ultime. Non si deve gienénticare che, dal punto di vista
applicativo, le equazioni alle filerenze hanno un ruolo importante nella modellazione di quei
fenomeni che hanno un’evoluzione, per cosi dire, “a ballai’questa lezione vedremo qualche
modello di questo tipo, altri ne abbiamo visti in quella méente, ma porremo principalmente
I'accento sugli aspetti matematici.

5.1 Calcolo delle dfferenze finite

Definiamo gli operatorE eA, detti rispettivamenteperatore di shife operatore dterenzanello
spazio delle funziorik — R nel modo seguente:

(EV(X) =y(x+1), e Ay = y(x+1)-y(Xx),

per ogni funziong/: R — R; inoltre conE" e A", 1 < n € N, indicheremo rispettivamente gli
operatori definiti d&(E"1y) e A(A™1y), eE® = A = I, dovel indica I'operatore identita.

5.1.1 Proprieta principalidi EeA

Chiaramente, valgono le seguenti proprieta la cui dinaastne & banale: Per ogaE R,0 < ne
Ney:R >R,

e Ay(X) = EV(X) — ¥(X), cioéA = E - |;
e EW(X)=y(x+n)e

09 = & - 1y09 = Y. (L o, 5.

k=0
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5.1. Calcolo delle gierenze finite 63

owvero,A" = Y1, (R)(-1)FEX. SimilmenteE" = ¥i_, (R)AX;

e seyi:R—-Rea,...,ai=1,...,K sono funzioni e costanti assegneE(e,Z!‘:l ayi)(x =
2 EEY(X), eA(TE ay)() = S (@AY (X)),
e AE =EA.

Conviene introdurre la seguente notazione:
Pem=1,2,3,... poniamo X2 := x(x-1)(x-2)---(x-=(n-1)) e »x2:=1
Le espressioni sono dettepotenze fattoriali discendentiellax.
Si verifica che, pek = 1,2,.. .,
AXE = (x+ 1)f — XK =

X+ x(x=1)---(x=(k=2)) = x(x—=1)(x=2)---(x=(k=1)) =
X(X = 1)(X=2)--- (x= (kK= 2))[(x + 1) = (x = (k = 1))] = k¥=2.
Dunque, pen < m e N, A"X? = nIxX™" in particolareA"x2 = nl. Notiamo che, invece, dalla
(5.1) segue, prendenddx) = X",

n

LSS (E)(—l)“—k(x KM, (5.2)

k=0

Vale la seguente proposizione la cui dimostrazione, cleegasére fatta per induzione, omettia-
mo?

Proposizione 5.1.1.Se y & un polinomio di grado n allor&y(X) € costante e, conseguentemente,
APy(x) = 0 per ogni n< p e N.

Sianou ev funzioni assegnate. Una formula importante é la seguente:

AJuv(X) = EU(X)AV(X) + V(X)Au(X) = EMX)AU(X) + U(X)AV(X). (5.3)
Similmente,
A\—lj(x) = v(x)Au\féz)E\l/J(():;)Av(x)’ seV(X)EV(x) # 0. (5.4)
g possibile introdurre questa nozione anche per valorgpiterali dell'esponente. Per esempio ponendo
A= 1 se0<neN.

Tox(x+1)---(x+n)’

abbiamo una legge degli esponent®™? = xM(x — m)" e, forse pill importante la relaziodex™ = mx*2 funziona
anche commintero negativo.
2Ricordiamo pero che, usando la formula del polinomio mbéante di Newton, data una funzioye

(%) 1= A%(X0) + A'Y(Xo) (X — Xo)2 + ... + A"Y(X0) (X — Xo)*

€ un polinomio di gradm che coincide cory nei punti di ascissa + k, k = 0,1,...n. Quindi, sey & a sua volta un
polinomio di gradm, A"y(Xo) € il codficiente del termine di grado massimoygier il principio d’identita dei polinomi,
e dunque non puo dipendere xa
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Esempio 5.1.2.Supponiamo che il prezzqtiPdei titoli di una certa banca all’istante t sia legato
alla quantita di denaro liquido () depositato e al valore del totale dei titoli(l) emessi dalla

banca stessa, mediante la legge
L(t)
P(t) = k=,
(t) T
con k > 0 una costante nota. Se conosciamo il varide(t) e AT(t) delle quantita Le T
nell'intervallo di tempo[t,t + 1], possiamo calcolare la variazione di P nello stesso inthova

per mezzo della formulgb.4):

TOAL() - LOAT() , TAAL(L) — LEOAT(t)
THET(H) O T(T@E) + AT()

AP(t) = k

5.1.2 Glioperatoriinversidi E e A

Data una qualunque funzioygponiamoE=1y(x) := y(x — 1). In questo mod&E = E71E = |.
Chiaramentd soddisfera la legge degli esponenti.

L’inversa diA & un po’ piti complicataA™! deve essere tale chex) = A~ty(x) alloraAY(X) =
y(X). Come possiamo scrivere un tale operatore inverso? Deemasplicitamenta= & un po’
complicato, limitiamoci a farlo in un caso particolare. Gioferiamo dapprima il caso in cui
x = k € N. Allora, comunque fissatg € N, poniamo

k-1

Y= > y(r),  perk> ko.
r=ko

Allora si haAY(K) = y(k) e il valore scelto pekg é irrilevante (Attenzione! La linearita di &
irrilevante per questo passaggio). Per questo mativy(x) & detta unaomma indefinitadi y.3

Notiamo che A~Yy(X) non & definito in modo univoco; infatti, 3x) = A~ty(x), alloraY(x) :=
Y(X) + C conC costante ha ancora la proprieta &¥x) = y(X). In generale,

Teorema 5.1.3.Se ¥ e Y, sono tali cheAY;(X) = AY»(X) = y(X), allora x— Y1(X) — Yo(X) € una
funzione di periodo h.

Dimostrazione.Basta osservare chigY; — Y5)(X) = y(X) — y(x) = 0. m|

Il teorema prova che per trovare tutte le somme indefinijebaista conoscerne una. Chiamiamola
Y. Qualunque somma indefinta sara allora della foYifya+ p(x) dovep é una qualunque funzione
di periodoh.

3Tanto per curiosita consideriamo il cas@ R qualunque. Non & dlicile vedere che

[x]-1
A[Z y(r+x- LXJ)] = y(x),
=

purchéky € Z sia minore di x| — 1. Ricordiamo chéx] := max{ne Z : n < x}.
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Una proprieta importante dell’operatore di somma ind&finit é la sudinearita

Date funzionys, . . .,Yn € costantay, ..., a,, Si ha
n n
AT Ak = D ad ().
k=1 k=1

La dimostrazione di questo fatto é basata sulla linedlitaed & lasciata al lettore.

Esempio 5.1.4.TroviamoA~1x3. Osserviamo che3x= x® + ayx® + a;xV) con a, a, costanti
opportune. Per trovarle poniamox 1 e x= 2 in quest'equazione e risolviamo rispetto agdea
ay. Siottiene, a=1e & = 3; quindi

X2 = + 3% + x2.
SiccomeA~1x2 = x*1/n 4 1, |a linerita di A1 ci dice che

¥ o8 e Ve X2
13 _ — NI
A x3_4+33+2+p(x) 4+ +2+p(x).

per una qualunque funziorfeperiodica p.

Esempio 5.1.5.0sserviamo che, dafd< ¢ # 1, AcX = c*(c — 1). Dunque

CX
A% = .
c-1
Se ci limitiamo a x N possiamo permettere anche<d e la formula sopra rimane vera.

L'operatoreA™" & utile per esplicitare il calcolo di somme finite:

SeY é una somma indefinita j allora

b
D ¥ = Y(b) - Y(a).
k=a

Per I'esempio 5.1.5, allora si ha

se0O<c# 1.

Osservazione 5.1.6.Si potrebbe dimostrare, come conseguenza delle formuldeppotenze
fattoriali discendenti, che

1

m — n&

m+1

O<k<n

per tutti gli interi (anche negativi) mg 1. Si noti la somiglianza con le formule note per gli
integrali.
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5.1.3 La formula di somma per parti

Dall’equazione(5.3) segue che, per funzioniev,
A"YuAv) = uv- A"YEvAL). (5.5)
Questa formula é detta dbmma per parti
Esempio 5.1.7.Applicando(5.5), si ha
ATIX2% = x2% — AT12,
Ne segue

n n
K=
Dk = kM- > 2= (n-1)2" + 2,
k=0 k=0

In generale, daté eqg, la (5.5) implica

b b

Z f(k)Ag(k) = f(b+1)g(b + 1) - f(a)g(a) — Z gk + 1)AT(K)

k=a k=a

Potremmo ottenere una questa formula (o meglio una sua feqmigalente) anche in modo pit
diretto:

Date due successiota,} e{b,} e postoA, = ZEZO ax eA_1 =0sihache, perogri < p<q,

q

M

q g-1
(An - An—l)bn = Z Anbn - Z Anbn+1
n=p

anbn
p n=p-1

n=

>

=p
-1

o

An(bn — bny1) + Agbg — Ap-1bp.
=p

=}

5.2 Equazioni alle diferenze

Con “equazione alle flierenze” intendiamo un’equazione che mette in relaziondorivdi una
funzioney(x) con una o pitl delle sue fiierenzeAy(x), A%y(X), ... per ognuno dei valori della
variabile indipendente& che si suppone prenda valori in un sottoinsiedne Z 0 S C N formato

da valori consecutivi. In altre parole, un’equazione alléedeze pud essere scritta nella forma
seguente:

F(k Yk AYk. . ... A") = 0, (5.6)

dove si é postax = k € S e scrittoyk in luogo diy(k), eF & una qualche funzione.
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Per esempio, sono equazioni all&elienze le seguenti:

Ayk + 2y = 0, (5.7)

APy + 2AYi + Vi = 1, (5.8)
A%y -y =0, (5.9)

VA2 — Ky = k + 3, (5.10)

V2 + (AV)? - 20Ayk + 1 =0, (5.11)
Yo + (AyK)? = 1, (5.12)

Saremmo tentati di definiredfdine di una equazione alle filerenze come il pit alto ordine
di differenziazione che compare nell’equazione stessa. Quegiopp&ebbe creare qualche
confusione. Per esempio I'equaziofe8), puo essere scritta esplicitamente come

yk+2 = la

che, postajy = Yk.2, diventa la banaley = 1 (che sarebbe, secondo una tale “definizione”,
di ordineQ). Un’osservazione simile si puo fare per I'equazidd®). Per questo motivo ci
limiteremo, pit avanti, a dare la definizione di ordine peleguazione lineare.

5.2.1 Soluzioni

Consideriamo la nozione d@bluzioneper un’equazione in forméb.6).

Definizione 5.2.1.Una successiongklkes € una soluzione db.6) se

F(k, k> ATk, - - Annk) =0,

per ognike S.

In altre parole una soluzione & una succession8 Yiche inserita nellg5.6) la rende un’identita
(sempre ir5).

Una cosa da osservare € che un’equazione diterdhze potrebbe non avere alcuna soluzione. Per
esempio, 1&5.11) potrebbe essere riscritta corfyg — Ayk)2 = —1 che non puod avere soluzioni
(qualunque si&).

Seng = minS chiamiamoproblema ai valori inizialil seguente

(5.13)

F(k, Yk AYk - -+ » A”yk) =0, keS
yno = %’ oo ’yl’lo+l’l—1 = %—1'

Chiaramente questa definizione ha sensgse ., n— 1 appartengono 8. Una soluzionény}kes
di (5.6) € una soluzione d{5.13) se soddisfa anche le condizioni iniziali, cigpé= y; perr =
no,...,Nn—1.
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Notiamo che, anche se una soluziondxl3) esiste non & per niente detto che sia unica anche a
partire da uniche condizioni. Se consideriamd34d2)conS = N, le succession0,1,1,...} e
{0,-1,-1,...} sono entrambe soluzioni che soddisfano la stessa condimdaialeyy = O.

Consideriamo una classe di equazioni che hanno la bellaiptaghe il problema ai valori iniziali
ammette unica soluzione. Diremo che un’equazione allerénze & in forma normale se puo
essere scritta nella forma

A"ic = (K Yio Ak - ., ATy, (5.14)

per un’opportuna funzioné: R™1 — R. Se teniamo conto dells.2) e definiamo la funzione
¢: R - R come segue

n
n _
00X, X1, Xn) = T X0, X2 = X1, Xa = 2% + xl,...,Z(k)(—l)” rxr]
r=0

troviamo che 145.14) puo essere riscritta come nella forma seguente:

Yk+n = QD(k, Yk Yk+1s - - -5 yk+n—1)~

Vale il seguente semplice fatto:

Teorema 5.2.1.Supponiamo chegh. .., n— 1 siano i primi elementi di S. Allora, il problema ai
valori iniziali

Ay = f(k, Yis AVks -« -« » A”‘lyk), keS

yﬂo = %a ey Yno+n—l = )Tn—l,

0, in modo equivalente,

Yien = so(k, Yio Y1 - - - ,yk+n—1), keS
Yno = 370, ceos Ynotn-1 = 37n—1,

ammette unica soluzione su S.

Dimostrazione.Basta osservare che

Yk+n = so(k, Yk Yk+15 - - - ,yk+n—1), keS
Yno = 370, ceos Ynotn-1 = 37n—1-

definisce per ricorrenza l'unica soluzione possibile. m|
5.2.2 Equazioni lineari
Diremo che un’equazione alleftérenze su un insient é linearesuS se puo essere scritta nella

forma:
ao(K)Yk+n + a1(K)yken-1 + - - . + an(K)yk = 9(K), (5.15)
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doveay, ..., a, sono tutte funzioni della sola variabikedefinite su tuttdS. Inoltre la (5.15) &
dettadi gradon suS se entrambeg(k) ean(k) sono non nulle s8.

Si vede subito che, se (8.15) & di ordinen, in conseguenza del teorema 5.2.1 che il problema ai
valori iniziali conn punti associato all§.15) ammette unica soluzione 81 Per vederlo, basta
porre

ol Y Yoot Y1) = 5 (00 — 83001 = .. = 309,

Studiamo ora la struttura dell’insien® delle soluzioni d{5.15) Iniziamo con il caso omogeneo,
cioé il caso in cug(k) = 0. In altre parole consideriamo I'equazione

ag(K)Yin + a1 (K)Yken-1 + . .. + an(K)yk = 0. (5.16)

Siano{y(kl)}keg e{yf(z)}kgs due soluzioni d(5.16). Siverificaimmediatamente, in modo diretto, che

ogni loro combinazione Iineaﬁe_Ly(kl) + agy(kz) € ancora una soluzione Su Quindi I'insieme delle
soluzioni di(5.16), <V, ha una struttura di spazio vettoriale. Facciamo vederathéd/ = n.
Procediamo in due passi: mostriamo dapprima diheV < n, mostreremo subito dopo che
dimYy >n.

Data una qualunque soluziof®}kes di (5.16) poniamoa; = Yn.+i perognii =0,...,n-1, e
denotiamo cor{ryg)}kes, I'unica soluzione del problema ai valori iniziali
{ ao(K)Ykin + a1 (K)Ykin-1 + ...+ an(K)yk =0, ke S
Yno = Oa ---,Yno+i = la ceey Yno+n—l = O
Allora,

n-1
I=

ve=y oy, kes.
i=0

Abbiamo dunque scritto il generico elemefy} € V come combinazione lineare dielementi
di V. Questo implica chdimV < n.

Osserviamo ora che le soluziqyg)}kgs, i =0,...,n=1, sono tra diloro linearmente indipendenti.
Per vederlo, supponiamo che esistano cosganti ., B, tali che

n-1
Mk = Zﬁi)'ﬂ), kes,
i=0

e la successione nulla pee S. Si ha allora, in particolare, che

S Bivke = 0. _ Bo=0,
: (per le condizioni iniziali) :
By 1 =0, P11 =0,

Questo dimostra che @S)}kes sonon soluzioni linearmente indipendenti. dungdienV > n.
Abbiamo dunque finalmente cldemV = n.
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L’argomentazione appena esposta ci permette di dire chieqyare tutte le soluzioni dellgb.16)
basta trovarna linearmente indipendenti.

Passiamo ora a studiare (fa.15) Osserviamo che S&}kes € {Uklkes SONO due soluzioni della
(5.15), allora{vx — W}kes € una soluzione df5.16) Per vederlo basta sostituire direttamente
Yk = Vk — Ux dentro la(5.15).

Sia oralyk}kes Una soluzione fissata (ad arbitrio) @.15) Comunque presa una qualunque so-
luzione{yilkes di (5.15), abbiamo chey := yx — Yk € una qualche soluzione (b.16) Dunque
possiamo scrivere una qualunque soluzifé5) come la somma di una qualunque soluzione di
(5.16) e di una particolare soluzione (5.15). In altre parole,

Yi = Mk + Yk

Questo da all'insiemé la struttura di varietaténe. In definitiva, se conosciamo una bg{é}kes
diV, ed una soluzione particolare de{fa15)allora possiamo scrivere qualunque soluzione della
(5.15) nella forma:

n-1 )
yk=)7k+2ai kl), kesS,
i=0
conay, .. .,an-1 Costanti. Risolvere un problema ai valori iniziali pe{fal5)significa, in questo
caso, determinare le costaanti

5.2.3 Untest per I'indipendenza lineare

SiaS C Z un insieme formato da valori consecutivi. Le successioniindice inS formano uno
spazio vettoriale.

Consideriamm successioﬂiys)}kes, i =0,...,n-1. Se queste sono linearmente dipendenti allora
ognuna di esse puod essere rappresentata come combinéiagare delle altre. In particolare,
comunque fissatktale cheék + n— 1 € S si ha che i vettori

0) n-1)
k
o) h-1)
yk+1 k+1
05 (n'—l)
k+n-1 yk+n—1

sono linearmente indipendenti. Se, viceversa, per kgiar cui questi vettori hanno senso essi
sono indipendenti, allora le successiwﬁ}keg sono linearmente indipendenti.

Possiamo esprimere questo concetto in forma piti comdati@iamo la matrice (dettdi Caso-

rati*)
0 1 -1
yJ(fJ)) ;/(é)) o yﬁ"n 1;
n_
yk+1 k+1 T yk+1
©) 1) (-1)
yk+n—1 k+tn-1 °°-° yk+n—1

“Felice Casorati, 1835-1890.
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Il suo determinante (dettdeterminante di Casoratiper ognik per cui questa matrice ha senso,
€ non zero se e soltanto se le success{iyfﬁ}kes sono linearmente indipendenti. Denotiamo il
determinante di Casorati c@{(K).

In particolare, seyﬂ)}kgs, i = 0,...,n— 1 sono soluzioni di un’equazione lineare omogenea
(5.16)di gradon, si ha che per controllare se queste successioni sono mBpé basta vedere se
C(k) # 0 per un qualche valore #j tipicamente pek = nop = minS. Viceversa, per la discussione
fatta nel precedente paragrafo,&@yp) # 0 allora Ie{yE)}kes sono linearmente indipendenti.

5.2.4 Equazioni lineari a cofficienti costanti

Per risolvere una equazione lineare dobbiamo trovare wsmadello spazio delle soluzioni dell’e-
quazione lineare omogenea associata. In questo paragrdfermo un metodo che funziona nel
caso di cofficienti costanti. Per semplicita ci limiteremo a equazidirordine al picR.

Primo ordine

Nel caso di una equazione del primo ordine #isiente determinare una soluzione.

Consideriamo l'equazione
QY1+ Yk =0, keS, (5.17)

conag, a costantiag # 0. Possiamo riscriverla come segue:

Vet = ==ty
k+1 a0 k-

k
K (—ﬁ)
o
e una soluzione. Quindi tutte le soluzione d€B4l7)si possono scrivere nella forma
k
ai
k=al|l——] .
weol-5)

Esempio 5.2.2.Consideriamo il seguente problema ai valori iniziali:

{YK+1+_ZYK:O
Ys =Y

Osserviamo che la successione

La soluzione generale dell’'equazionerg-2). Scegliendo la costanie afinché la condizione
iniziale sia soddisfatta otteniamo= (—2)~°y. Si ottiene che la soluzione del problema assegnato

5y — k-57
ey =(-2)y.
Consideriamo ora I'equazione non omogenea

aoYk+1 +aiyk = Ok, KeS, (5.18)
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Possiamo scriverne una soluzione con il metodo della “zamiee delle costanti”. La soluzione
generale dell'equazione omogenea associaté-&) (ai/ag)<. Cerchiamo una soluzione parti-
colare della formd, = ax(-1)(a1/a0)¥. Inserendo questa formula ne(fa.18) e semplificando
otteniamo

Aak = a1 — ax = (1)<

da cui segue

quindi una soluzione particolare é:

k
(-1 (ar/ac) A" ((—1)“12;—?2)

Lintegrale generale dell&5.18) si ottiene sommando l'integrale generale ddBal7) con la
soluzione particolare appena trovata:

k
A(-1)(as/a0)* + (—1)(as/ag)A~" [(—1)"”%] :
a

conA costante arbitraria.

In particolare, sgx = r eag = 1, usando I45.1.5) otteniamo

k+1
k+1 =1
o2 _ &)
a L4+1
1

La soluzione generale dell'equaziotie18), in questo caso, ¢ allora:

_\k+1
ot - 1B s A
A(-a)k - =21 (—ay)* = A(—ar)* +
1
a—1+1 ap+1

Come gia avevamo avuto modo di vedere.

Secondo ordine

Consideriamo l'equazione

aoYk+2 + a1Yie1 + @Yk =0, keSS,

conag, a1, ay costantiag eay divesi da zero. Per trovare la soluzione general® di9)dobbiamo
trovare due soluzioni linearmente indipendenti.

Senza perdere in generalita possiamo sup@greel, quindi ci riduciamo a

Yirz + QYke1 + ¥k =0, keS. (5.19)
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Se scegliamo i numeri, r, in modo tale che-(r1 + rp) = &y erirp = ap, cioér, ery sono le
radici del polinomia? + air + a, = 0, allora possiamo riscrivere I%.19)in una forma diversa:

(A =ral)(A -r2l)yk = 0.

Questa forma suggerisce la forma in cui cercare le soluzloirsono ovviamente tre possibilita:

af —4a, > 0. Ci sono due radici distinte, # ro. Pertanto Si trovano due soluziqfﬁj) = r'{ e

y(kz) = r'z‘. La loro indipendenza si pud dimostrare facilmente, pengso con il metodo
della matrice di Casorati.

a2 — 4ap = 0. Ci sono due radici coincidenti:= r1 = ry. Le soluzioniy® = r eyd = ki¥. Si
verifica subito che sono soluzioni linearmente indipeniddints.19)

af —4a, > 0. Cisono due radici coniugate complesse= pe?, r, = pe™?. L'espressione;rk +
cors, combinazione lineare di due soluzioni, puo essere aariinec,pe’ + cpe™ .
Siccomepd™i? = p(coskd + i sinkd), le sceltec; = ¢, = 1 ecy = ¢, = —i suggerisce che

soluzioni particolari sonpk coské e pX sinke.
Esempio 5.2.3.Consideriamo la successione di Fibonacci. Questa e dafi@t ricorrenza da
Fri2=Fni1+Fn, F1=1 Fo=0.

L’equazione f — r — 1 = 0 ha due soluzioni distinté*z—‘/‘;’. La soluzione generale dell'equazione
Frio=Fni1+Fpé

Cl(l +2\/§]k . 02(1 —2\/§)k‘

Le condizioni iniziali ci portano at = 1/V5 e ¢ = —1/V5, quindi abbiamo la seguente
espressione del termine generale della successione dedtessione di Fibonacci:

1 (1+ \/E)k_(l— «/E]k
Vi .

Fn = 2 2

Consideriamo infine il caso non omogeneo con termine castéaioe
Yit2 + 1Ykl + Yk =T,
r costante. Cerchiamo una soluzione particolare cosymntec. Sostituendo nell’equazione,
C+aqyC+apC=1,

da cui segue; = m

puo scrivere come

sea; + ap # —1. Altrimenti, sea; + a, = —1, I'equazione omogenea si

Yks2 + A1Yie1 —1—a1 =0,

quindiyx = 1 é una soluzione dell’equazione omogenea, quindi le cbstano soluzioni del-
I'equazione omogenea. Cerchiamo soluzioni della foyniak. Sostituendo e tenendo conto di
a = -1 — a4 troviamo

b(k+2)+ajb(k +1) - (1 + aj)bk=r
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da cuib = ﬁal sea; # —2. Sea; = -2, cerchiamo soluzioni della formg = pk®. Sostituendo,

e tenendo conto @, = -1 —a; e dia; = -2, troviamo
p(k + 2)? — 2p(k + 1)° - 3pk® =,
da cui segue =r/2.

In sostanza, abbiamo trovato le seguenti soluzioni paatico

r
m Seal + a2 * —1

rk
2+a;

Tk? | seay = -2ea; =1

sequ+ap=-1lea; # -2

5.2.5 Un modello di apprendimento

Consideriamo uno schema preyfionizione per I'appredimento. Si pensi agli esperimenti su
primati o sui topi, I'addestramento degli animali. In quwesthema, I'esercizio viene ripetuto e
il livello di prestazione viene misurato ogni volta con ummerop, che misura la probabilita di
successo. Copg indichiamo la probabilita iniziale di successo (o predispione del soggetto a
svolgere l'esercizio con successo).

Usiamo un semplice schema lineare

Apn = a(1l- pn) - bp,,

doveO < a< 1e0<b<1 Notiamo chel — p, é il massimo guadagno possibile in termini di
prestazioni, mentrp, € la massima perdita (per questo motivo si parla di foguadagno-perdita
del modello). In un certo senso, lafidirenza in prestazioni, ad ogni stadio & proporzionale al
massimo guadagno e alla massima perdita.

Si interpretan@ eb rispettivamente come quei fattori che rinforzano o inibisz I'apprendimen-
to.

Risolvendo I'equazione otteniamo

at+b atb

_f@-a-b"(po-5%)+ 5% sea+b=0,
Pn = Po altrimenti.

Se supponiamo di ripetere molte volte il ciclo di apprenditogvediamo che (f8<a+b < 2)

N a

Pn— P izm

perché, per l'ipotesi fattgl —a—b) € (-1,1). Nel casa = 1 = b, invece abbiamo chg, oscilla
tra i valori
. (p . a ) N a
“\M 7 b/ Tarp

5R. R. Bush, F. Mostelle’A mathematical model for simple learningsychological Review, 50 (1951), 313-323.
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quindi la successionig,} non ammette limite.
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Lezione 6

Modelli, equilibri e ottimizzazione

In questa lezione vedremo un certo numero di modelli e teatie il problema dell’'ottimizza-
zione in senso quantitativo e qualitativo. Per essere f@aigi diciamo che, dato un modello di
un qualche fenomeno, ci chiederemo che cosa si possa faraigkorare le conseguenze del
fenomeno stesso (per esempio per ridurre le spese ad essgate) e se le risorse che stiamo
impiegando siano adeguate, oppure quale sia il risultaggiaré (in termini di costi o guadagni)
che si possa ottenere in una certa situazione.

6.1 Un approccio grafico

In questa sezione descriviamo un approccio molto intuitita questione dell’ottimizzazione
basato su un’analisi grafica.

6.1.1 Un esempio qualitativo: corsa agli armamenti

Gli Stati Uniti e I'Unione Sovietica, durante la guerra fdeq erano profondamente sospettosi gli
uni dell’altra. Per sentirsi sicuri avevano costruito ghaarsenali nucleari. L'idea era quella del

“deterrente nucleare” cioé che ognuno di questi statif@ssnunque in grado di infliggere danni

inaccettabili all’altro come punizione nel caso di un attaa sorpresa.

Il problema che si pone é se sia possibile trovare un numegdldistacente di missili nucleari
per ognuna delle due superpotenze e, visti i costi di qupptmecchi (per non parlare dei rischi
connessi), se non sia possibile risparmiare sul numero @silimicorrendo ad altre misure.

Si noti che un missile lanciato da una delle due superpoteamto l'altra potrebbe venire in-
tercettato da qualche meccanismo difensivo e pertantoltammuna probabilita limitata di rag-
giungere il suo bersaglio. D’altra parte un missile per poénire lanciato per rappresaglia deve
essere sopravvissuto all’attacco a sorpresa lafioaeia dipendera da numero di missili lanciati.
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Questo rende non banale il problema di stabilire quantiifinégsvono ad ogni superpotenza visto
che non basta calcolare il numero di missili necessariogéistruzione totale dell’avversario.

Sianox ey, rispettivamente, il numero di missili statunitensi e stiei. Per semplicita li trattere-
mo come numeri reali e non interi (come sarebbe giusto) eistp trattandosi di numeri piuttosto
grandi, I'errore relativo che si commette & piccolo.

Supponiamo per il momento che i missili dei due schieramailiano simili caratteristiche e
siano egualmente protetti. Dalle osservazioni precedegtiue che esiste una funzione monotona
crescentef tale che gli Stati Uniti si sentono sicuri solo ge> f(y). Similmente esiste una
funzione monotona crescergdale che I'Unione Sovietica si sente al sicuro soly seg(X).

Cerchiamo, per prima cosa di capire che proprieta dovramece le funzioni eg. Limitiamoci

a studiaref; risultati analoghi per lay seguiranno per simmetria. Se gli Stati Uniti stimano
che siano necessafty > 0 missili per infliggere danni inaccettabili ai sovietici amo che, se
I'Unione Sovietica non avesse missili, il minimo numero degili necessari per gli statunitensi
sarebbeq. Cioé, abbiamd (0) = xg. Similmente, esistera un numeyfg> 0 tale cheg(0) = vyo.

Facciamo vedere che comunque fissato0, esiste urx(r) > O tale chex(r) = f(rx(r)); in altre
parole mostriamo che la curwya= rx interseca(x,y) € R2 :y = f(x)}, cioé il grafico dif.

In termini del modello, questo significa che qualara X(r) ey = rx, gli Stati uniti ritengono

di avere abbastanza missili in modo tale che quelli sopsawi ad un attacco a sorpresa siano
comunque in grado di infliggere danni inaccettabili al nenfieale a dire che stimano che ne
sopravvivano almengy). Facciamo dunque vedere che una tale funziorex(r) esiste.

Supponiamqg = rx. Per distruggere il massimo numero di missili statunitensovietici devo-
no dirigerer missili verso ciascuno dei siti di lancio statunitensi. Quar varie cause (guasti,
meccanismi difensivi) ogni missile sovietico ha una cernabpbilita di non riuscire a colpire il
bersaglio. Pertanto ogni missile statunitense ha una piibap(r) di sopravviveré. Dunque gli
Stati uniti possono aspettarsi di rimanere @)x missili dopo avere subito 'attacco a sorpresa.
Sex = x(r) é scelto stlicientemente grande, allopdir)x > xg. Questo prova l'esistenza glr).

Cosa ci dice tutto questo sulla forma della curva f(y)? Visto che questo deve passare per
(x0,0) e incontrare ogni retta della forma= rx, allora deve essere crescente con pendenza
crescente (quindf & concava. Similmente, la funziong gode delle stesse proprieta (quindi
ancheg é concava.

Possiamo rappresentaireeg su un grafico. La parte di piano al disotto del graficd dappresen-

ta le condizioni (cioé le coppiex, y): missili USA, URSS) che sono accettabili per gli Stati uniti
Invece la pare di piano al disopra della cuyva g(x) rappresenta le condizioni accettabili per
I'Unione Sovietica. L'intersezione di queste parti di mad accettabile per entrambe le superpo-
tenze. Il puntdx.,y.) diintersezione delle curve= f(y) ey = g(X) & particolarmente importante
corrisponde al numero minimo di missili che rende la sitoagiaccettabile per i due contendenti.
Chiamiamo questo punto urequilibrio” perché se USA e URSS si trovano rispettivamente con

1Siveda T. L. SaatyMathematical models of arms control and disarmamanitey, 1968.

2Questa probabilita potrebbe dipendere anche in modo éoabpldar, infatti la probabilita di successo di un
qualungue missile assalitore dipendera dal numero diiliMessciati verso lo stesso bersaglio. Questa osservazion
pero non cambia la nostra analisi.
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X« €Y. missili nucleari, allora la corsa agli armamenti si fermia¢da situazione &tabilg.

Osserviamo che tutto questo & basato sull’assuntceabrambi i contendenti abbiano cono-
scenza perfetta della consistenza e capagibellica dell’arsenale nemico

La situazione ¢ illustrata nella seguente figura:

regione accettabile
per TURSS

b
*
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

y=09(x)

# missili URSS

regione accettabile
per gli USA
Yo ¢ .

|
-— !
%o # missili USA} X, X
La regione ombreggiata rappresenta tutte quelle condiziaui le due superpotenze si sentono

al sicuro perché ognuna ha abbastanza missili nuclearistiaigigere I'altra anche in caso di
attacco a sorpresaggione di stabilith

Notiamo che abbiamo assunto condizioni di “simmetria”atid per comodita. Nel caso dit-
renza di prestazioni dei mezzi sif@nsivi che difensivi, semplicemente si modificano le funiio
f eg (e i numerixy eyp).

Questa argomentazione ¢€ di natura completamente givaitaton permette di calcolare vera-
mente(x.,Y.) @ meno che non si facciano ipotesi e g. Tuttavia ci ha permesso di stabili-
re l'esistenza (cosa per niente chiara priori) di una regidn“sicurezza”, nella quale ognuna
delle superpotenze ha abbastanza missili nucleari dagggiara un attacco a sorpresa da parte
dell’altra. Vlediamo inoltre che permette di ottenere ghalnteressante indicazione operativa.

Chiediamoci, se una delle due superpotenze riesce a repilerebusti i propri siti di lancio
(corazzamenti, difese antimissile), come cambiano leZ&sg avere una condizione di sicurezza,
ci vogliono piti o meno missili? Se invece rendiamo pitsesiti agli attacchi nucleari le citta e
le infrastrutture di una delle due potenze, che succede?oR&re a condizioni di sicurezza ci
vogliono piti 0 meno missili? La stessa tecnica applicapasspermette di fornire delle risposte
sorprendenti.

Consideriamo per primo il caso in cui una delle superpotepgefissare le idee supponiamo si
tratti degli USA, decida di rendere meno vulnerabili i priagiti di lancio. Questo ha I'etto

di aumentare la probabilita(r) che ogni singolo missile americano sopravviva ad un attacco
sorpresa. Allora, ripensando all'argomentazione esagtea, vediamo che otteniamo una nuova
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funzionef’ in modo tale che passando dalla curva f(y) allax = f’(X) ci “spostiamo” verso
l'alto, possibilmente deformando un po’ la curva, ma maefeto la concavita della funziorfe

Notiamo che il punto di “equilibrio” si sposta d&x.,y.) a(X,,Y.) e che sono necessari meno
missili per entrambe le superpotenze per avere stabilita.

Quello che succede é illustrato nella seguente figura:

y

# missili URSS

Yo ¢

X 7 missil USA]

X

La zona ombreggiata in modo pitl intenso é la parte aggaligaegione accettabile (stabile) in
conseguenza della protezione dei siti di lancio USA.

Studiamo ora la situazione in cui gli Stati Uniti decidonopdbteggere meglio le proprie citta
invece dei propri siti di lancio. L@etto immediato € che ora I'Unione Sovietica ha bisogno di
un numero maggiore di missili per infliggere un danno indebde. Si deve cioé passare yipa

Yo > Yo. Questo ci fa passare dalla funziogad una funziong' il cui grafico risulta “sollevato”
rispetto a quello dellg. Il punto di “equilibrio” si sposta d#x.,y.) a un nuovo(X,,y.) e che
stavolta sono necessari meno missili per entrambe le sofeege per avere stabilita.

Quello che succede é illustrato nella seguente figura:

y

# missili URSS

X0 # missili USA} X

La zona ombreggiata in rosso € la parte “perduta” dellaoregaccettabile in conseguenza della
protezione delle citta USA.

Md Il Merternatiiv

Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



80 Lezione 6. Equilibri e ottimizzazione

Le considerazioni fatte finora, per quanto siano su un piamopietamente qualitativo mostra-
no con una certa chiarezza quali possano essere le congegliestelte strategiche importanti.
Naturalmente, tutto cio vale nei limiti del modello stesdéer esempio, considerazioni di tipo
politico, o l'ingresso di altre potenze minori possono cliogre notevolmente lo studio.

6.1.2 Adattamento delle specie

Consideriamo una specie di animali che vive di preferennétipi di ambienti distintiE; e Eo.
Indichiamo per un generico individuo céq e A, il grado di adattamento (diciamo la capacita di
riprodursi) aE; e E, rispettivamente. Sp rappresenta la frazione di tempo spesa dall’individuo
nellambienteE,, 1 — p sara la frazione spesaliy. L'adattamento “complessivo” dell’individuo

& dato daAPA} ™.

Az Az

A]_ Al

Ay

AL

In grigio la regione in cui il grado di adattamer{ts,, A;) € biologicamente possibile. Le famiglie di
curve rappresentano i livelli di adattamento complessaoym dato parametro. | punti di tangenza
rappresentano il massimo adattamento ottenibile perdrpatro.

Non tutte le combinazior{A, Az) sono biologicamente possibili. Rappresentiamo le conzivra
ni possibili con una regione del piano. Se vogliamo deteangirda quale combinazioffy, Ay)
sono caratterizzati gli individui di maggiore successasfgI®o usare un metodo grafico: disegnia-
mo la famiglia di curveAf 1P = cost. (ricordiamo che si considera costante) e determiniamo la
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curva della famiglia che é tangente alla regione delle doa#ioni possibili. Il punto di tangenza
e il punto di massimo adattamento.

Se ora facciamo variare il paramegasserviamo che il punto di massimo adattamento si sposta
lungo la frontiera della regione ammissibile. Ovviamemedgione ammissibile pud cambiare
molto a seconda delle fiierenze degli ambientt,, E; e delle caratteristiche biologiche della
specie.

6.2 Approccio analitico

6.2.1 Incendi dei boschi

I modello che presentiamo qui € stato pensato per valgiaaée sia la consistenza ottimale di una
squadra di pompieri destinati a combattere gli incendi bivé L'idea & di assegnare un costo a
tutti gli aspetti dell’intervento anti-incendio (alcuni guesti costi sono per ogni pompiere) e alla
superficie di bosco bruciato e poi minimizzare il costo ttal

Usiamo le seguenti notazioni:

t : tempo dalla scoperta dell’incendio,
B(t) : area bruciata al tempo
b(t) : tasso di propagazione ‘“naturale” (in assenza di
intervento) dell’incendio,
Ti : istante dell’inizio dell’intervento,
Ts : primo istante in cui I'incendio & spento,
X : numero di pompieri impegnati
Ch : costo per ettaro incendiato (danni e costo di
ripristino),
Cx : costo per unita di tempo di ogni singolo pompiere
Cu : costo una tantum per pompiere (indennizzo fisso,

trasporto sul luogo dell'incendio),

Ci : costo per unita di tempo per il mantenimen-
to della struttura di coordinazione, costi legati
all'emergenza, etc.

Un incendio si ritiene spento ad un istabteseB’(t) = 0. QuindiT, = min{t > 0 : B'(t) = 0}.
La consistenza della squadra di pompieri sara assuntantedta gli istantir; e T.. Tultti i costi
sono assunti costanti nel tempo. Facciamo l'ipotesiBBé& due volte dterenziabile.

3G. M. Parks.Development and application of a model for soppressionresfdires Manage. Scil0, 760-766.

Med i Mesterriatics Copia e distribuzione vietate senza il consenso scritttadabre



82 Lezione 6. Equilibri e ottimizzazione

Il costo totaleC di un incendio (danni, ripristino, spegnimento) € allora:
C = CpB(Ts) + (XCx + C)(Ts — Tj) + xCy. (6.1)

Vorremmo minimizzaré&C come funzione dk, ma perché questo abbia senso dobbiamo rendere
pit esplicita la funzion®(t). Assumiamo che ogni pompiere riduca la propagazione dedfidio

B'(t) ad un tasso costanke cioé che ogni pompiere faccia decrescBtdt) di E (é chiaramen-

te una semplificazione: stiamo assumendo che i nostri peimme si stanchino mai!). Piu
precisamente:

(6.2)
bt) —-E(t-T))x perT; <t<T..

Per poter lavorare abbiamo bisogno di esprinter€acciamo un’ipotesi esemplificativa piuttosto

drastica: che l'incendio si tfbnda circolarmente a tasso costante, nel senso che il geviohd

fuoco (o, equivalentemente, il raggio) cresca a tasso mtastén questo cadu(t) = G + Ht conG

eH costanti non negative (dipenderanno dal tipo di bosco, ggmgpio).

B0 = {b(t) set < Ti,

Assumendo questa espressionetpeartteniamo

G+ Ht t<T,
B’(t):{ * set<ti 6.3)

G+Ht-E(t-Tj)x perTi<t<Ts
Osserviamo che 4&x < H alloraB’(t) > 0 per ognit > 0. Questo significa che ci sono troppo po-

chi pompieri perché l'incendio venga spento. Supponiamiodj di avere un numero di pompieri
adeguato alla velocita di propagazione del fuoco. CitmaheEx > H.

Per trovar€l ¢ risolviamo I'equaziond’ (t) = 0. Dalla (6.3), otteniamo

G+ HT;
Ex-H
Sostituiamo nell46.2) e integriamo per € [0, Ti], et € [T, T4]. Si ottiene:

) = 1 G +HT)?.
B(T;) = B(0) + GT; + EHTi , B(Ts) = B(T;) + ﬁ
da cui,
i 2(Ex— 2
B(TS) = B(0) + GT; + 5HT? + % _ B(0)+ GT, + (T (EX H>2+ G+ HT)?

Ricordiamo chd3(0) é la superficie boschiva gia bruciata al momento dellaadamlell’incendio.

Andando a sostituire nell®.1), otteniamo la seguente espressione per il costo totale:

HTiz(Ex— H) + (G + HT;)?
2

] (Gt CY a4 xC,,

C=0Cy B(0)+GTi +

Derivando quest’espressione rispett& a imponendo che questa sia uguale a zero troviamo il
punto di minimo (infatti il costo tende o con il numero di pompieri che vasax o aH/E*):

C, Ci+HCJE H
— (G+HT, -
G+ ')\/ZCUE TCEG+HT) E’
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che ci fornisce il numero ottimale di pompieri da usare pedato incendio.

Tutte le costanti presenti in questa formula possono es$ienate. | costi, in particolare, possono
essere calcolati con precisione in dipendenza dal luogaiiawiene l'incendio. Le costant,
edE possono essere stimate sulla base del tipo di bosco cairealelle condizioni del vento,
mentreG puod essere ottenuta dalla relazid@;) = G + HT;, infatti B(T;) puo essere misurato
sul luogo eH eT; sono noti.

Come abbiamo visto, questo modello contiene delle sengdificii un po’ drastiche. Notiamo,
in particolare, che il numero minimo di pompieri necesseri gpegnere (prima o poi) l'incendio
e H/E. La cosa un po’ sorprendente di questo numero é che nondépégila misura iniziale
dell'incendio come invece sembrerebbe suggerito dal beasas C’é anche, dal punto di vista
pratico anche il problema che alcune costanti possono wergein certo grado d’incertezza, per
esempioB(T;) tende a venire sottostimato dalle vedette antincendiondsi pone il problema
della sensibilita agli errori del modello.

E poco probabile che il servizio forestale decida di av&ldi questo modello piuttosto che
dell'esperienza. Tuttavia il valore del modello consistdlanpossibilita di valutare, anche a po-
steriori, la consistenza delle forze impegnate. Questaté fatto dall’autore del modello, G. M.

Parks, per stimare i costi legati alla scarsita di peremapiegato per combattere gli incendi in
California nel 1959.

C’é anche un altro aspetto qualitativo su cui il nostro nlodgetta luce. Per capirlo disegniamo il
grafico diC in funzione dix per qualche insieme di costanti fissate (non importa conigteressa
I'andamento qualitativo).

-—
-—
p—_—

Costo

|

|

|

4
H/E s X

Grafico diC rispetto adk (in blu). Le proporzioni tra gli assi sono stati alterate ptivi grafici

U e e e o e o e e e e = ———

Questo disegno mette in luce un fatto: sbagliare per difegtia stima del personale necessario di
un incendio é potenzialmente molto pit nocivo, in terndgincosti, dello sbagliare per eccesso.
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6.2.2 Posizionare una scuola tra due villaggi

Cominciamo con un problema molto semplice. Supponiamo tB&@wro due villaggh, e Vo
collegati da una strada. Si vuole costruire una sc&lehe li serva entrambi e se ne vuole
scegliere la posizione in modo tale che la distanza comjppéeske i bambini devono percorrere
per raggiungerla sia minima. La distanza complessiva éitieftome la somma delle distanze
percorse da ogni bambino. Sida distanza tra i due villaggi.

La situazione ¢ illustrata con un diagramma

o¢ <
Ve W

in cui abbiamo posto i due villaggi su una retta (non impotartge curve la strada faccia tra un
villaggio e l'altro), e abbiamo posto l'origine in uno di éss

SeN; eN, é il numero di scolari provenienti d& eV, rispettivamente. Per fissare le idee, senza
perdere in generalita, supponiafd > N,. Dobbiamo minimizzare la funzione

f(X) = Nix+ No(d — x), conxe€[0,d].
Chiaramentel e x devono essere misurate con la stessa unita di misura.
Siccomef’(x) = N1 — N2 > 0 ci sono solo due possibilita:
N1 > Np. In questo casd é strettamente crescente. Il punto di minimo si haxpelO. La scuola
dovra essere piazzata nel villagyie.
N1 = Ny. In questo casd & costanteE indifferente dove la scuola verra piazzata.
Si vede dunque che qui vale una sortaatjola della maggioranzael senso che il villaggio con
pit scolari si prende la scuola, indipendentemente d&tamka tra i due villaggi e dallafiiérenza

tra il numero di scolari forniti. La situazione non cambiabjiativamente se consideriamo pit di
due scuole sulla stessa strada (verificarlo!).

Questo modo di procedere puo non sembrare molto “giusta”’peBsi a un caso particolare:
N; = 101, N» = 100ed = 10km; ben100scolari sono costretti a percorrék®km mentre gli altri
101 hanno la scuola comodamente sotto casa e tutto per la miskmeedza diL alunno! Forse si
deve pensare ad un diverso parametro per valutare doveisgdfpiazzare la scuola che tenga
conto degli sforzi fatti da tutti gli alunni.

Un approccio abbastanza semplice é considerare che iea’fahe ogni scolaro fa per lo sposta-
mento non cresce proporzionalmente allo spostamento rpayazionalmente ad una sua qualche
potenzayx (con esponente > 1). In questo caso la funzione da minimizzare diventa:

g(X) = cN1x* + cNo(d — X)*, conx € [0, d],
dovec > 0 & una costante di proporzionalita. Troviamo che

g9 = c(aNpx™™ — aNa(d - )*1),
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che si annulla per

9N
=P
N; + N,
(chiaramentec non gioca alcun ruolo) dove abbiamo pogta= ﬁ Chiaramentep > 0.
Notiamo che
N
0< ﬁ <1,
Ny + N,

cosicch@ < x* < d. Sivede che* deve essere un punto di minimo pergf®) = —caN,d*! <
0, g'(d) = caN;1d*1 > 0 e non ci sono altri zeri di’ in [0, d].

Notiamo che petr = 2, B = 1 e X" risulta essere la media pesata (con pgsé N,) delle ascisse
dei villaggi.

Esercizio 6.2.1.Piu in generale potremmo considerare una funzione “fatica, che misura la
fatica di ogni scolaro per fare uno spostamento s. Per esepppissiamo prendegg(s) = s+0.1s?
(questo potrebbe essere lo sviluppo di McLaurin, troncdteegondo termine, di una funzione
“fatica” piu complicata). In questo modo la funzione da nmrizzare diventa

f(X) = N1 (X) + Nogp(d — ).

Calcolare X con la scelta fatta sopra @, se N = 101, N, = 100, d = 10.

; oy 995 _
[Risposta: x= 757 ~ 4.95]

Consideriamo ora un problema leggermente pit complicatwi la scuola deve necessariamente
essere costruita lungo una strada che passa tra i due v8iagza congiungerli (o, pit in generale,
che interseca la linea che li congiunge). Gli scolari la raggeranno attraversando i campi.
Per semplicita consideriamo la funzione “fatica” proponale allo spostamento. Sempre per
semplicita supponiamo che la strada sia una retta.

La situazione ¢ illustrata dal seguente diagramma:
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La funzione da minimizzare in questo caso é

F(Y) = Nyy@+y2 + Np (X - d)2 + 2,

ma si deve tenere conto del vincolo dovuto al fatto che lalaad@®ve venire costruita sulla strada.
Se la strada giace sulla retta di equazigne ax + b, possiamo semplificare la funzione da
minimizzare

g(x) = f(x, ax+b) = Ny VX2 + (ax+ b)2 + N2 v/(d - )2 + (ax + b)2.
Derivando otteniamo
(@ + L)x+ab Ny (@ + 1)x+ab-d '
VE+b+ay? (x—d?+(b+ax?
SeN; = N, allora I'unica soluzione di (X) = 0 puo essere calcolata esplicitamente:
ab+/(a2 + 1) X2 + (2ab— 2d) x + d2 + b2 + (ab - d) /(a2 + 1) X2 + 2abx+ b2
_(a2 +1) (@ + 1) x2 + (2ab— 2d) x + d? + b2 + (a2 + 1) /(a2 + 1) X2 + 2abx+ b2

g =N

*_

(questa soluzione & stata ottenuta mediante il programiratgebra simbolica Maxinfa Ov-
viamentex* & un punto di minimo. S¥&; > Ny, la soluzione & (ancora pit)ftitile da trovare
esplicitamente. Tuttavia, assegnando dei valdti AN, d, a eb. La soluzione puo essere deter-
minata numericamente. Per esempio, prendéide 101, N, = 100, d=10,a=1eb=-1si
trovax* ~ 4.97.

6.2.3 Almeno tre villaggi: il problema di Fermat-Weber

Torniamo al caso iniziale in cui la funzione da minimizzaréa “strada complessiva”. Conside-
riamo dapprima la situazione in cui ci sono solo tre villaggin allineati) con lo stesso numero
di bambini. Geometricamente, il nostro problema si ridycgadi tre punti non allineati, trovarne
un quarto tale che la somma delle distanze dagli altri trenigma. In questi termini il problema
fu posto da P. de Fermaall'inizio del XVII secolo e risolto per via geometrica da orricell®
nel modo seguente:

Dati tre puntiA, B e C si costruisce un triangolo equilatero su ognuno dei latitideghgoloABC

in modo tale da essere esternaiBIC, dopodiché si circoscrive ognuno di questi triangoli can u
cerchio. Si pud dimostrare che i tre cerchi cosi costsiithcontrano in un solo puntB, detto
punto di Torricelli e che questo ha la proprieta di rendere minjila P|| + ||B — P|| +||C — P||.

Non dimostreremo la validita della costruzione di Toficei limitiamo ad illustrarla con un
diagramma. Il nocciolo della dimostrazione consiste nigbfahe gli angoli formati dai segmenti
AP, BP eCP sono di 120 gradi.

4Vers. 5.32.1, una derivazione del sistema Macsyma svitopgdMIT dal 1968 fino al 1992 e gestita al Diparti-
mento dell’Energia degli Stati Uniti dal Prof. William F. Balter fino la 2001. Il progetto Maxima & attivo dal 2000, il
programma é distribuito con licenza GNU. Vi sono molte iifstece grafiche disponibili, quella usata qui € wxMaxima
vers. 13.04.02.

SPierre de Fermat, 1601-1665.

6Evangelista Torricelli, 1608—1647.
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In verde i triangoli equilateri e in rosso i cerchi circosiriLe circonferenze tratteggiate servono per
la costruzione dei triangoli equilateri. Il punto di Toelt & nell'intersezione delle circonferenze in
rosso. Questa costruzione funziona solo se tutti gli argbliriangoloABC sono minori di 120 gradi.

All'inizio del secolo XX, A. Webef incorporo la possibilita di attribuire dei pesi ai pursiérven-
dosene in problemi di localizzazione di impianE}'. per questo motivo che il problema va sotto
il nome di Fermat-Weber. Infketti, nella sua formulazione piti generale, il problemaiaiglan
punti non necessariamente complanari in uno spazio di difoee arbitraria. Pil precisamente,
datin puntiqy, . .., g, € RK e numeri positivi (pesijs, . . ., wn, Si vuole minimizzare la funzione
f: qeRX > R data da

n
f(@ = > willg- gl
i=1
dove la norma & quella @X. Nel caso di tre punti (villaggi) con diversi pesi (numerobdin-
bini), esiste una soluzione di tipo geometrico dovuta a MBS derivata dalla costruzione di
Torricelli.

E da notare, pero, che per il caso generale del problemardidféNVeber non si conosce una
formula risolutiva. Anzi, é stato dimostrato che non pwistere una formula o un algoritmo
(esatto) che usino soltanto operazioni aritmetiche o @stmadi radici. Esiste pero un algoritmo
approssimato introdotto da E. Weiszfeldll'eta di 16 anni! Lo studio di questo algoritmo ci
porterebbe troppo lontano.

“Alfred Weber, 1868—1958.
8Thomas Simpson, 1710-1761.
°Endre Weiszfeld, 1916-2003.
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Un calcolatore analogico

Possiamo pero descrivere un semplice “calcolatore aizafoger risolvere il problema di Fermat-
Weber (per punti complanari) iR3. Riportiamo su una superficie rigida i puogi, ...,gn e in
corrispondenza di ognuno di essi pratichiamo un foro atstv cui introdurremo una funicella.
Da un lato della nostra superficie annodiamo insieme le élleicmentre ai capi opposti (sull’al-
tro lato della superficie fisseremo dei pesi proporzionah a . ., wn. Mantenendo la superficie
orizzontale il nodo delle funicelle si posizionera nelldugione minimizzante.

Perché funziona? Il motivo é che il sistema formato dai gegesi alle funicelle si trova in equili-
brio quando il suo baricentro assume la posizione di minitezza. Spostando il nodo si provoca
un accorciamento o allungamento della parte delle furgadie si trovano sotto la superficie che a
sua volta provoca un innalzamento o un abbassamento deb cémhassa proporzionale al cam-
biamento di lunghezza moltiplicato per il peso corrisparide Quindi il centro di massa si trova
nella posizione pit bassa possibile quando la somma ddofiralelle lunghezze delle funicelle
sopra la superficie per i pesi ad esse attaccati € minimo.

6.2.4 Una questione di equé

Un altro tipo di problema potrebbe porsi chiedendo che lacgecomplessiva” dei bambini di due
(o, pit in generale, dh) villaggi sia la stessa. Se abbiamawillaggi V1, ...,V cOnNg,..., Ny
bambini e denotiamo caf, . .., {, le distanze dei villaggi dalla futura scuola, vogliamo che

{Nifi =Ni1liy, i=0,....,n—1

Se in un sistema di riferimento cartesiano ortogogalsyy) sono le coordinate df;,i =0,...,n,
e (x,y) sono quelle della futura scuola, abbiamo il seguente se&téim — 1 equazioni in2
incognite:

{Ni VX524 (= )2 = Nt (X X022+ (V- Yer)? i=0...n=1 (6.4)
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6.2. Approccio analitico 89

che, in generale, pud non avere soluzioni.nSe 3 ci aspettiamo che ci sia una soluzione. La
determinazione di questa perd non & semplicissima.

Consideriamo il seguente esempio:

Esempio 6.2.2.Consideriamo in un riferimento cartesiano ortogonale i pup = (—h,0), g =
(h,0)e gz = (0,d), con hd > 0. Prendiamaw; = w2 = N ews = M. Risolvendo il sistemgb.4),
otteniamo il punto di minimo di coordinate:

h22—dd2 se M= N,
X=0, Y=\ VRMNP MNP —R—d(M/N)?
VNI se M= N.

Osserviamo che il punto trovato e ben diverso dal centroaisa (nel senso della media pesata
delle coordinate).

Sen > 3 che facciamo? Un soluzione che pare ragionevole potretmreeguella deminimi
guadrati Cioé minimizzare la funzione

n

f(xy) = Z (Ni€?) = D7 (Nl o= )% + (y = y)?)).

i=1 i=1

Si puo dimostrare che il minimo esiste ed é dato dal puntmdidinate

L L
X==— ), Nix;, Y=o 2, Nivi
in:]_ Ni ; in=1 Ni ;

In effetti basta fare il gradiente della funziofe cercare I'unico punto critico.
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