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Esercizio 1. Sia {a, },en una successione di numeri complessi e sia
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la serie di potenze ad essa associata.

1. Sapendo che la serie (1) ha raggio di convergenza R € (0, +00), calcolare, al variare
di k£ in N, £ > 2, il raggio di convergenza R; della serie

+o0
> e (2)
n=0
Se R ¢ il raggio di convergenza della serie (1), poiché 2" = (2*)") ne segue che
affinché la serie (2) converga, deve essere
2 =" <R
mentre la serie non puo convergere se
2" =11" > R

quindi
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2. Nella serie (1) si ponga a,, = n(n + 2).

a) Determinare il raggio di convergenza della serie ottenuta.

—+00
La serie Z n(n + 2)z" ha raggio di convergenza
n=0
R=lim A% _ 22D

mi (n+1)(n+3)



b) Sia ora I l'intersezione dell’asse reale con I'insieme di convergenza. Usando
opportunamente il teorema di integrazione e derivazione per serie e le pro-
prieta algebriche delle serie di potenze, riconoscere la funzione somma della
serie.

Poiché n(n +2) = n(n+ 1) + n, si ha
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Esercizio 2. Disegnare il grafico della funzione definita sull'intervallo [—1, 3] da

x se xe€[-1,1)
(2 —2) se x€l,3)

ed estesa a tutto R per periodicita (con periodo T' = 4), indicare gli eventuali punti di
discontinuita, quelli in cui e derivabile e rispondere ai seguenti quesiti.

1. Determinare la pulsazione associata al periodo T' = 4.
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w = =7/2
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2. Determinare la componente continua, la componente fondamentale e la k-sima
armonica di f e le loro ampiezze e fasi.
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Componente continua: fo =< f,1 >= 1/ f(z)dx =0
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Componente principale: f_j e + f1 " = — sin(wz) = —; sin(rz/2)
w T
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ampiezza: A= — fase: p = —m/2
T
~ , ~ 8sin(k
k-sima armonica: f_j e " 4 f, ™" = ]1;7(;0) sin(knz/2) =
T
se k e pari
88;;;3:;’@ se k=4n+1
~Senlker) g k=4n+3
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ampiezza: A =

k272

¢ —m/2 se k=4dn+1
ase: ¢ =
4 /2 se k=4n+3

3. Scrivere la serie di Fourier di f.

% Z sin(/;;r/Q) sin(kma/2) = % Z sin((4n + Dmx/2) 8 Z sin((4n + 3)wz/2)

(4n +1)2 T e (4n + 3)?

k>1

4. Scrivere l'identita di Parseval (o uguaglianza dell’energia) per f.

1 36 1

E= Ly Yo = - =
—<f,f>—1/_1f($) $—§—ﬁn>om

5. Verificare direttamente che la serie del punto (3) converge uniformemente e quindi
puntualmente. Verificare che la funzione f soddisfa ad uno dei criteri di conver-
genza uniforme per le serie di Fourier.

Poiche’ la serie armonica generalizzata Z 1/k?* converge, allora la serie del punto
k>1
(8) converge totalmente e quindi uniformemente e quindi puntualmente.

La funzione f € continua, C* in R — {—1+2k : k € Z} e f' ha limite destro
uguale a £1 e limite sinistro uguale a + per v — —1 + 2k.

Esercizio 3. 1. Le curve caratteristiche per 'EDP
zug(x,y) + uy(z,y) =0, r>0,yeR (3)
sono le curve integrali dell’equazione (elementare)

Yy =—, x>0,

T



cioe i grafici delle funzioni y(z) = logz + C, con C' € R.
Poiché le soluzioni di (3) sono costanti lungo le caratteristiche, si ha che u(z, log x+
(') non dipende da x, e ad esempio

u(z,logz +C) =u(1,C), conC=y—logzx.
Pertanto u(z,y) = u(1,y —log x), e le soluzioni (classiche) di (3) sono della forma
u(z,y) = fly —logz), (4)
con f funzione arbitraria (di classe C'(R)).
. Imponendo la condizione ausiliaria u(z,0) = x?, si deduce da (4) che
f(=logz) =2, x>0,

e ponendo w = —logz (ciot z = e™¥), si vede che f(w) = e~**. Tornando alla (4)
si ottiene infine
u(z,y) = e 207182) — 520=2% (5)

(Verifica: La funzione u(z,y) = z?e~%* soddisfa u(z, 0) = 22, & di classe C'*((0, 00) X
R) (di fatto, su R?), con

ug(7,y) = 2ve™,  wy(z,y) = —22%"%.

Pertanto zu,(x,y) + u,(z,y) = 0 e u & la soluzione cercata).

Esercizio 4. 1. Sia u una soluzione classica di

U + 2duy — Uy + dPPu =0, xz,t€R, (6)

e sia v(x,t) := eu(x,t). Dunque v € C%(R?), e si ha

dt dt dt
Vp = €Uy, Vgp = €T Ugz; Uy = dU + €Ty

vy = dvy + de®uy + ePuy = d(dv + e¥uy) 4+ de®uy + e uy

= edt(d2u + 2du; + utt) .

Pertanto
Uy — Vpy = €™ (utt + 2du; + d*u — um) =et.0=0,

che e cio che si voleva verificare. Inoltre, dalle condizioni inziali
u(@,0) = f(z), u(2,0)=g(x), zER (7)

segue che
U(ZL‘,O) = U(ZL‘,O) = f(l’) )
vi(,0) = dv(z,0) + e®Ouy(x,0) = df (z) + g(z) .



2. Nel punto (a) abbiamo visto che v soddisfa vy — v,, = 0 in R?, e che inoltre
v(x,0) = f(x), vy(x,0) = df () +g(z) per ogni x € R. Dalla formula di d’Alembert
segue che

T+t

fa+ o)+ fa—t]+5 [ () + )] dy.

r—t

1
v(x,t) = 3

e pertanto la soluzione del problema ai valori iniziali (6)-(7) ¢ data da
—dt

wat) = G{ser+se-0+ [

T+t

[df (y) + 9(y)] dy} (8)
per ogni (z,t) € R

3. Dall’espressione di u(z,t) in (8) segue immediatamente la stima seguente:

e*dt

u(@, ) < {2 e + 1l + ol |
(Il + {1 oy + Vel f1z1ey + llgl lzacey e
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come richiesto.



