Misura e integrazione secondo Lebesgue

November 4, 2020

La trattazione segue le linee di [1].
La Sezione 4 non ¢ stata vista a lezione e pertanto non ¢ richiesta.
Legenda simboli utili per il superamento dell’esame:

v/ ¢ richiesta la dimostrazione
=+ ¢ richiesta una traccia della dimostrazione
¥ 10n ¢ richiesta la dimostrazione

1 Intervalli n-dimensionali e plurintervalli

Chiamo intervallo n-dimensionale o n-intervallo di estremi a = (al, as, ..., an),
b= (bl,bz, .. .,bn) € R", l'insieme

I::{xER”:ai<xi§bi, Vi=1,...,n}.

L’insieme degli intervalli n-dimensionali si indica Z. Se I € Z, chiamiamo
volume di I il numero

vol (I) := [ ] (b — ai).

=1

Osservazione 1.1. <=  Se Iy e I sono due intervalli n-dimensionali,
allora Iy N Iy & un intervallo n-dimensionale. Gli insiemi 11 \ Iy e I; U Iy
possono essere scritti come unione finita di intervalli n-dimensionali a due
a due disgiunti.

Proposizione 1.1. + Ogni aperto di R™ é unione numerabile di n-
intervalli a due a due disgiunti.

Proof. Sia A C R™ aperto non vuoto. Dimostriamo prima che A puo essere
scritto come unione numerabile di n-intervalli: considero la famiglia degli
n-intervalli contenuti in A e ad estremi razionali:

V= {I—H(ai,bi]:IQA, a;,b; € Q Vi—l,...,n}.

i=1



Figure 1: Unione, intersezione, differenza di n-intervalli

V e un insieme numerabile perche ogni suo elemento ¢ individuato dalla 2n-
upla (al, ao,...an,b1,bo,. .., bn) € Q2" che ¢ un insieme numerabile. Inoltre,

sicuramente, U I C A. Vogliamo dimostrare che vale anche l'inclusione

Iey
opposta: sia x € A. A & aperto, quindi esiste € > 0 tale che I'insieme

{y=(v1,v2,...9n) ER™: |yi— | <e Vi=1,....n}

¢ contenuto in A.
Poiché Q & denso in R, per ogni i = 1,...,n esistono «;, 5; € Q tali che

e <oy <xp < B <xpHte.
n
Dunque, I'n-intervallo I := H(ai, Bi] contiene il punto x e appartiene alla
i=1
famiglia V, quindi & € U 1. Per Darbitrarieta di & abbiamo A C U 1.

Iey Iey
Mostriamo ora che gli n-intervalli possono essere scelti a due a due

oo
disgiunti. Sia A = U I, con I n-intervallo, per ogni k& € N. Pongo

k=1
k-1
J = I\ U I;. Allora i Jj, sono disgiunti due a due, ciascun Jj ¢ unione
j=1
o o
finita di n-intervalli a due a due disgiunti e U Ji = U I, = A. O

k=1 k=1

2 Misura esterna

Indichiamo con P(R™) la famiglia di tutti i sottoinsiemi di R™. P(R") &
anche detto insieme delle parti di R™.



Dato E C R" (ovvero E € P(R"™)) definiamo misura esterna di E

(e} o
L™(F) := inf {Zvol (Iy): Iy €I, EC U Ik}
k=1

k=1
Teorema 2.1. ¥ Valgono le sequenti proprieta:

1. L™(E) € [0,400] é ben definita per ogni E C R™;
2. L™ P(R™) — [0,400] é una funzione d’insieme monotona cioé

ECF = L™(E) < L™(F);

3. L™: P(R™) — [0,4+00] € una funzione d’insieme o-subadditiva cioé
per ogni famiglia numerabile di sottoinsiemi di R"™, (Ej);‘)il st ha

UB | <> £7(E)
j=1 j=1

4. Se I €Z, allora L (I) =vol(I).

5. L(E) =inf {L™(A): A aperto di R", AD E}.
Proof. 1. e 2. sono ovvie.
3. Sia (Ej)]o}i1 la famiglia numerabile che consideriamo. Se esiste almeno un
j tale che L™ ( E2 7) = +oo, allora non c’e niente da dimostrare. Supponiamo
dunque che L£™"*(E};) sia finito per ogni j € N.

A\ 0O
Sia € > 0: per ogni j € N esiste una famiglia numerabile (I ,ij ))k . di

n-intervalli tale che

Ejgfjfg) Zvol( )<52 i 4L (E).
k=1

j=1 7=1k=1
L GE]- giiml(ﬂﬂ)gi 270 4 L"(E —E+Z£"* )
j=1 j=1k=1 j=1
e dunque
L DEJ Ss—l—iﬁn*(E]) Ve >0
j=1 j=1

Per ’arbitrarieta di € > 0 abbiamo la tesi.



4. Sia I € Z. Dalla definizione di misura esterna abbiamo L£™*(I) <
vol (I). Vogliamo ora dimostrare la disuguaglianza opposta. Sia € > 0 e sia
(Ix)pe; C T tale che

IC UL, ) vol(ly) <e+Lm(1).
= k=1

Per ogni k € N sia Ji € Z tale che

Iy cint (Jp),  vol (Ji) < €27 % + vol (I).

[ee] o0
Dunque T U U int (Jy), quindi dal ricoprimento aperto (int (Jj))pe

k=1 k=1
posso estrarre un ricoprimento finito:

K
JK eN: TC | Jint(J
k=1
Si ha
K K K
vol (1) < 3 vol () < 3 (ez—k +vol (Iy)) < =+ vol () < 2e+L™ ().

k=1 k=1 k=1

5. Per la monotonia della misura esterna (punto 2.) abbiamo che per ogni
A D Esiha L™(A) > L™(E) e dunque inf {£L"*(A): A aperto di R", AD E} >
L(E).

o0 [e.e]
Viceversa, sia ¢ > 0 e sia (Ij)po, tale che E C U I, Zvol (Ix) <

k=1 k=1
e+ L"(E). Per ogni k € N sia J; € T tale che int (J;) D Iy, vol (Ji) <

vol (I1,) +e27F. L’insieme A := U int (Ji) € aperto perché unione di aperti
k=1

oo
inoltre A D U I O FE. Si ha
k=1

LM (A) = L™ (U int (Jk)> < Z L (int (Jy))

k=1

o
Z (Jx) <€+Zvol I) <24+ L™(E).
k=1

Per ogni € > 0 si ha dunque
inf {L"(A): A aperto di R", AD FE} <2+ L™(E).

Dall’arbitrarieta di € > 0 otteniamo la tesi. O



Proposizione 2.2 (Test di Carathéodory). 8  Se E, F C R™ sono tali
che
dist (B, F) :=inf{[|lx —y[[:x € E, y € F} >0

allora
LEUF)=L"(E)+ L™(F).

Proof. Sicuramente L™ (E U F) < L™(E) + L™ (F'). Dobbiamo dimostrare
la disuguaglianza opposta. Sia d := dist(E, F'). E immediato vedere che

[e'e) oo d
"(E) = inf 1(I): Iy €L, EC I di I -
L"(E) = in {;Vo(k) k€T, _kL_Jl ks 1am(k)<4},

0o oo d
/;n*(F):inf{ZVOMIk)ZIkEL F C UIk, dlam(Ik) < 4}
k=1 k=1

Dunque EJ F pud essere ricoperto da n-intervalli ().~ dove ciascun n-
intervallo [ interseca solo E o solo F. Da qui la tesi. ]

Proposizione 2.3. Valgono le sequenti proprieta:

1. v En*(@) =0;
2. vV se E ¢ un insieme finito o numerabile, allora £L™*(E) = 0;
3. & se I ¢ un n-intervallo, allora £L™*(dI) = 0.

Figure 2: Ricoprimento di un singoletto nel piano

Proof. Sia E=0 0 E = {xg=(2),...2%)}. Pere > 0 e per k > 1, sia I;, =

I, (x? -4 6227’6,3:? 43 5227’6}. Abbiamo vol (I},) = [[lL, Ve2=F =e27% ¢

dunque Zvol (Iy) = Z:EQ*]g =c.

k>1 k>1




Dunque l'insieme vuoto e i singoletti hanno misura esterna nulla. Per il
Teorema 2.1 hanno misura esterna nulla anche gli insiemi discreti. O

Proposizione 2.4. &  Sia (Ik)szl una famiglia finita di n-intervalli a
K K

due a due disgiunti. Allora L™ (U Ik> = Zﬁ”*([k) .
k=1 k=1

Proof. Sia e > 0. Perogni k=1,..., K sia J; € 7 tale che
Je Cint (Ix),  L£™(I;) = vol (I)) < vol (Jy) + 27

Sicuramente la distanza tra Ji e Jg, dist (Jg, Js), k # s & positiva quindi

K

K K K K
Zﬁn*(fk) = ZVOI (Ix) < €+Z vol (J) = e+L™ (U Jk> < e+L™ <U Ik>.
k=1 k=1

k=1 k=1 = k=1

K K
Per larbitrarieta di € > 0 abbiamo dunque Z L (1) < L™ (U Ik>. La

k=1 k=1
disuguaglianza opposta € sempre vera e dunque vale I'uguaglianza.

3 Insiemi misurabili

Sia E C R™. Dico che FE & misurabile secondo Lebesque o L™-misurabile o,
semplicemente, misurabile se

o
Ve>0 IP=|J I, x €T taleche ECP e L™(P\E)<e.

k=1
La famiglia degli insiemi di R™ misurabili secondo Lebesgue si indica M"™ o

M.
Se E € M la misura esterna di E, L™ (FE), si chiama misura di E e si indica
col simbolo L"(E).

Osservazione 3.1. ¢/ Sia E C R". Se L"*(E) = 0, allora E ¢ misura-
bile. In particolare la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue M
contiene (), ogni insieme finito e ogni insieme numerabile.

Proposizione 3.1. vV Se ACR" ¢ aperto, allora A e misurabile.

Proof. Se A & aperto, per la Proposizione 1.1 A & unione numerabile di
o

n-intervalli: A = P := U Iy, I € T dunque L™ (P\ A) =L™(0)=0. O
k=1

Proposizione 3.2. X  Sia E CR". E ¢ misurabile se e solo se Ve > 0
esiste A aperto tale che AD E e L™(A\ E) < e.



Proof. Supponiamo esista A aperto tale che A D E'e L™ (A \ E) < . Poiché
A puo essere scritto come unione numerabile di n-intervalli, F & misurabile.

Viceversa: sia ¥ C R™ misurabile. Sia € > 0: sappiamo che 3P = U I,
k=1
It, € T tale che L™ (P \ E) < e. Per ogni k € Nsia Jj, € Z tale che int (J) D
o0

I}, e vol (Jy) < vol (I,) +¢27%. Pongo A := U int (Ji). A € unione di aperti,

quindi e aperto. Inoltre A D PD FE e =
A\E=(A\P)U(P\E)= G int (Ji) \ Ix) U(P\ E)
k=1
quindi
LA\ E) i ™ (int (Jg) \ Ix)+L" (P \ E) isQ‘M—/L”*(P \ E) < 2e.
k=1 k=1

O

Proposizione 3.3. X  Se FCR" ¢ chiuso e limitato, allora F' & mis-
urabile.

Proof. Sia € > 0. Per il Teorema 2.1 esiste A aperto tale che A D F e
L(A) < L™(F) + ¢e. L'insieme A \ F' & aperto, quindi esiste una famiglia
numerabile di n-intervalli (I)7-; a due a due disgiunti tale che A\ F' =

o o o
U Ij. Si ha dunque L™ (A\ F) = L™ U Ik> < Zvol (Ir). Basta percio
k=1 k=1 k=1

o
dimostrare che Zvol (Iy) < e

k=1
Per ogni k € N sia J; un n-intervallo tale che Jy, C Iy, e vol (Ji) > vol (I},) —
e27%. Sia N € N. Si ha

N N
A=rlJa\morJJL2FUYU %
k=1 k=1

N
F ¢ compatto, gli insiemi J; sono compatti, quindi U Ji; & compatto e

k=1
N

contenuto in A\ F. Di conseguenza dist (F, U Jk> & positiva e dunque per

k=1
il Test di Carathéodory, Proposizione 2.2,

7



Si ha quindi

N N N
L7(A) > L (F Ul Jk) > L™(F)+Y _vol (Jy) = L™ (F)+Y  vol (I)—e.
k=1 k=1 k=1

Otteniamo dunque

N
D vol (Iy) < L™(A) = L™(F) + & < 2.

k=1
[e.e]
Passando a limite per N — oo abbiamo Zvol (Ir) < 2e da cui la tesi. [
k=1

Lemma 3.4. v/ Se (Ek)pey € una famiglia numerabile di insiemi mis-

urabili: B, € M Vk € N, allora U E e M.
k=1

Proof. Sia e > 0 e sia (Ey)p; € M. Per ogni k € N esiste Ay, aperto di R”
o

tale che Ay D Ej, e L™ (A \ Ep) < e27F. L’insieme A := U Ay, & aperto e

k=1
AD U E}.
k=1
Inoltre A\ U E; C U (A \ Eg) e
k=1 k=1
£ <A\ U Ek) <Y LA\ Ep) <) e2F =
k=1 k=1 k=1

Corollario 3.5. v/ Ogni chiuso di R™ ¢ misurabile.

Proof. Sia F C R™ chiuso. Per k € N sia Fy, := Fn{x e R": |z| < k}.
Ciascun insieme F}, € compatto dunque, per la Proposizione 3.3 &€ misurabile.

(0.9]
Poiché F = U Fy, per il Lemma 3.4, anche F' & misurabile. O
k=1

Definizione 3.1. Sia 2 un insieme non vuoto e sia £ una famiglia di sot-
toinsiemi di ). Dico che € una o-algebra di Q se valgono le sequenti pro-
prieta:

1. 0,Qeé&



2. se (E;C)k21 e una famiglia numerabile di sottoinsiemi di Q tale che

Ey € € per ogni k € N, allora U Epeé&
k>1

3. se E€&, allora E€:=Q\E €&

Teorema 3.6. ¥\ La famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue
M ¢é una o-algebra di R™ cioe

1.0, R" € M;
2. se (Eg)rey € una famiglia numerabile di insiemi misurabili: Ey, €

M VEk €N, allora U B e M.
k=1
3. se E € M, allora E€:=R"\ E € R";

Proof. Abbiamo gia dimostrato i punti 1. e 2.. Proviamo il punto 3. Sia
E C R"™ insieme misurabile. Per k € N esiste A aperto tale che Ay O F e
LA\ E) <27%. Si ha

e () ().
k=1 k=1

o
Ogni insieme Aj ¢ chiuso e dunque misurabile, quindi anche U Aj, ¢ mis-
k=1

o0
urabile. Per ogni j € N si ha E¢\ U Al C E°\ A] = A; \ E dunque
k=
. 1
L (EC\ U A;) <27,
k=1

o.¢]
Per l'arbitrarieta di j € N si ha dunque £™* <EC\ U Ai) = 0 e quindi
k=1

o0
E°\ U Aj, ¢ misurabile. E¢ ¢ dunque misurabile prché unione di due in-
k=1
siemi misurabili. ]
Corollario 3.7. ¥  Se (Ex)pey € una famiglia numerabile di insiemi mis-

urabili: B, € M Vk € N, allora anche l’insieme ﬂ FE). ¢ misurabile.

k=1
Proof. Poiché R™ \ ﬂ E, = U (R™\ E}), per il Teorema 3.6 otteniamo la
k=1 k=1
tesi. O



Corollario 3.8. 8 E c R" ¢ misurabile se e solo se Ve > 0 esiste F
insieme chiuso tale che F C E e L™(E\ F) < e.

Proof. Supponiamo che E sia misurabile. Per il punto 3. del Teorema 3.6
anche l'insieme E°¢ & misurabile, quindi esiste A aperto tale che A O E¢ e
L™ (A\ E°) < e. Considero F := A°. F & chiuso e F = A° C (E°)° = E.
Inoltre E\ F = A\ E° quindi L™(E\ F) = L™(A\ E°) < e.

Viceversa, supponiamo che Ve > 0 esista F' insieme chiuso tale che ' C F
e L"(E\F)<e.Sia A:=F¢ Ac¢aperto, A=F°DFE‘e A\E°=F\F
quindi L™(A\ E¢) = L™(F \ F) < € dunque E° & misurabile. Per il punto
3. del Teorema 3.6 anche E € misurabile. O

Teorema 3.9 (c-additivitd della misura di Lebesgue). ¥ Sia (Ex) ey
una famiglia di insiemi misurabili disgiunti due a due: Ex(\E; =0 se j # k.

Allora L™ (U Ek> = L"(Ep).
k=1 k=1
Proof. Banalmente abbiamo
Ln (U Ek> =L (U Ek> <Y LBy =) L(E).
k=1 k=1 k=1 k=1

Dobbiamo dunque provare la disuguaglianza opposta. Supponiamo prelimi-
narmente che gli insiemi E}, siano limitati. Sia € > 0 e, per ogni k € N sia
F}, C E}, chiuso tale che £ (Ey \ Fi) < €27%. Di conseguenza

Inoltre gli insiemi Fj sono compatti e disgiunti due a due, quindi hanno
distanza positiva. Di conseguenza, per ogni N € N si ha

N N

k=1 k=1

Si ha dunque

(1) (0) (1)

k=1 k=1

Passando a limite per N — oo otteniamo dunque

k=1 k=1

10



Per larbitrarieta di € > 0 otteniamo la tesi.

Supponiamo ora che gli insiemi Ej non siano necessariamente limitati.
Per ogni j € N sia B; la palla centrata nell’origine e raggio j: B; :=
{x e R": ||z|| < j} esia Eyj := E, N (B;\ Bj_1). Allora gli insiemi E, ;

(0.9)

sono misurabili, disgiunti due a due e U Ey; = Ej, per ogni k € N. Di

j=1
conseguenza si ha

'Cn*<UE’“> e\ U B ) = 3 ey

k=1 JeN k,jEN
(o) o0 oo

=D [ DL (Ey) | =D L (B,
k=1 \j=1 k=1

Possiamo riassumere quanto fino ad ora detto nel seguente:
Teorema 3.10. ¥ Sia E C R". Le sequenti condizioni sono equivalenti

1. E é misurabile;

2. per ogni € > 0 esiste A aperto, A D F tale che L™ (A\ E) < ¢;

3. per ogni € > 0 esiste F' chiuso, F C E tale che L (E\ F) < ¢;

4. esistono una successione monotona decrescente di aperti (Ay)pe, con-

tenenti E ed un insieme N di misura nulla, L"(N) = 0, tali che
o0

E=()Ak\N;
k=1

5. esistono una successione monotona crescente di chiusi (Fy)pe, con-
tenuti in E ed un insieme N di misura nulla, L*(N) = 0, tali che

o
E = UFkUN.
k=1

Proof. Dimostriamo solo che 2. — 4.

Per ogni k > 1 A, C R" aperto tale che E C Ay, L™ (A \ E) < 27
Pongo By := Aj e, per ricorrenza, By := Ay N Bi_1 per k > 2. Gli

insiemi By, sono aperti e By, C By_1. Inoltre E C By, C Ap e L™(B \ F) <

L (Ag \ E) < 27%. Considero (NMg>1By) \ E: per ogni j > 1 abbiamo che

(ﬂk21 Bk:) \ E C B; \ E dunque
L™ ((Ng>1Br) \ E) < L™(Bj \ E) < 277. (1)

Quindi puo solo essere En*((ﬂkzl Bk> \E> = (. Basta prendere N :=
(mkzl Bk) \ E ed N, insieme alla famiglia (By);~, soddisfa la tesi. O

11



Teorema 3.11 (Continuita della misura). v Valgono le sequenti pro-
prieta:

1. Sia (Ek)pe, una successione monotona crescente di insiemi misurabili.

oo o0
Allora l'insieme E := U Ey é misurabile e E”(U Ek> = klim L"(Ey);
k=1 k=1 e
2. Sia (Eg)pe, una successione monotona decrescente di insiemi mis-

urabili e di misura finita. Allora insieme E := ﬂ FEi. e misurabile e

k=1

k=1

Proof. Dimostriamo la prima parte: definiamo F; := Fj e, per ogni k € N,
k> 2, Fy := Ei \ Ex_1. Allora

EkﬂE]’:@ k # 7, UFkZUEk
k= =1

Dunque
k=1 k=1 k=1
= L7(By) + Y (£7(By) — £ () = lim £7(Ey).
k=2

Dimostriamo ora la seconda parte. Per ogni k € N sia Fy, := E; \ Ej. Allora

ﬂ r=)(E\F)=E\ | F
k=1 k=1

= k=1

8

Inoltre gli F} sono una successione monotona crescente di insiemi misurabili
a cui posso applicare la proprieta precedente. Si ha dunque

ﬁ”(ﬂ Ek> = <E1\ U Fk> L"(Ep) — £”<U Fk> —
k=1 k=1
= L"(By)= lim L"(Fy) = £"(B)= lim (£"(Ey) = £"(By)) = lim L"(Ey).

O]

12



4 Alcuni insiemi interessanti

4.1 Insiemi di misura positiva che non contengono alcun in-
tervallo e I'insieme di Cantor

1
Sia a € (O, 3]. Considero Ky := [0,1]. Da Kj tolgo l'intervallo centrale

1 al «
2 22" 2
Ko\ Ag. K; & dato dall’unione di 2 intervalli compatti a due a due disgiunti.

Da ciascuno dei due intervalli che costituiscono K7 tolgo l'intervallo cen-

aperto di ampiezza a: Ay := >, L'(Ag) = a. Pongo K :=

trale aperto di ampiezza %. Dunque da K; tolgo un insieme aperto A; di
misura £L'(A1) = 2%. Pongo Ky := Kj \ Ax:

K, & costituito da 4 = 22 intervalli compatti a due a due disgiunti. Da

o
ciascuno di questi intervalli tolgo I'intervallo centrale aperto di lunghezza 32

2
2
dunque tolgo un aperto Ay di misura £!(A3) = « (3) . Proseguo in questo
modo: dal compatto K, tolgo 2" intervalli aperti ciascuno di lunghezza %,

2 n
dunque tolgo un aperto A,, con L(4,) = « (3> e pongo K11 := K\ Ay.

[e.e]
Considero A := U A,. A e aperto e

n=0
£HA) = gclmn) - ia <§>n ~ 3.

Sia K := () K, =[0,1]\ A. Si ha

n=1

1. K & compatto;
2. K non contiene nessun intervallo;

1
3. LY(K)=1-3a e dunque L}(K) >0se a € <0, 3).

4. se a = 3’ allora £L}(K) = 0 ma K (che in questo caso si dice insieme

di Cantor) ha comunque la potenza del continuo perché puo essere
messo in corrispondenza biunivoca con I'intervallo [0, 1].

4.2 Un insieme non misurabile

Introduciamo una relazione di equivalenza nell’intervallo [0, 1]. Due punti z,
y € [0,1] si dicono equivalenti se x — y € Q.
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Considero un insieme F in cui compare uno ed un solo rappresentante
di ciascuna classe di equivalenza:

ECo,1],
Z, yeEﬂCC?éy - x_yeR\Q7
Veel0,1]]3lye E:z—yeQ.

Vogliamo dimostrare che E non ¢ misurabile.
Per r € Q definisco il traslato di E

E':={z+r:zeE}.

Se E fosse misurabile, allora anche E" lo sarebbe e L1(E™) = L1(E) Vr € Q.
Osserviamo che i traslati E” sono a due a due disgiunti. Per assurdo:
slano r, s € Q, r # s esia y € E" N E°. Allora esistono x1, xo € E tali che
y=x1+r=x2+ 8 Dunque 1 — x5 = s—r € Q. Dunque z1 = 29 e r = s,
mentre avevamo supposto r # s.
Per costruzione sappiamo che per ogni y € [0, 1] esiste uno ed un solo
x € F tale che y —x € QN [—1, 1]. Dunque abbiamo

[07 1] - U E" - [_172]
reQn[—1,1]
Di conseguenza, se E fosse misurabile avrei

1=cY0,1]) < £t U e|= > c4E)

reQn[—1,1] reQn[—1,1]

_ ¥ cl(E):{O se LY(E) =0,

1
reQN[—1,1] +oo se LY(E) > 0.

Dunque dovra essere £L'(E) > 0. D’altra parte abbiamo anche

3=LY]-1,2]) > £* U )= > <ci&)

reQn[-1,1] reQn[-1,1]

B 1 _]o se LY(E) =0,
B Z LB = {+oo se L1(E) > 0.

reQn[—1,1]

Quindi deve essere £!(F) = 0, una contraddizione.
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5 Funzioni misurabili

Sia £ C R™ un insieme misurabile. Sia f: E — R. Dico che f & una funzione
misurabile secondo Lebesgue o che f € una funzione L™-misurabile se per
ogni ¢t € R 'insieme

Eip:={xcE: f(x) <t}
€ misurabile.

Proposizione 5.1. Sia E C R" un insieme misurabile e sia f: E — R. Le
sequenti proprieta sono equivalenti:
1. f ¢é una funzione L™-misurabile;
Uinsieme {x € E: f(x) >t} é misurabile per ogni t € R;
Uinsieme {x € E: f(x) >t} é misurabile per ognit € R;
Vinsieme {x € E: f(x) <t} é misurabile per ogni t € R;

Cuds Lo e

per ogni A C R aperto, la retroimmagine f~1(A) & misurabile;

6. per ogni F C R chiuso, la retroimmagine f~1(F) & misurabile.
Inoltre se una qualsiasi delle prime quattro proprieta vale per ogni t in un
sottoinsieme D denso in R, allora vale per ogni t € R.

Proof. 1. = 2. 4
Basta osservare che {x € E: f(x) >t} = E\ Eyy.

2. = 3.V .
Basta osservare che {x € E: f(x) >t} = ﬂ {m eEE: flx)>t— ]i}
k=1
3. = 4./

Basta osservare che {x € E: f(x) <t} = FE\{x € E: f(x) > t}.
j = 1.V

o)
1
Basta osservare che Ef; = ﬂ {m €E: flx)<t+ k‘}
k=1

Questo prova ’equivalenza delle prime quattro proprieta.
¥ Ovviamente 5. = 2. Per provare la 5. a partire dalle prime
quattro proprieta osserviamo che per ogni a, b € R, a < b emisurabile
anche l'insieme {x € E: a < f(x) < b}. Poiché ogni aperto A di R puo essere
oo oo

scritto nella forma A = U (a, by], abbiamo f~1(A) = U F1((ag, b)) che
k=1

k=1 =
dunque & misurabile perché unione numerabile di misurabili.

Ovviamente 6. = .. Per provare 6. dalle altre proprieta, osserviamo
che se F & chiuso, allora A := R\ F & aperto, dunque f~1(F) = E\ f~1(A)
€ misurabile perché differenza di due misurabili.

Infine, sia t € R\ D. Allora possiamo costruire una successione (tj)p
monotona decrescente, contenuta in D e convergente a t. Si avra dunque

o
By = ﬂ Ej4,, dunque E ;7 & misurabile. O
k=1
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Lemma 5.2. &  Sia E C R" un insieme misurabile e siano f,g: E—R
due funzioni misurabili. Allora l’insieme

{zeE: f(z) <g(z)}
e misurabile.

Proof. Per ogni q € ) considero gli insiemi

{x € E: f(x) <q}, {xeE:q<g(x)}.

Questi insiemi sono entrambi misurabili perché f e ¢g sono funzioni misura-
bili. Inoltre

{z € B: f(@) < g(@)} = | ({w € B: f(2) < g} ({m € B: g < g()})
qeQ
dunque ¢ misurabile. O
Proposizione 5.3. X Valgono le sequenti proprieta:

1. Le funzioni costanti sono misurabili,
2. Sia E CR"™. E ¢ misurabile se e solo se la sua funzione caratteristica

1 sex €L,

lg:z e R" —
K {0 sex € R"\ E.

é una funzione misurabile.
3. Se f e g sono misurabili in E, allora

(a) le funzioni max{f, g}, min{f, g} sono misurabili. In particolare
sono misurabili le funzioni

fTi=max{f,0}, f :=max{—f,0}, |f|:=max{f —f}.

(b) se a, B €R, allora le funzioni f + a e af + Bg sono misurabili,
(c) le funzioni %, f? e fg sono misurabili,

(d) se F C E é misurabile, allora f|p é misurabile,

(e) se p: R — R ¢ una funzione continua, allora la composizione

po f: E— R é misurabile,
4. Se (fx)pey € una successione di funzioni misurabili, allora le funzioni
M(z) :=sup fr(z),  m(z):= inf fi(z)
keN keN

sono misurabili,

5. Se (fu)pey € una successione di funzioni misurabili e se per ognix € E
esiste f(x) :=limg_yo0 fr(x), allora f é una funzione misurabile,
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Proof. 1 punti 1. e 2. sono banali.

3a) Sia h := max{f,g}. Per ogni ¢t € R abbiamo E,; = Ey; N Eg; e
dunque h ¢ misurabile. Analogamente, sia k := min{f, g}. Per ogni t € R
abbiamo Ej; = Ey; U Eg; e dunque k ¢ misurabile.

3b) Efyat = Efi—q e dunque ¢ misurabile.

Dimostriamo che a.f ¢ misurabile. Se & = 0, af € una funzione costante
e dunque e misurabile. Se o # 0, allora

{mEE:af(m)gt}:{weE:f(a:)g;} se a > 0,
{xGE:af(w)St}:{weE:f(x)Z2} se a <0,

dunque & misurabile.
Se f e g sono misurabili, allora Ef ., ={x € E: f(x) <t—g(x)}.
Ma la funzione & — t — g(x) & misurabile per quanto visto prima, quindi
per il Lemma 5.2 'insieme E;,; ¢ misurabile.

0 t <0,
3c) B2y =
) Erea {{wEE: — Vi< f(m) <t} t>0
urabile.
Le funzioni f e g sono misurabili, quindi sono misurabili le funzioni (f +

e dunque €& mis-

9)2, % e g>. Dunque la funzione fg & misurabile perché fg = % ((f +g)% - f? - 92).
8d) By + = F N Ey; dunque ¢ misurabile.
3e) Epors = {x € E: f(x) € ¢ '((—00,1]) } misurabile perché ¢! ((—o0, t])

e un chiuso di R.
4. Basta osservare che

{zeE: M@)>t}=|J{zecE: fulz)>1},
k=1
{zecE:m(x) <t} =|]{wecE: fulw) <t}
k=1

5. Anche in questo caso e sufficiente osservare che

[ ce OlNe o]

{mEE:f(m)>t}:UUﬂ{wEE:fk(:c)>t+:L},

n=1/(=1k=¢(

5.1 Approssimazione mediante funzioni semplici

Una funzione ¢: R™ — R si dice semplice se & misurabile e assume solo
un numero finito di valori. Ogni funzione semplice ammette una rappresen-
tazione canonica in termine dei suoi insiemi di livello: siano aq, as, ..., ay i
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valori assunti da ¢. Per ogni ¢ = 1,2,..., N sia F; il corrispondente insieme
di livello:

Ei:={x eR": p(x) =ai}, i=1,2,...,N.

Possiamo allora scrivere

N
p(x) = a;l,(x).
=1

N
Osserviamo che gli insiemi {El}fi | sono una partizione di R": U E; =R"

=1

e BE;NE; =0 peri#j.

Lemma 5.4 (Lemma di campionamento). +  Sia E C R" un insieme
misurabile e sia f: E — R una funzione nonnegativa. Allora f é misurabile
se e solo se esiste (¢g) ey Successione di funzioni semplici non negative tale
che

1. la successione ¢ monotona crescente:
0<opp(@) <pri1(®) VEEN, Vrek;
2. or(x) converge a f(x) per ogni x € E:

lim ¢i(x) = f(x) Ve € E.
k—o00
Proof. Se esiste la successione approssimante {y} allora f & misurabile per
la Proposizione 5.3.
Supponiamo che f sia misurabile. Estendendo f(x) =0 per & € R"\ E,
possiamo sempre supporre che f sia definita su tutto R™.
Per ogni k € Ne h =0,1,...,4% — 1 considero gli insiemi

Ey = {:c eR": f(x) > 2’“},

n b h+1
Ek,h;:{meR:%<f(m)§ o }

che sono misurabili perché f ¢ misurabile. Definisco

2k se x € Ey,

€T =
ou(@) ok sex € by,
cioe
4k—1 h
or() = Z ok Ig, , (%) + 2* g, ().
h=0
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Sicuramente ogni funzione ¢y € una funzione semplice nonnegativa.
Per ogni « € E la successione g (x) € monotona crescente:
se pp(x) = 2M1 allora f(x) > 281 > 2k dunque pp(x) = 2F < @p11(x);

h Looh h41 b
se prp+1(x) = SR allora 2% = Skl < f(x) < ST = 2%

h
Se h & pari, allora p(x) = 2% = @p+1(x);
h—1
se h ¢ dispari, allora pg(x) = 2% < Ppy1 ().
Proviamo che per ogni € R" la successione ¢ (x) converge a f(x):
se f(x) = 400, allora @i (x) = 2¥ per ogni k& € N e dunque klim or(x) =
—00

lim 2% = 400 = f(x).
k—o0

se f(x) < +oo, allora Jk tale che, Vk > k si ha f(z) < 2% < 2% Dunque,
per ogni k >k 3h € {0,1,...,4% — 1} tale che

h h+1
27<f(w)§ oF
h
Sﬁk(w):27

da cui ]
O<f(a:)—cpk(a:)§2—k—>0 per k — oc.

6 Integrale di Lebesgue
Sia ¢: R™ — R funzione semplice nonnegativa:

CLZ’ZO, ai;«éaj, Ei::{xER":tp(w):ai}eM", iZl,...,N.

N
(p(:l:) = Z a; g, (:B),
=1

Se esiste ¢ tale che a; = 0 pongo a; L"(E;) = 0. Con questa convenzione
definiamo integrale di ¢ la somma finita

N
I(p) =) _a,L"(E;).
=1

Proprieta 6.1. X s «, B sono numeri reali non negativi e ©, P sono
funzioni semplici nonnegative, allora

o + ) = ad(p) + BI().
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Proof.
N M
= Zai 1g, (), Y(z) = Z bj 1 ()
i=1 Jj=1

Pongo G := E; N Fj. Sono insiemi a due a due disgiunti. Inoltre

(ap + B ( Zzaaﬂrﬁb ey

=1 j=1

dunque

N M
IHap+ py) = ZZ aa; + Bbj)L"(Gyj)

=1 j=1
v
aZaZZ/J” ij) —i—ﬂZb ZE =
=1 ]:1 1=
—a Z a; L"(E;) + B Z b; L7 (F;) = ol (p) + BI(Y).
i=1 j=1

O]

Sia f: R™ — R una funzione misurabile nonnegativa. Definisco integrale
di f e indico col simbolo / f(x)dx la quantita
R

sup {I(¢): ¢ funzione semplice tale che 0 < p(x) < f(x) Ve € R"}.
(2)

Se f: R™ — R & una funzione misurabile considero

fT(x) = max{f(x),0}, f(x) = max{—f(x),0}.

Abbiamo gia dimostrato che f* e f~ sono funzioni misurabili (Proposizione
5.3). Inoltre & facile vedere che

f=r=f, =+

Se almeno uno degli integrali / fH(z)dz e f (z)dx & finito, dico che

la funzione f & integrabile secondo Lebesque e pongo
f(x)dx := fH(z)dx — [ (x)dx
R R R"
Se entrambi gli integrali sono finiti dico che f & sommabile secondo Lebesqgue.

Osservazione 6.1. f ¢ sommabile se e solo se / |f(x)|dx ¢ finito.

n
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Sia £ C R" insieme misurabile e sia f: E — R. Dico che f & inte-
f(x) x ek,

rabile (sommabile) in E se la funzione f(zx) := e
grabile ( ) done flw) =10 T s

integrabile (sommabile). In tal caso si pone

| ta@ya= | e

Proposizione 6.1. X Valgono le sequenti proprieta:

1. se ¢ ¢ una funzione semplice nonnegativa, allora / o(x)de = I(p);

n

2. se f ¢ integrabile su E sottoinsieme misurabile di R e FF C E ¢

misurabile, allora
/ f(@)de — / f(@) 1p(z)dz
F E

3. se L"(E) =0, allora ogni funzione f ¢ sommabile in E e / f(x)dx =
E
0;
4. la famiglia delle funzioni sommabili in un insieme misurabile E € uno
spazio vettoriale;
5. se f misurabile nonnegativa in E allora

/Eaf(:c)da: = oz/Ef(:z:)d:L' Vo € R.

6. se f e g sono funzioni misurabili nonnegative in E e f < g in E, allora

/Ef(m)de/Eg(w)dw;

/n o(x)de = sup {I(¥): ¢ semplice, 0 < ¢Y(x) < p(x) Ve eR"}. (3)

Proof. 1. Per definizione

Sicuramente ¢ < ¢ quindi [, ¢(z)dx > I(y).
Dimostriamo che vale anche la disuguaglianza opposta. Sia € > 0. Per
definizione di estremo superiore esiste ¥ funzione semplice tale che

0< <o, I<w>z/nso<x>dw—s.

Poiché ¢ & semplice, sicuramente I(p) > (1)) dunque
I(p) > / o(x)de — € Ve > 0.
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n

Per Darbitrarieta di e ottengo I(p) > / o(z)de.

2. Per definizione

B o Fl) e f(z) x e F,
[ taae = [ Fayda. fla) = {0 R
B - - f(z)1p(x) xe€F,
| @ tn@)e = [ Gz, ) - {0 en

Poiché §(z) = f(z) Ve € R™, i due integrali coincidono.
3. Supponiamo f: F — R misurabile nonnegativa e sia
ry f(x) T < Ev
fz) = -
0 =xeR'WE
Sia ¢ una funzione semplice tale che 0 < ¢(x) < f(z) Vo € R". Allora

k
o(z) = Z a; 1g,(x) dove a; =0 e E; O R™\ E. Si ha dunque
i=1

k k
I(p) = ail™E;) =Y a;,L"(E;).
i=1 i=2

Ma, per ogni i = 2,...,ksiha £; C E dunque L"(E;) = 0 e quindi I(p) = 0
per ogni funzione semplice nonnegativa tale che 0 < ¢ < f. Di conseguenza

[ s = [ e =o

Per f di segno variabile la tesi segue banalmente considerando f* e f~.

4. Abbiamo gia visto (Proposizione 5.3) che per ogni «, f € R e per
ogni coppia di funzioni misurabili in E, f e g, la funzione af + B¢ € ancora
misurabile in E. Inoltre

laf(®) + By(®)| <ol [f(2)| + (6] lg(®)]  Veec k.

Dunque se f e g sono sommabili in F, allora anche la funzione af 4+ Bg €
sommabile in F.

5. Senza perdere in generalita possiamo supporre che sia F = R™.
Se a = 0 non c’¢ niente da dimostrare.
Supponiamo a > 0. Sia ¢ funzione semplice, 0 < ¢(x) < f(x) V& € R™.
Allora la funzione ap ¢ ancora semplice e 0 < ap(x) < af(x) Ve € R
dunque

[ af(@de = Iag) = al(p).

Per Parbitrarieta di ¢ abbiamo
/ af(x)de > « f(x)dx.
n Rn
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Viceversa: sia ¢ funzione semplice, 0 < ¢(x) < af(x) Vo € R". Allora la
f(x) Yz € R™. Dunque

QImr

. I .
funzione — ¢ ancora semplice e 0 < —p(x) <
a «

o [ f@az>al (;zz)) = 1) = ().

R

Per larbitrarieta di ¢ abbiamo

a . f(x)dx > /R" af(x)de.

Per la doppia disuguaglianza otteniamo la tesi.
Se a < 0, allora (af)*(xz) =0, (af) (x) = (—a) f(x). Dunque

/n af(x)de = — /n(—a)f(a:)da: =—(—a) . f(x)de = « . f(x)de.

6. Senza perdere in generalita posso suppore che sia £ = R". Sia ¢
funzione semplice tale che 0 < p(x) < f(x) V& € R™. Allora abbiamo anche
0 < p(x) < g(x) Vo € R™. Dunque

10)< [ gle)de

Per l’arbitrarieta di ¢ otteniamo la tesi. O

Lemma 6.2 (Lemma di Beppo-Levi). v/ Sia E C R insieme misurabile

e sia (fi)pey una successione monotona crescente di funzioni misurabili non-

negative in E. Sia f(x) = lm fiy(x) = sup fi(x). Allora f é misurabile
k—o0 k—o0

mE e
/ f(x)de = lim [ fp(x)dx.
E k—o0 E
Proof. Abbiamo gia dimostrato che 1’estremo superiore di funzioni misura-

bili & una funzione misurabile.
Poiché fr(x) < f(x) per ogni « € E e ogni k € N, abbiamo

/Efk(af:)daz < /Ef(a:)daz vk e N

da cui, passando a limite,

k—o00

lim/fk(a:)d:cg/f(a:)dw Vk € N.
E E

Dobbiamo dimostrare la disuguaglianza opposta: se klim / fr(x)dx = +o0,
—0o0 J |

non c’e¢ niente da dimostrare. Supponiamo dunque che klim fr(x)dx sia
—0 JE
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finito e sia ¢ una funzione semplice nonnegativa tale che p < f e sia 8 €
(0,1). Per ogni k € N considero I'insieme

A :={z € E: fi(z) > Bp(x)} .
(Ag)p—, © una successione monotona crescente di insiemi misurabili. Inoltre
o0

U A = F, quindi abbiamo
k=1

B | elx)de < / o(x)dx < fr(z)de < / fr(z)de VEk e N.
Ag Ak E

Ay,

Sia p(x Z a; 1g, (x) la rappresentazione canonica di ¢. Si ha

/ x)dx = Z a; L™ (A N E;).
Dunque
N
ﬁE:MEWAHW&)g/i&@Mm Vk e N.
i=1 E

Poiché per ogni i = 1,2,..., N la successione (A; N E;),—; ¢ una successione
monotona crescente di insiemi misurabili la cui unione e F;, passando a limite
per k — oo otteniamo

5Z%m ) < lim hH
cioe
B/ x)dx < hm / fe(x)de VB e€(0,1).

Passando a limite per § — 1~ otteniamo

Aﬂﬂ@ﬁg;LM@w

Per Parbitrarieta della funzione semplice ¢ otteniamo la tesi. O
Proposizione 6.3. X Valgono le sequenti proprieta:

1. Se f e g sono sommabili in E sottoinsieme misurabile di R™ e a,
B € R, allora la funzione af + Bg € ancora sommabile in E e

/E (af (@) + () dz = o /E f(@)dz + 8 /E g(@de  (4)
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2. se f ¢ integrabile in E insieme misurabile di R™, allora

| rate| < [ 17(@)] o

3. se E ed F sono sottoinsiemi misurabili di R™ e f: EUF — R ¢ una
funzione integrabile, allora

[ t@nas [ j@ae= [ faazs [ fap.
E F FUF ENF

Proof. 1. Senza perdere in generalita possiamo ancora supporre che sia F =
R™.
Abbiamo gia dimostrato (Proposizione 6.1) che se f e g sono sommabili,
allora anche la funzione o f 4+ 8¢ € sommabile. Dobbiamo provare la formula
(4). La dimostrazione si svolge in piu passi.

a. Abbiamo gia dimostrato (Proposizione 6.1) che se f ¢ una funzione
misurabile nonnegativa, allora

/Eaf(a:)da: = a/Ef(a:)dzz: Va € R.

b. Dimostriamo ora che se f e g sono funzioni misurabili nonnegative in
E, allora

/ (f(2) + g(@)dz [ fla)de+ / o(x)da
n R?’L

n

Siano (¢r)pey € (¥x)pey le successioni di funzioni semplici approssimanti f
e g rispettivamente, come dal Lemma 5.4. Allora (), + ¥5)pe; € una succes-
sione monotona crescente di funzioni semplici che approssima puntualmente
la funzione f 4+ g. Dunque, applicando il Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2,
abbiamo

| @)+ gl@)dz = lim To+ ) =

= Jim (1) + 160) = | fladdz+ [ glayia

n

¢. Supponiamo che f sia nonnegativa e che g sia nonpositiva. Dimostro
che

/ (f +9g)(z)dz = f(a:)da:+/ g(x)de.
n g

n

Sia h:= f +g. Allora h™ = f, h~ = —g, quindi

[+ o@inc= [ naiw= [ w@ao- [ i (@i
= Jan f(z)dx — /n —g(x)dx = . f(z)dx + /R" g(x)dx
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d. B sufficiente osservare che (f g +f 1p) () = f(x) Ipup(x) V& € EUF.
e. Siano ora f e g sommabili in R™ di segno variabile. Scompongo E nei
seguenti quattro insiemi, che risultano disgiunti due a due:

B = {z € R": f(z) >0, g(z) >0}
By :={z eR": —g(zx) < f(z) <0

<g(x)}
By = {w € R": f(z) < —g(x) <0 < g(x)}
E,:={x eR": f(x) <0, g(x) <0}

Applicando i passi c. ed a. in ciascuno dei quattro insiemi ed il punto e. per
4

la partizione E = U F;, si ottiene la tesi.
i=1
2. Si ha

fayz= [ fraye— [ f(2)de
R" Rn

Rn

+ I )ax )ax
[ e [ 171
f(x)dx = fH(z)dx — f(x)dx
R R R™
- [ @z [ fl@ya

3. E sufficiente osservare che per ogni * € FU F' si ha

(f1g+[ 1) (z) = f(z) Lpur(x) + f(2) Lenr(z).
O
Lemma 6.4. 8 Sia E C R™ un insieme L™-misurabile e sia L > 0. Allora

gli insiemi E x (0,L), Ex(0,L], Ex[0,L) e Ex[0, L] sono L' -misurabili
e la loro misura di Lebesgue in R"*L vale L - L(E).

Proof. La dimostrazione si svolge in piu passi: 1) Osserviamo che se la tesi
¢ vera per uno dei quattro insiemi in esame, allora ¢ vera anche per gli altri
tre infatti

Ex[0,L]\Ex (0,L) C{x e R": 2oy =0} U{z e R"": 3,y = L}

cioe e contenuta nell’unione di due iperpiani e abbiamo gia dimostrato che
gli iperpiani hanno misura nulla. Dimostriamo dunque la tesi per 'insieme
x (0, L].
2) Se E ¢ un n-intervallo I la tesi ¢ vera perché I x (0,L] ¢ un n + 1-
intervallo, quindi

LI % (0, L]) = vol,4q (I x (0, L]) = Lvol, (I) = LLY(I).
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3) Se E, F C R™ sono insiemi disgiunti, £"-misurabili per cui vale la
tesi, allora la tesi vale anche per U F":
Infatti, per E ed F' abbiamo
Ln—i—l ( E x
LY x

, L)) = LL™(E),

0,L
0,L]) = LL" (5)
, L)) = LL™(F).

(

(
Sommando membro a membro in (5) otteniamo
LYE x (0,L]) + L"TYF x (0,L]) = L(LY(E) 4+ L™(F)) = LL"(EU F).
Poiché

(Ex (0,L])N(F x (0,L]) = (ENF) x (0,L] =0,
(Ex (0, L)) U(F x (0,L]) = (EU F) x (0, L]

otteniamo che la tesi & vera per E U F.

4) Se E, F C R"™ sono sue insiemi £™-misurabili per cui vale la tesi e
F C E, allora la tesi vale anche per E \ F:

Infatti, se la tesi € vera per E ed F, allora valgono le uguaglianze (5).
Sottraendo membro a membro otteniamo

L'YE x (0,L]) — L"TYF x (0,L]) = L(L"™(E) — L"(F)) = LL"(E \ F).
Poiché
(E > (0, L)) \ (F x (0,L]) = (E\ F) x (0, L]

otteniamo che la tesi ¢ vera per E \ F.
5) Se (Ek)p., ¢ una famiglia numerabile monotona crescente di insiemi
misurabili per i quali la tesi & vera, allora & vera anche per |’ insieme E :=

U Ey:
k=1
Infatti B, C Ep11 = Epx(0,L] C Eky1x(0, L] dunque (Ej x (0, L])p2,

¢ una successione monotona crescente di insiemi e U (B x (0,L]) = E x
k=1
(0, L]. Per la continuita della misura, Teorema 3.11 abbiamo

LYE % (0,L]) = lim £""Y(E), x (0,L]) = lim LL™(Ey) = LL™(E).
k—o0 k—o0

6) Per i punti 1) e 5) la tesi e vera per ogni A C R" insieme aperto. Per
il punto /) & quindi vera per ogni F' C R" insieme chiuso. Di nuovo per 5)
la tesi per ogni unione numerabile di insiemi chiusi Fy, Fj, C Fy1.

Per il Teorema 3.10 ogni insieme misurabile E puo essere scritto come
unione di un insieme di misura nulla N e di una unione di una famiglia

o0
numerabile crescente di chiusi: £ = N U U Fy, Fy, C Fiy1.
k=1
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Per il punto 3) basta allora dimostrare che la tesi & vera per gli insiemi
N C R™ di misura £" nulla.

Sia dunque N C R” tale che £L"(N) = 0. Sia € > 0. Sappiamo che esiste
A C R™ aperto tale che A D N, L"(A) < e.

Allora N x (0,L] C A x (0, L] per cui

LN % (0,L)) < LA x (0,L)) = LLY(A) < Le.

Per Parbitrarietd di ¢ > 0 abbiamo £*"*(N x (0,L]) = 0 quindi, per
1'Osservazione 3.1 I'insieme N x (0, L] & misurabile e ha misura £+ nulla.
O

Teorema 6.5. ¥ Sia E C R" un insieme misurabile e sia f:E - R
una funzione misurabile nonnegativa. Allora il sottografico di f,

SGp = {(z,t) eR" zecE, 0<t< f(z)}
¢ un insieme L™ -misurabile e L (SGy ) = / f(z)dx
E

Proof. 1) Dimostriamo innanzitutto Che la tesi € vera se f ¢ una funzione

semplice nonnegativa ¢: sia p(x E a; 1, (x) la rappresentazione canon-

N
ica di ¢: E;NE; =0, | E; =R". Allora
=1

N
SG%Rn = U {(:E,t) rx el 0<t< ai}
=1

quindi, per il Lemma 6.4

L (SG,gn) Zazﬁn —/ o(x)dx.

La tesi € dunque vera per le funzioni semplici misurabili nonnegative.

2) Sia f: E — R una funzione misurabile nonnegativa. La estendo a
tutto R™ ponendo f(x) = 0 per ogni € R" \ E.

Sappiamo (Lemma 5.4) che esiste una successione monotona crescente di
funzioni semplici misurabili non negative ()5, tale che klingo vr(x) = f(x)

per ogni x € R™.

Abbiamo allora SGy, g C SGy,,, rr € | SGy pn = SGf,E
k=1
Per il passo 1) abbiamo

L(SG, ) = / on(@)dz Wk e N.

n
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Per la continuita della misura (Teorema 3.11)

lim L"(SGy, mn) = L™ (U SG%Rn> = L"Y(SG ).

k—o0
k=1

D’altra parte, per il Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2, abbiamo

k—o00

lim gok(:c)dm:/f(w)dm
R7 E

da cui la tesi. I

Definizione 6.1. Sia E C R"™ wun insieme misurabile. St dice che una
proprieta vale quasi ovunque in E (e si scrive che la proprieta vale per
q.o. x € E) se esiste N C E, L"(N) = 0 tale che la proprieta vale per ogni
re E\N.

Proposizione 6.6. X Sia E C R" un insieme misurabile e sia f:E—=R

misurabile e nonnegativa. Se / f(x)dx =0, allora f € nulla q.0. in E.
E
. 1
Proof. Per k € N sia Ej, := {:L' €E: f(x) > k}

Poiché f e nonnegativa abbiamo

R IR
0= /Ef(w)dw > [ faan /Ek L = £ (B =0.

Dunque £"(Ey) = 0 per ogni k € N. Poiché {z € E: f(z) >0} = | ] Ej,
k=1

per la continuita della misura, Teorema 3.11, abbiamo L™ ({x € E: f(x) > 0}) =
0 e dunque f(x) =0 per q.o0.x € E. O

Sia F C R""* e sia & € R™. Chiamo fetta di E sopra x I'insieme
E, = {y e RF: (:B,y) € E}

Teorema 6.7 (Teorema di Fubini). X Siu E C R un insieme £7E-
masurabile. Allora

1. per q.o. x € R™ linsieme Ey ¢ LF-misurabile,
2. la funzione x — LF(Ey) definita quasi ovunque in R™ ¢ L¥-misurabile,

3. LR(E) = [ LF(Eg)de.
Rn
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Proof. La dimostrazione si svolge in pilu passi:
1) proviamo che la tesi & vera se E & un (n + k)-intervallo.

Infatti, in questyo caso, £ = G x H con GG n.intervallo e H k-intervallo.
Dunque

LF(E) = volyyp (E) = vol, (G)voly, (H) = L™(G)LF(H).

H € G,
D’altra parte Ey = v dunque
0 xeR"\G,

/ LH(Ep)dm = LEH)LM(G) = LM (E),

2) Proviamo che se la tesi ¢ vera per E, F' sottoinsiemi disgiunti e Lrrke
misurabili di R"*, allora & vera per E U F.
Poiché la tesi e vera per E ed F sappiamo che

LREY= | LM(Eg)de
= 0
LEEF) = | LNFy)de
R™
Infatti, in questo caso (E U F), = EzUF,. Dunque (E U F)_ & Lf-misurabile
perché unione di £¥-misurabili. Inoltre E,N Fy = () dunque LX(EU F),) =
LF(Ey) + £F(Fy). Sommando membro a membro in (6) e per la linearita
dell’ integrale otteniamo

LHE(EUF) = / (£4E) + £4(F)) dz = | LX(BUP),)de.

R”

n

3) Proviamo che se la tesi ¢ vera per E, F sottoinsiemi £"*-misurabili di
R™** tali che F C E, allora & vera per E\ F.

Infatti, in questo caso (E\ F), = Eg \ Fy. Dunque (E\ F), ¢ £k-
misurabile perché differenza di £L¥-misurabili. Inoltre L¥((E \ F),) = LF(E)—
L*(F,). Sottraendo membro a membro in (6) e per la linearita dell’ integrale
otteniamo

cn+'f(E\F):/ (£5(En) — L (Fn) ) e = [ (2 P),)da.

n R’!’L
4) Proviamo che se (Ej)]il ¢ una famiglia numerabile monotona crescente
di insiemi £"*-misurabili per i quali la tesi & vera, allora ¢ vera anche per
o0
I'insieme F := U E;.
=1
Tutti gli insiemi F; soddisfano la tesi cioe per q.o. z € R" E;, ¢ mis-
urabile e
k k
LM (Ey) = L (Be)da. (7)

30



o0
Poiché U E; » = Eg, abbiamo che anche E, ¢ Lk-misurabile. Inoltre Ej. C
j=1
Eg j+1 dunque Ek(Ej@) < £k(Em7j+1) e, per la continuitd della misura,
Teorema 3.11, L*(Fy) = lim £LF(E; z).
Jj—oo

Passando a limite in (7), grazie al Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2,
otteniamo:

LYRE) = lim £"F(E)) = lim [ LF(Ejz)dx =

j—o0 J—=0 JRrn

= / lim L¥(Ejz)dx = [ LF(Bg)de.
Rn J—00 Rn
5) Proviamo che la tesi & vera se L T*(E) = 0.
Se Lk (E) = 0 esiste una successione (4;)52, di aperti di R"** (Teo-
rema 3.10, punto 4.) tale che

1
LA \E)<~, ECA;1CA; VYjeN
J
Poiché gli insiemi A; sono aperti, per i punti 1) e 4) , la tesi ¢ vera per

ciascun A;:
1

s> LR A = LF(A; z)de. (8)
J R™
~ 1
Sia A := ﬂ Aj. Poiché L"E(A;) < = per la continuita della misura, Teo-
j=1 J
oo
rema 3.11, L"*(A) = 0. Inoltre A, = ﬂ Az quindi A & £F-misurabile per
j=1
q.o0. x € R™.

Applicando il lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2, alla successione mono-
tona crescente L£F(Aj z) — L¥(A; ) abbiamo dunque

£n+k(A1) _ En+k(A) — hm <£n+k(A1) _ £n+k(Aj)) —

Jj—o0
= lim (ﬁ’f(Al,w) - c’“(Aj,w)) de = / lim (ﬁ’f(Al,w) - c’“(Aj,w)) de =
j—oo Jrn Rn J—00
- / (E’“(Alvm) - E’“(Am)> de = L7 (A4y) — [ £F(Ay)de.
n Rn
Dunque 0 = L (A) = [, LF(Az)da. O

Per la Proposizione 6 abbiamo £F(A;) = 0 per q.0. z € R™. Poiché
E, C Ag abbiamo anche £F(E,) = Oper q.0. z € R"e dunque/ LF(Ey)dx =
R

/ 0dx =0 = L"F(E).
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Teorema 6.8 (Teorema di Fubini). &  Sia E C R™ un insieme L"-
misurabile e sia f: E — R una funzione nonnegativa. Allora f & misurabile
in E se e solo se il suo sottografico SGr g € un insieme L misurabile.

Proof. Abbiamo gia dimostrato, Teorema 6.5, che se f € misurabile nonnega-
tiva, allora SG ¢ g & un insieme £"*-misurabile e che in tal caso L*T(SGy g) =

/E f(x)dex.

Supponiamo dunque che SG ¢ g sia un insieme L -misurabile e dimos-
triamo che f & una funzione misurabile.

Set<0{xeE: f(x) >t} = FE che ¢ misurabile.

Set>0{xekE: flx) >t} = {z€E: (xt) € SGrp} = (SGyp),
Poiché SGy g ¢ L™ !-misurabile, per il Teorema 6.7 I'insieme (SGyp), ¢
L"-misurabile per q.o.t € R.

Dunque esiste N C R, £}(N) = 0 tale che {x € E: f(z) >t} & L"-
misurabile per ogni ¢t € R\ N.

Poiché £1(N) = 0, Iinsieme R \ N & denso in R dunque, per la Propo-
sizione 5.1 {x € E: f(x) >t} ¢ misurabile per ogni ¢ € R cio¢ f & una
funzione misurabile. O

Teorema 6.9. ¥  Sia E C R™™ insieme misurabile e sia f:R =R
funzione integrabile in E. Allora

1. per q.o.x € R" la fetta Ey & LF-misurabile e la funzione ¢z:y €
By — f(x,y) ¢ LF-misurabile;

2. la funzione x € R" — / f(x,y)dy & L™-misurabile;
Ex

3. /Ef(ac,y)dazdy = /n ( . f(ac,y)dy> dx.

Proof. Abbiamo gia dimostrato che la fetta Ej & £LF-misurabile q.0. & € R™.
Supponiamo preliminarmente che f sia nonnegativa. Considero gli in-
siemi

SGip = {(m,y,t) eR" xRF xR: (z,y) € E, 0<t<f(ar:,y)}
SG%,E:{(y,t) €RF xR: x € Fy, O<t<f(cc,y)}.

Dunque SGfgqo = SGy, g e dunque, per il Teorema di Fubini, Teorema
6.7, I'insieme SG,, g ¢ £¥-misurabile per q.0. z € R" e

[,n+k+1(SGf’E) — / [’k+1(SGf,E,m)-
Rn

Di consequenza, per il Teorema 6.8, la funzione ¢, ¢ LF-misurabile per
q.0. x € R" e per il Teorema 6.5,

/f(w,y)dmdy:£n+k+l(5Gf,E):/ £k+1(SGf,E,ac):/ ( f(mvy)> da.
E Rn n \JE,
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Se f ha segno variabile applichiamo il passo precedente alle funzioni f* e
I O
Teorema 6.10. ¥ Sia f:[a,b] — R una funzione limitata, nonnegativa e

integrabile secondo Riemann. Allora f e misurabile e/ f(x)dz (integrale
[a,b]

b
secondo Lebesgue) é uguale a R/ f(x)dz (integrale secondo Riemann).

N

Proof. Osserviamo che ogni funzione costante a tratti p(z) = ch Lo 1,002,
j=1
a =ay < a < ... < an-1 < ay = b sull’intervallo [a,b] & una fun-

zione semplice misurabile. Chiaramente la somma alla Riemann Ig(¢) :=
N

Z ¢j (aj —aj—1) di ¢ coincide con il suo integrale di Lebesgue e dunque, se
j=1
¢ & nonnegativa, anche con la misura £? del sottografico: Iz () = I(p) =
2
L2(SGyp o)
Sia € > 0. Poiché f e integrabile secondo Riemann esiste e i funzioni
costanti a tratti tali che

0 <) < flx) <(x)  Vuela,bl, (9)

b
£2(SCiptany) = Inle) <R[ f(0)de < In(6) = £(SGo o). (10)

Sicuramente,

SGyab) € SGrab) € SGyfab)-

e
0 < L2(SGy 0] \ SCpfap) = L2(SCy ja) —L2(SCpfap) = T(¥)—1(9) < .

Di conseguenza L2* (SGMQM \Sny[ajb}) < L? (SGw7[a,b] \SG%[QM) < e.
Poiché SGy 43 © L?-misurabile, esiste A aperto tale che

A D SGy (0, L2 (A\ SGy o)) < €.
Di conseguenza
L2 (AN SGlap) < L7 (AN SGy o) + L7 (SGyfap) \ SGriap)) < 2¢.

Dunque SG (g5 © L2-misurabile e dunque la funzione f & misurabile in [a, b]
e

L2(SGap) = /[ ) f(z)dz.
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Abbiamo dunque

Ir(p) = L2(SGy ay) < - f(@)dz < L2(SGy ) = Ir (V).

Per I'arbitrarieta delle funzioni ¢ e 1 e 'integrabilita secondo Riemann della
funzione f abbiamo

b
R[ f@)e =swpin(e) < [ f)ds < inf e R/ e
a ng [avb}

da cui la tesi. I

7 Teorema di convergenza dominata

Lemma 7.1 (Lemma di Fatou). 8  Sia E C R" un insieme misurabile e
sia {f;} jen una successione di funzioni integrabili in E. Supponiamo esista
¢: E = R funzione sommabile tale che fj(x) > ¢(z) g¢.0.x € E, Vj € N.
Per x € E e k € N sia gi(x) := inf;> fj(x). Allora

/ lim gg(x)de < lim inf/ fi(x)dx
Ek—>oo j

k—ooj>k J g

Proof. Sostituendo f; ccon f; — ¢ possiamo limitarci a considerare il caso
fj = 0. Si ha allora

0<gr(®) < gpt1(®) @®EE, VEEN,

Osserviamo anche che ogni funzione g € misurabile e non negativa perché
estremo superiore di funzioni misurabili e non negativi. Si ha quindi

0< /E gi(@)dz < /E fi@)de Wik

da cui

OS/ dm<1nf/f] dzx Vk € N.
E

ji>k

Passando a limite per £ — oo e applicando il Lemma di Beppo-Levi, Lemma
6.2 alla successione g otteniamo

/Eklggogk x)dx = hm/gk dw<klirgo;§£/ fi(x)dx
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Corollario 7.2. ¥  Sia E C R" un insieme misurabile ¢ sia {fitjen
una successione di funzioni integrabili in E. Supponiamo esista ¥: E — R
funzione sommabile tale che f;(x) < Y(x) qo.x € E, VjeN. Perxz e E
e k € N sia hy(v) := sup;>, fj(x). Allora

/ lim hg(x)de > hm sup/ fi(z
E

k—o0 k—00 j>k
Proof. Applico il Lemma di Fatou, lemma 7.1, alla successione }3 = —f;.
Si ha quindi gp(x) = inf;>p fj(x) = infj>, —fi(x) = — Sup;> fi(x) =

—hg(x). Dunque

— lim [ hp(z)de = lim [ Gu(z)de < lim inf (—/ fj(cc)dcc>

k—oco J B k—o0 E k—oo j>k
= lim —sup/ fi(x)dx | = — hm sup/ fi(x
k—o0 >k JE k—o00 >k

da cui la tesi. ]

Teorema 7.3 (Teorema di convergenza dominata di Lebesgue). %  Sia

E C R"™ un insieme misurabile e sia {fj}jeN una successione di funzioni

misurabili in E tale che lim f;j(x) = f(x) q.0. ¢ € E. Supponiamo esista
j—oo

Y: E — R funzione sommabile tale che |fj(x)| < ¢(x) g¢o. x € E, Vj e N.
Allora

s [ 17~ fl(@)de =

i [ p@ye = [ @)

Proof. Osserviamo che f ¢ misurabile perché limite di una successione di fun-

zioni misurabili. Applichiamo il Corollario 7.2 alla successione f; := | f; — f|.

Poiché |fj(z)| < ¢ (x) abbiamo anche |f(z)| < ¢(x) q.0. ¢ € E e dunque

0 < Fi(@) < If;(@)] + |f(@)] < 26(x) qo.z € E.

Sia hi(x) := sup;> |f; — f| (x). Proviamo che hm hi(x) =0 q.o0. x € E:
poiché f;(x) converge a f(x) q.0.x € % Sbbiamo che |fi — f] ()
converge a 0 q.0. ¢ € F cioe

In particolare

Ve>03j: |fj—flx)<e Vj>j

dunque
Ve >0 3j: hy(z) =sup|f; — fl(z) <e
J>j
Ma {h;}, €N & una successione monotona decrescente e dunque hy(x) <
e Vk>j.
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Si ha quindi

OZ/Elim hi(x)dx > hm sup/\fj f| (x)dx > l1m/fk—f\ x)dx > 0.

k—ro0 k—oo j>k

i [ 5~ /(@ -
k—o00 E
In particolare, da

/E fil()da — /E fw)da| < /E fi — £l (@)da

otteniamo hm fk )da — / fx O

Dunque
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