Test d’ipotesi per il valore atteso di campioni
gaussiani a varianza ignota



Test bilaterale

Xy, ..., Xpun campione gaussiano di valore atteso u e varianza o2
entrambi ignoti

@ Hyp: 1= Ho Ha L7 Ho

(X —1o)v/n ~ 1
o Ik = X — nk | —| =0
3 X — ol v/n NG
«— E[X]| =p < Hoévera
(X — wo)v/n.

@ Considero t := S

@ accetto Hy se e solo se |t| < ¢



X —
@ Hyvera — T := ( go)ﬁ ha distribuzione t(n—1).

@ Livello di significativita

x=P(T|Z2e)=P(T=e)+P(T<—¢)
=1—Fr(e)+Fr(—e)=2(1—Fr(e))

(0,8
<~ FT(E):1—§ <~ Sztn71,17%



Criterio di accettazione

(X — Ho)\ﬁ?_

Presiidati xq, ..., xp, Siadunque fh = S
Accetto Hp se e solo se |fy] < th11-g € la rifiuto altrimenti, ovvero

accetto Hp se e solo se

A S th—11-2 8
Ho \/ﬁ Ho —\/ﬁ



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p e varianza o2
entrambi ignoti
@ Hyp: 1 = Ho, Ha : 1> o
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se ( leo)\f <€

@ Livello di significativita:

R ((y—go)ﬁ

>€“,L= },L()) ZIP(T>€)=1—FT(€).

dove Pr =t(n—1).
@ — Fr(e¢)=1—a <= e=1lp 11—«
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Criterio di accettazione

(X —uo)v/n

Presiidati xq, ..., Xn, siadunque fy = S . Accetto Hp se e solo
se fp < tn—1,1—oc ovvero

accetto Hp se e solo se

fh—11—a S

Vvn

X < o +



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., Xpun campione gaussiano di valore atteso u e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 < Yo, Ha: 1> o
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se ( gO)\f < €.

@ Livello di significativita
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Criterio di accettazione

(Y—Ho)ﬁ_

S
Accetto Hp se e solo se ty < t,—11— OVvero

Presiidati xy, ..., Xp, sia fy =

accetto Hp se e solo se

Ih—11—a S

Vvn

X < po+



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hyp: 1 = Ho, Ha : H < Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se ( leo)\f > —¢

@ Livello di significativita

R ((Y—go)ﬁ

< —glp = uo> =P (T < —¢) = Fr(—¢)

dove Pr =t(n—1)
@ <— Fr(—¢g)=a <= e=—lh 10 =l 11«
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Criterio di accettazione

(X — Ho)\ﬁ?_

Presiidati xq, ..., Xn, siadunque fy = S

Accetto Hp se e solose ty > —fh—11—«
ovvero accetto Hy se e solo se

X > fh-11-«S
Z W —
VN



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hyp: 1= Uo, Ha H < Ho
(X — 1o)v/n

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se

= —E€.
S

@ Livello di significativita

(X —uo)v/n
IP( :

< =B [ X] =p> Ho)

@ Hyvera — E[Y]zp}po —







Criterio di accettazione

(X — Ho)\ﬁ?_

Presiidati xq, ..., Xn, siadunque fy = S

Accetto Hp se fy > —t,—1 1—«, OVVEro
accetto Hp se e solo se

X > fh11-a S
Z W———F——
VN



Test d’ipotesi per la varianza di campioni gaussiani



Test bilaterale

X1, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o incognita.
: 2 _ 2 : 2 2
@ Hy: 0° = 0§ Hy - 0° # 0§

2
%

@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se

2
@ Hyvera < E|[S?] =05 — E{S—] =1

2
T—e1 < =5 <1+ey, €1,60 >0
0o
n—1)s?
— (n—1)1—¢4) < % < (n—1)(14¢2).

@ Livello di significativita:

(n—1)S?

2 1)
09

V= Hovera <= Py, =x2_,



Hy vera —

x =P <§_§>1+5202:G%) + P (§—§<1—8102:G%)
0 0
2
=P <(n—;)s > (n—1)(1 +€2)02=G§)
0o
+ P ((n—;)82 < (n—1)(1 —51)|c72:crg>
0o
=P (V>n—1)1+e))+P(V<(n=1)(1—¢1)).

Possibile scelta:

P(V>(n—-1)(1+e)) =

N[RN|R

P(V<(n—1)(1—¢)) =
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Criterio di accettazione

(n—1)8?

2

Accetto Hp se e solo se x2_, « <
1 2 G
0

2
< Xp—1,1—g OVvero

accetto Hp se e solo se

2 2
o o
0 2 2 0
o« <8<
n—1%Xn—1% n—1

2
Xp—1,1-¢



Test unilaterale inferiore con ipotesi semplice

X1, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
: 2 _ 2 : 2 2
@ Hy: 0° = 0§ Hy : 0“ > 0
2

ey . S

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se — < 1+¢
o
0

@ Livello di significativita:

(n—1)8?

2 1)
09

V.= Ho vera <— Py = X%_1



Hy vera —

2 _1)82
05 0%

= 1-F((n-1N1+e))=a = n—11+e)=x5_11_«
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Criterio di accettazione

(n—1)8?

>
00

Accetto Hp se e solo se < X3 114 OVVErO

acccetto Hy se e solo se



Test unilaterale inferiore con ipotesi composta

X1, ..., Xpun campione gaussiano di valore atteso 1 (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
@ Hp: 0° < 03 Hp : 0% > 0%
2

L ) ) S

@ Criterio di accettazione: ) <1+c¢
o
0

@ Livello di significativita:

(n—1)8?

V.= -2

: se Var[Xj] =02 = Py =x2_,



Ho (Var [Xj] = 0° < 03) vera —
S2

P> >1+c¢Var[X] =0°< Go)
o

>
0
GS 2
=P | —5—> —2(n—1)(1 + ¢)| Var [X] = 0° < 0y
o )

= 1-Fy((n—-1N1+e))=a <= (n—1)1+e)=x2 11«
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Criterio di accettazione

accetto Ho se e 5010 se ———5—— < Xj,_1 1_, OVVero



Test unilaterale superiore con ipotesi semplice
X1, ..., X un campione gaussiano di valore atteso u (noto o incognito) e
varianza o2 incognita
@ Hy: 0% = 0% Hp : 0% < 03
2

o . S
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se —=>1—¢

00
@ Livello di significativita:
n—1)8?
V.= (T), Ho vera <— IPV:X%_1
0

82
o x="P <?<1—€|62—0‘%> =Fy((n—1)(1—¢))
0

= (n—1)(1—¢)=x3_1 «
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Criterio di accettazione

Accetto Hp se e solo se ——5— > X}, 4 ovvero

accetto Hp se e solo se

2
o
>0
n—1

2
Xn—1,oc



Test unilaterale superiore con ipotesi composta

X1, ..., Xpun campione gaussiano di valore atteso 1 (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.

@ Hp: 0% > 0% Hp : 0% < 0%

L . s°
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se — =>1—¢
o
0

@ Livello di significativita:

(n—1)8?

V.= 52

. se Var[X] =02 = Py =x2_,



Hy (Var [Xi] = 62 > GS) vera —

S° p) P
P —2<1—£|Var[X,-]:G > 0§
0o

_ 2 2
_p (% < %(n—ﬂﬁ —¢)|Var[X] = o® > GS)

2
s (%(n—nu —e)) <Fy((n—1)1—e)) =

= Fy((n—11—e)) =0 <= (n—1)(1—&) =x2_1 «
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Criterio di accettazione

Accetto Hp se e solo se ——5— > X}, 4 ovvero

accetto Hp se se e solo se

2
o
>0
n—1

2
Xn—1,oc



Intervalli di confidenza e Test di ipotesi per il
confronto di campioni gaussiani



Intervalli di confidenza per la differenza dei valori attesi di

campioni gaussiani
Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X: X1, ..., Xn  Px =N (px, 0%),
Y: Y1,...,Yk IPy.:N(},Ly,O‘%/>.

J

Costruire un intervallo di confidenza per la differenza puy — puy. l

Si puo dimostrare che X — Y é stimatore di massima verosimiglianza per
Hx — Hy.

Consideriamo due casi distinti (ma non esaustivi)



1: Le varianze 0% e 0% sono note

(] IPX,- :N<},Lx,0§(), IPyj :N(},Ly,O‘%/) —

o2 02
IPYZN(H)(,TX), IPVZN(Hy,TY)

X—Y — (ux — uy)
0% 0%
9% . 9y
n k

o 7 — — P>=N(0,1)

X—Y— (ux —py)

@1 —a=1P Z%< <Z1_% =

2 2
o . Oy
n k
— 0‘2 0'2 _ 0-2 0.2
IP(X—Y—z1c2x 7X+7Y<Hx—uy<X—Y+Z1_g 7x_|_7y :

50



Intervallo di confidenza bilaterale di livello 1 — «

2 2 2 2
— 0) oy — — 0) (0)
(Li,Ls) = | X—Y —z_q 7X+7Y,X—Y+z1_%\/7x+7y

51



Intervalli unilaterali

Analogamente si dimostra che

- 02 02
n k
e un intervallo di confidenza inferiore di livello 1 — «;
2 2
_ o o
@ (Li,+oo)=(X—-Y—Zz1_« 7)( + TY,—FOO

e un intervallo di confidenza superiore di livello 1 — «.

52




Le varianze 0% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

0% := il comune valore delle due varianze.
1 - 1 v
® Si=——XiL(X—X) S%:mzjkzﬂyj—y)z
—1)82 k—1)82
o Vy— (”G# Vy = (G#
o — Py, =x2, Py =x%, Vxe Vysonoindipendent

¢ — IPVx+ Vy — X?7+k—2
(n—1)8% + (k—1)S%

@ Vxy+ Vy = 52
n+k—2 (n—1)8% + (k—1)S%
02 n+k—2



2 (n—

)

1)8% + (k—1)5%

Vx + Vy =

n+k—2
(n+k—2)8

Z = — P>=N(0,1)
o %+%
_Z\/m_X—Y—(uX—uy n+k—2
VVx + Vy 141 V(=182 + (k—1)S%
X—Y—(ux—uy) 1

5

4



@ Campioni sono gaussiani e indipendenti
e — X, S%, Y e S indipendenti

@ — X — Ye Vx+ Vyindipendenti

@ — — Pr=tlrko

T—a=P | thiko2g < = <lptk—21-%

S — — /1 1
:IP(X—Y— n+k—2,1—%S E+E<HX_HY<

55
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Intervallo di confidenza bilaterale di livello 1 — «
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Test d'ipotesi per la differenza dei valori attesi di campioni
gaussiani

Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X: X1, ..., Xo Px =N(ux, 0%),
Y:Yi, ... Yo Py =N{(ny, 0y).
@ Hyp: ux —uy =d Hy : wx — ny # d.

o ux —py=d < E[X-Y]|=d.
@ Distinguiamo due diversi casi



Le varianze 0% e 0% sono note
2 2
") Pyz N (},LX, %), IP7: N ([.Ly, %)

L o2 o2
oW=X-Y = IPW:N(quy,—,;(+—kY)
02 0%
® Hyvera <= IPW:N<d’7X_|_7Y>

@ Criterio di accettazione: accetto Hy iff (w — d| =[x — y — d| < e.
@ Livello di significativita:

=P (IW—dl > elux — py =d)

W —d|

> £ —d
O% | O O% , O
n k n k

=P

58
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0 Z .= W—d
o% . 9%
n k
@ Hyvera, — P>=N(0,1)
@ Livello di significativita « se =Z{_a —
0_2 O_2 2
X4 Y
n k

59
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Criterio di accettazione

Accetto l'ipotesi Hy se e solo se




Le varianze 0% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

0 := il comune valore di 0% e 0%.
1 g 1 &
° 5% = Xi—X)?, Sy =—
n—1;(’ ) 4 k=14

(Y; = V)2
1

(n—1)S% Vo (k—1)S%

") VX = 52 y &=

52

o Py, =%x3,, Py, =x2_;, Vx e Vy sono idipendenti
2 2

® Pvytvy =Xn—14k—1 = Xnik—2

. 2 - 2
'Vx+Vy=(n 1)SX;—2(k 1)SY:

n+k—2 (n—1)8% + (k—1)S%
0% n+k—2




> (n—1)8% +(k—1)5%
n+k—2
(n+k—2)8
52

11
° Pyv—N(ux—uy, o? (B+E)>

X—Y — (ux — uy)

©
9

@ — Vx+ Vy=

@ 7 = , — P>=N(0,1)
GM%+%
‘Tu_Y—V—an+k—2_

o 1, 1 Ve + Vv
0‘\/774_% \/X Y
X—Y—d vVn+k—2

Vit n- 8+ (k- 185

6

2



@ X, 5%, Y e S2 sono indipendenti
@ X — Y e Vyx + Vy sono indipendenti

@ uyx —uy =dseesoloseeE[T] =0
Dim: Per l'indipendenza abbiamo

E[T]:E[X_Y_d]\/n+k2E[

GW
n k

seesolose E|X—Y—d| =0
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se |t| < ¢

’
VvV Vx + Vy

|




@ Livello di significativita: Hy vera — Pr=t(n+ k —2)
o x=P([T|>¢) <= e=t k21 ¢

Criterio di accettazione

X:X1, ..., Xn€y: y1, ..., yx dati, X e ¥ le rispettive medie, s e s le
rispettive varianze:

accetto Hp se e solo se

X —y —d vn+k—2
.1 \/(n—1)s§(+(k—1)s§,
n

<lpyk—21-%
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Distribuzione di Fisher-Snedecor a k e n gradi di liberta

( kK+n
: 2 K\ 2 Xz~
f(x) k n <E> . x>0
X) = < n o kx\ 2
F(2>F<2> <1+7>
L0 x<0

e una densita di probabilita.
La distribuzione assolutamente continua ad essa associata si dice
distribuzione di Fisher(-Snedecor) a k ed n gradi di liberta



F variabile aleatoria con questa distribuzione,

(2 (k+n—2)
0 pso K2y M4
E[F] ={ "2 ' Var [F] = ¢ — 34
too  n=12, oo n=34
\non esiste n=1,2.

Siano U e V v.a. indipendenti con distribuzioni Py = x2, Py = X2.

U/k
Alloralav.a. F .= # seque la distribuzione di Fisher-Snedecor con k ed

n gradi di liberta.




Quantili

fk n,« = quantile di livello o« associato alla distribuzione di Fisher di
parametri k ed n.

U e V v.a. indipendenti con Py = x2, Py = x2

x e (0,1)

[ U/k B U/k\ " 1
<P (Vi <hne) =¥ ((W> ” ,)
B V/n 1 . V/n 1
= (U/k g fk,n,a) =1r <U/k S fk,n,a)

)=1—o¢cioé

V/n< 1

S — fhk1—
U/k fk,n,oc mk1—o

ovvero IP (

k,n, o



Test d’'ipotesi per 'uguaglianza delle varianze di campioni

gaussiani
Due campioni gaussiani e tra di loro indipendenti

X:X~|,...,Xk IPXI.:N<LL)(,(T§(),
Y:Yi, ... Yo Py =N(uy, 0y).
@ Hy: 0% = 0% Hy 0% # 0%

o B[S} =0% E[S{]=0F
2
e . S
@ Criterio di accettazione: accetto Hy seesolose 1 — ¢4 < X c14es

sy
@ Livello di significativita:
(k—1)5% (n—1)82
Vx:—zx Py, :Xi—1 VY:—zy Py, =Xn-1
Ox Oy



S%/ 0%

/Gy

[+ ha distribuzione di Fisher con k — 1 ed n— 1 gradi di liberta

82
@ — Hyvera — F:= 8_)2( ha distribuzione di Fisher con k — 1 ed
Y

n — 1 gradi di liberta.

S% S% 5
o x=1"P §<1 eIGX:GY +P 82 1+52!GX:GY

Y
@ Scegliamo di distribuire equamente I'errore imponendo

82
%:]P<—X<1—81|0"§(:O‘%/) =P (F<1—¢q)
o S% > 2
EZIP —>1+€2|0-X:O-Y :IP(F>1+82)

=1—-P (F<1+¢o).

= 1T—e1=fh ap1e,1+e2=h 1y 11-¢
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Criterio di accettazione

Accetto Hy se e solo se

2
X

fe—tn—19 < 5 <f—1n-11-¢
Sy



