7. Test d’ipotesi

Un tipico problema che ci si puo trovare ad affrontare e il seguente:

Faccio una certa ipotesi (che indico con Hy e che chiamo ipotesi nulla). In base ai dati
che ho a disposizione devo decidere se accettare o rifiutare la verita di questa ipotesi.

Si potranno verificare quattro situazioni alternative:

1. L’ipotesi e vera e ’accetto — bene

2. L’ipotesi € vera ma in base ai dati la rifiuto — in questo caso si dice che si commette
errore di prima specie

3. L’ipotesi ¢ falsa ma in base ai dati la accetto — in questo caso si dice che si commette
errore di seconda specie

4. L’ipotesi e falsa e la rifiuto — bene
Per chiarirsi le idee vediamo prima un esempio.

Esempio 7.0.1. Ho una moneta. Voglio verificare se ¢ bilanciata o meno. La lancio n volte.
1 se all’i-esimo lancio esce testa, .
Pongo X; = o ] ,i=1,...,n.
0 se all’z-esimo lancio esce croce.
Ho un campione statistico bernoulliano di numerosita n e parametro p € [0, 1] incognito,
dove p e la probabilita che esca testa in un singolo lancio.

L’ipotesi nulla che dobbiamo testare e
Ho) D= 0.5.
Facciamo dunque n lanci. Otteniamo k teste ed n — k croci:

1 se all’i-esimo lancio esce testa,

Ty -vvy T dove z; = . ]
0 se all’z-esimo lancio esce croce.

e dunque T = limz = @
n n
Stabilisco una distanza massima € tra T e 0.5 entro la quale accettare 'ipotesi p = 0.5 e
oltre la quale rifiutarla. Ovvero: accetto Hy se |T — 0.5| < € e la rifiuto se [T — 0.5] > €. cioe

n
> g
Tr; — =
, 2
=1
di rifiutarla quando esse invece ¢ vera?

se > ne. Quanto vale la probabilita di commettere errore di prima specie, ovvero
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Commetto errore di prima specie con probabilita

|

n

Poiché le v.a. X; sono iid con Py, = B(p), la vaa. ¥ = ZXZ- ¢ una v.a. binomiale di
i=1

parametri n e p. Se U'ipotesi Hy ¢ vera, allora p = 0.5 cosicché Py = B(n,0.5) e

n

2{:3%—-2 >

i=1

ai:P(’Y—g’ Zn€) :IP(YZg—I-ns)—FIP(YSg—nE)
Vediamo alcuni casi

## definisco la funzione che calcola
## la probabilitA di errore di prima specie
alpha.binom = function(n,p,tolle) {
infe = nx(p - tolle);
supe = nx(p + tolle);
supep = supe;
if (supe == floor(supe)) supep = supe-1;
infe = round(infe, digits = 0);
c(floor(infe), floor(supe),
pbinom(infe, size=n, prob=p, lower.tail=TRUE) +
pbinom(supep, size=n, prob=p, lower.tail=FALSE))
}
alpha.binom(50, .5, .1)
[1] 20.0000000 30.0000000 0.2026388
> alpha.binom(100, .5, .1)
[1] 40.00000000 60.00000000 0.05688793
> alpha.binom(200, .5, .1)
[1] 8.000000e+01 1.200000e+02 5.685156e-03
> alpha.binom(300, .5, .1)
[1] 1.2000e+02 1.8000e+02 6.3422e-04
> alpha.binom(400, .5, .1)
[1] 1.600000e+02 2.400000e+02 7.426568e-05
> alpha.binom(500, .5, .1)
[1] 2.000000e+02 3.000000e+02 8.940067e-06
> alpha.binom(50, .5, .05)
[1] 22.0000000 27.0000000 0.4798877
> alpha.binom(100, .5, .05)
[1] 45.0000000 55.0000000 0.3197273
> alpha.binom(200, .5, .05)
[1] 90.0000000 110.0000000 0.1581653
> alpha.binom(300, .5, .05)
[1] 135.0000000 165.0000000 0.0939037
> alpha.binom(400, .5, .05)
[1] 180.00000000 220.00000000 0.04563548

V+ ++ + 4+ + 4+ +V VYV
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> alpha.binom(500, .5, .05)
[1] 225.00000000 275.00000000 0.02832616

Solitamente si vuole controllare (nel senso di tenere bassa, inferiore a 0.1 o a 0.05) la proba-
bilita o di commettere errore di prima specie. Tale probabilita viene detta livello di signifi-
cativita del test. Fissato il livello di significativita «, la numerosita n e la soglia di tolleranza
¢ andranno scelti di conseguenza come visto negli esempi precedenti.

Inoltre, fissato «, ci chiediamo quanto valga la probabilita di commettere errore di seconda
specie, ovvero di accettare Hy quand’essa invece ¢ falsa.

Se Hj e falsa, allora la probabilita di ottenere testa non e 0.5 ma assume un valore p # 0.5
(ignoto) e dunque Py = B(n,p) e io accetto Hy con probabilita

ﬁ@p:PPQY—g‘<m):Pme<g+nQ-4%(Ygg—nQ
Si calcola 3(p) per vari valori di p. La funzione §(p) ¢ detta curva operativa caratteristica
(OC) mentre 1 — B(p) cioe la probabilita di rifiutare Hy quand’essa in effetti e falsa e il
parametro incognito vale p, € detta potenza del test.

Esempio 7.0.2. Consideriamo la solita moneta e stavolta vogliamo vedere se & piu probabile
ottenere testa che ottenere croce. Vogliamo cioe testare l'ipotesi nulla

Hy) p<05

Un test di questo tipo e detto test unilaterale.
Stabilisco una tolleranza massima € entro la quale accettare I'ipotesi p < 0.5 e oltre la quale

n
. J— . [— . N n
rifiutarla. Ovvero: accetto Hg se T < 0.5+ ¢ e la rifiuto se T > 0.5 + ¢ cioe se Z T; > 5 + ne.
i=1
Quanto vale la probabilita di commettere errore di prima specie, ovvero di rifiutarla quando
essa invece e vera?

Commetto errore di prima specie con probabilita

a:IP(YE%—i—nE).
Se Hy ¢ vera, allora Py = B(n, p) per qualche p < 0.5. Indico F}. la sua funzione di ripartizione
Vediamo alcuni casi

> ## definisco la funzione che calcola il primo valore
## che rifiuto e

## la probabilitAd di errore di prima specie
alpha.binom.uni = function(n,p,tolle) {

supe = nx(p + tolle);

supep = supe;

if (supe == floor(supe)) supep = supe-1;

c(floor(supe), pbinom(supep, size=n, prob=p, lower.tail=FALSE))
}

alpha.binom.uni(50, .5, .1)

(1] 30.0000000 0.1013194

V+ + + + + V VYV
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> ppp =numeric(0)

> fff =numeric(0)

> beta.p <- matrix(0, nrow = 1000, ncol = 2, byrow = FALSE)

> for (i in 1:1000) {

+ ppplil <- i*0.5/1000

+ fff[i] <- pbinom(c(274), size=500, prob=pppli], lower.tail=TRUE)
+ - pbinom(c(225), size=500, prob=pppl[i], lower.tail=TRUE)
+ beta.pl[i,1] <- round(pppl[il,6)

+ beta.p[i,2] <- round(fff[i],6)

+ }

>

write.csv(beta.p, "betadip.csv", row.names = FALSE)

Figura 7.1: B(p)
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> alpha.binom.uni(100, .5, .1)
[1] 60.00000000 0.02844397

> alpha.binom.uni(200, .5, .1)
[1] 1.200000e+02 2.842578e-03
> alpha.binom.uni(300, .5, .1)
[1] 1.8000e+02 3.1711e-04

> alpha.binom.uni (400, .5, .1)
[1] 2.400000e+02 3.713284e-05
> alpha.binom.uni(500, .5, .1)
[1] 3.000000e+02 4.470033e-06
> alpha.binom.uni(50, .5, .05)
[1] 27.0000000 0.2399438

> alpha.binom.uni(100, .5, .05)
[1] 55.0000000 0.1356265

> alpha.binom.uni(200, .5, .05)
[1] 110.00000000 0.06868333
> alpha.binom.uni(300, .5, .05)
[1] 165.00000000 0.04695185
> alpha.binom.uni(400, .5, .05)
[1] 220.00000000 0.02011537
> alpha.binom.uni(500, .5, .05)

[1] 275.

00000000  0.01416308

7.1 Principi generali di un test statistico

In generale dunque un test d’ipotesi ha la seguente struttura:

1. Si definisce I'insieme delle distribuzioni compatibili con il campione X7, ..., X,.

2. Si definisce I'ipotesi da testare, detta ipotesi nulla (si indica col simbolo Hy). Le ipotesi
si possono suddividere in due grandi famiglie:

e ipotesi parametriche: la distribuzione del campione ¢ nota a meno di un pa-

rametro 6, scalare o vettoriale. La formula generale di un’ipotesi parametrica e
dunque

Hy : feOyCO

ovvero: il parametro # appartiene ad uno specificato sottoinsieme 0y del dominio
ammissibile per il parametro ©.

ipotesi non parametriche: sono ipotesi sul tipo di distribuzione del campione
oppure ipotesi che riguardano popolazioni differenti. La formulazione generale di
una ipotesi non parametrica e del tipo

Hy : F(x)e Fo C F

ovvero: la legge F' del campione appartiene ad uno specificato sottoinsieme della
famiglia delle leggi ammissibili.
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In entrambi i casi I'ipotesi si dice semplice se ©g o Fy € costituito da un solo elemento.
Si dice composta altrimenti.

3. Si definisce l'ipotesi alternativa H 4 che ¢ da considerarsi valida quando si rifiuta H.

Hy - 0 € O, 0;: =0\ 06 nel caso parametrico,
Hy - F(x) e Fy Fi:=F\ Fo nel caso non parametrico.
4. Si definisce una statistica ¢(Xi, ..., X,) con distribuzione nta quando Hj ¢ vera.

5. Si suddivide lo spazio G delle possibili osservazioni in due insiemi disgiunti:

o A detta regione di accettazione di Ho;

e C:=G\ A detta regione di rifiuto di Hy o regione critica.
6. Si formula la regola di decisione:

e accetto Hy se p(z1, ..., x,) € A
e rifiuto Hy se p(z1, ..., x,) ¢ A, ovvero se p(z1, ..., x,) € C.

Diciamo che commettiamo errore di prima specie se rigettiamo Hgy quando essa in realta e
vera e chiamiamo livello di significativita del test la probabilita che cio accada:

a:=P(e(X1, ..., Xp,) €C|Hy).

Il valore 1 — « & detto livello di fiducia del test.
Diciamo invece che commettiamo errore di seconda specie se accettiamo Hy quando esssa
¢ falsa. Indichiamo con f la probabilita che cio accada:

B ::]P(QD(le s X’n) GA’HA)

Il valore 1 — 8 & detto potenza del test. (Vedremo negli esempi successivi relativi a test
parametrici che se H4 & un’ipotesi composta, allora § ¢ una funzione 3(0), 6 € ©1.

Come gia detto, e prioritario limitare la probabilita di commettere errore di prima specie,
cioe di limitare la probabilita di rifiutare 'ipotesi nulla quando essa ¢ vera.

7.2 Test parametrici per campioni gaussiani

7.2.1 Test d’ipotesi per il valore atteso di campioni gaussiani di cui & nota la
varianza

Test bilaterale

2

Sia Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u incognito e varianza o“ nota.

Vogliamo testare
Hy : 1= o, Hy: W F Ho-

Sappiamo che Py, = N (,uo, 02) se e solo se E [ﬂ = up. Dunque accetto I'ipotesi nulla Hy se
la media campionaria si discosta da g per meno di un valore soglia € ovvero se |T — pg| < &
e la rifiuto altrimenti.
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11 livello di significativita (cioe la probabilita di commettere un errore di prima specie)
allora

a="P (|X —po| >elp=po).

) _
o X —

Ma se Hy e vera, Py = N <H07 ) e Z = > H0 ha distribuzione gaussiana standard
n

NG
N (0,1). Dunque

i Ve
e{es ) on (a5 1oe ()0 ()

()

Se voglio fissare a priori «, deve essere allora ® (

_ X _
0 =P (X o] 2 el =) = (205 =) —p (122 22
—= (o

evn

a €
=1- 5 cioe deve essere

e dunque devo scegliere
o
€= —=21_a.

N
1 n
Presii dati x4, ..., z,,siax® = — g x; la loro media:
n

i=1

o
accetto Ho se [T — po| < —=z1—2 e la rifiuto altrimenti.

LD

Calcoliamo la curva operativa caratteristica. Se Hy e falsa, yu # pg, commetto errore di seconda
specie con probabilita

B =P (IX — o] < a1 5B LX) =1

a

- o
=P <N0 - \/ﬁzl—% <X <po+ \/ﬁzl—%m [Xi] = H)
X 7.1)
fo — K X—p _po—p (
=P ( o — 21,% < o < o + 21,%|E [X,L] = M)
Jn vn vn
P (MO -

=
+
Ny
T
R
~
|
A
VR
=
()
S|
=
_|_
I
w|R
~—

3

n

Distinguiamo due casi

Lop> po
In questo caso Ko = a < 0 dunque M 2z <zae quindi
vn vn
- «
0<q)('u00. M“—ZCQX) <§
vn
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e la possiamo considerare una quantita trascurabile. Abbiamo dunque

Bn) ~ @ (““;” +> .

vn
In particolare

«
sup )~ @ (515) =12
B> o

Supponiamo di voler fissare (oltre ad «) anche (u) = B, per un qualche u fissato. Con la

fio — i

(e

Vn

che possiamo trattare ¢ la numerosita n. Risolvendo ’equazione rispetto a n otteniamo

semplificazione fatta dalla (7.1) otteniamo 3 > ®

+21-g | L’unica quantita

S Ho—p

3= T o

Vn

+Zl—%

=

e dunque

cioe

2. p < po
In questo caso

1 — o
o

N

Blu) = @ </~L —L/io _ Z‘;) _ & (M _LMO _ 21—‘;)
vn vn

:@(M;MO—FQ_S) —@(W—Fz%).
NG Vv

Si ha o _UMO + za < za e dunque
2 2

Vn

< 0 e scriviamo la (7.1) nella forma

O<<I>(’u_a'u0+z<;> <2
Tn 2

e la possiamo considerare una quantita trascurabile. Abbiamo dunque Abbiamo dunque

Bu) ~ @ (“ K0y z1_3> .
vn

In particolare

sup B(u) ~ @ (215 ) =1-

H<po 2

|9
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Supponiamo di voler fissare (oltre ad «) anche S(u Con la semplificazione fatta

= p.
possiamo considerare ’equazione E > o <M Ho + z1_ a) e ritroviamo la disuguaglian-

za trovata nel caso precedente:

o 2 2
nZ( ) (z§+2g>
Ho — 2

Test unilaterale inferiore con H( semplice

2

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u incognita e varianza ¢“ nota.

Vogliamo testare

Hy : W= Ho Hy: > 1o

Accetto I'ipotesi nulla Hy se la media campionaria € inferiore a pg + € cioe se T < g + €.
La probabilita di commettere un errore di prima specie ¢ allora

P (X > po+elp = po) -

X —yp
_O

NG

2
Poiché, se H — 0 ¢ vera si ha P = N <,u0, J> e Z = % ha distribuzione N (0,1), si
n

ha

vn NG
P< “ﬁ>:1—P(zgif>:1—¢<if>.

. . . 1 .
Zl_q. Presii dati xz1, ..., x,, sia dunque T = - E x; la loro media.
i=1

— Y—,U,O 9
IP(XZM0+€|#=M0)=]P< z ZU|M=M0>

Dunque scelgo ¢ =

N

Accetto Hy se T < g + —21—« € la rifiuto altrimenti.

f

Test unilaterale inferiore con Hy composta

2

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognita e varianza o“ nota.

Vogliamo testare

Hy : [y Hy: 1> [ho-

Accetto l'ipotesi nulla Hy se la media campionaria ¢ inferiore a o + € cioe se T < g + €.
La probabilita di commettere un errore di prima specie e allora

P (X > po+elu < po).
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X —
NG

2
Poiché Py = N (u, U) e 7 = (0,1), si ha
n

_ X - o
1P(X2uo+e!E[Y]=u)=lP( e ElEmzu>

NG Vn
_p <ZZ (uo—u;e)x/ﬁ) __p <Z§ (uo—ua+g)¢ﬁ>
:1_(I)<(M0—MO+5)\/E> §1—<1><5\f>,

Se voglio limitare superiormente IP (Y > o +elp < ,uo), cioe se voglio

P(X>p+eE[X]=p)<a  Yu<p

. e/ .. EVn
scelgo € in modo da avere 1 — & (\F> = « cioe = 21— € dunque scelgo
o

o
o
€= —=2—q-
N4
1 n
Presi i dati x1, ..., x,, sia dunque T = — E z; la loro media.
n

i=1

Accetto Hy se T < pg + —=21—« € la rifiuto altrimenti.

\/ﬁ

Test unilaterale superiore con Hy semplice

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media p incognita e varianza o2 nota. Vogliamo
testare

Hy : M= po Ha:p < po

Accetto I'ipotesi nulla Hy se la media campionaria & superiore a pg — & cioé se T > g — €. La
probabilita di commettere un errore di prima specie ¢ allora

P (X <o —elp = po) -
Y—u

7’L

7lu M0> =P (Z < _Z\/ﬁ)

0 ha distribuzione N (0,1), si ha

2
Poiché, se Hy e vera, P = N (,uo,g >, e J =

P (X < po — el = po) <

() r-e(2E)

Dunque scelgo € in modo da avere ® < > =1— « cioe

evn

g

= 2z1_ cioe scelgo

E =

%217a.
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n
. . . 1 .
Presi i dati zq, ..., z,, sia dunque * = — g x; la loro media.
n

i=1

o
Accetto Hy se T > g — —=21—« € la rifiuto altrimenti.

NG

Test unilaterale superiore con Hy composta

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media p incognita e varianza o2 nota. Vogliamo
testare

Hy : 1= pho Hy o p < po.

Accetto I'ipotesi nulla Hy se la media campionaria € superiore a ug — € cioe se T > ug — €. La
probabilita di commettere un errore di prima specie ¢ allora

IP(ngo—eﬂEm S,LLQ)

2 Y _
Poiché, se Py, = N (1,02) si ha Py = N (u, ”), e 7 =  ha distribuzione N (0,1),
n

vn
abbiamo anche

_ X- -
P(Xﬁuo—le[ﬂzuZuo)zlP( R 8Em=u2uo>=

_p(g<cBo—n=2gvn\ _ o (uo—\/j—f)\/ﬁ;iq) —eVn\ g (V)
( - o ) ( o >_ < o > (U)

Se voglio limitare superiormente IP (Y < pp —elp > uo) cioe se voglio
P(X<p—celB[X]|=p>p)<a Vu>u

scelgo € in modo da avere ¢ (E\/ﬁ) =1— « cioe c

n
= 21— € dunque scelgo

o o
o
E= —F7—=Z]—q-
NLD
1 n
Presi i dati zq, ..., z,, sia dunque T = — E x; la loro media.
n

=1

o
Accetto Hy se T > pg — —=21—« € la rifiuto altrimenti.

NG

7.2.2 Campione gaussiano di cui non & nota la varianza
Test bilaterale

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media p e varianza o2 entrambe ignote. Vogliamo
testare

Ho:  p=po Ha:  p# po/
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Hy ¢ vera se e solo se E[X]| = pug ovvero, per Iindipendenza di X e S2, se e solo se

E{W]:EW_MO]\ME[\Z@ (f”_/:o)\/ﬁe

accetto l'ipotesi nulla Hy se [t| < e.

(X — po)vn

] = 0. Dunque considero t :=

Sappiamo che, se u = g, allora T := ha distribuzione ¢(n — 1). 1l livello di

di significativita e allora o« =P (|7 > ¢ h

) e si ha
a=P(T|>e)=PT >c)+P (T < —¢)
=1—Fr(e)+ Fr(—e)=2(1—-Fr(e))
Se voglio fissare a priori «, deve essere allora Fr (¢) =1 — % dunque devo scegliere
£ = tn_m_%.
Presi i dati 1, ..., z,, dunque accetto Hy se [t| < th—1,1-2 € la rifiuto altrimenti, ovvero

lp—1,1-28

Vn

tp—1,1-2 8

NG

accetto Hy se g — <z < g+ e la rifiuto altrimenti.

Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla semplice

Sia Xi, ..., X, un campione gaussiano di media u e varianza o? entrambe incognite.
Vogliamo testare
Hy : B = Ho, Ha - B> o

(& — po)vn

La probabilita di commettere un errore di prima specie ¢ allora

S ((X—go)\/ﬁ

<e.

Diamo la seguente regola di accettazione: accettiamo Hy se

>E|M=u0> =P (T >¢)=1- Fr(e).

dove Py = t(n — 1). Se vogliamo stabilire il livello di significativitd o dovremmo scegliere &
in modo che
1—Fr(e) =«

cioe € = ty—1,1-a-
(T — wo)vn

S

Presi i dati xq, ..., z,, sia dunque tg = . Accetto Hyp se tg < ty,—1,1—q OVVero

n—1,1-a S

t
accetto Hy se T < g + e la rifiuto altrimenti.
Vn

Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla composta

Sia Xi, ..., X, un campione gaussiano di media p e varianza o? entrambe incognite.
Vogliamo testare
Hy : p < po, Hy: K> po

X — n
Diamo la seguente regola di accettazione: accettiamo Hy se (go)xf <e.
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La probabilita di commettere un errore di prima specie e allora

P<W>5|E[ﬂ:u§ug>.

Se Hj e vera, allora It W] = u < pg e dunque
(X = po)vn _ (X —p)vn
S - S

{Epovt s c { o

=T, Pr=t(n—1).

Di conseguenza

Dunque, per ogni u < g si ha
X —
IP<(§O)\/E>E|E[E :u) <

§1P<(X_S“)‘/ﬁ>s\]E[X] _u>_]P(T>5)—1—FT(5).

Se vogliamo controllare il livello di significativita a dovremmo scegliere € in modo che
1-— FT(€) =

cioe € = tnlefa.
(& — po)v/n

S

Presi i dati x4, ..., z,, sia dunque tg = . Accetto Hy se tg < tj—1,1— OVVero

n—1,1-a S

_ t . . .
accetto Hg se T < g + e la rifiuto altrimenti.
Vn

Test unilaterale superiore con ipotesi nulla semplice

2

Sia Xy, ..., X, un campione gaussiano di media g e varianza ¢“ entrambe incognite.

Vogliamo testare
Hy : H= o, Ha: H < fho-
(T — po)Vn S

La probabilita di commettere un errore di prima specie ¢ allora

o= P <(X—go)x/ﬁ

dove Py = t(n — 1). Se vogliamo stabilire il livello di significativitdh o dovremmo scegliere &
in modo che

Diamo la seguente regola di accettazione: accettiamo Hy se —€.

< —glp= M0> =P (T < —¢) = Fr(—e¢)

Fr(—e) =«
cioe € = —ty_1,0 = th—1,1-a-
Presi i dati z1, ..., x,, sia dunque {5 = w. Accetto Hy se tg > —t,—1,1-o € la
rifiuto altrimenti, ovvero accetto Hy se °
th-11-a$

I 2> [ —

Vn

e la rifiuto altrimenti.
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Test unilaterale superiore con ipotesi nulla composta

Sia Xi, ..., X, un campione gaussiano di media p e varianza o? entrambe incognite.
Vogliamo testare 'ipotesi

Hy: W= fo, Hy: p < fio-
(@ — po)vn >
La probabilita di commettere un errore di prima specie ¢ allora

P ((X—gm)\/ﬁ

Se Hy e vera, allora It W] = pu > po e dunque

X )i _ (X —p)ya
S - S

Diamo la seguente regola di accettazione: accettiamo Hy se —€.

<—€Em:u2uo).

=T, Pr=t(n—1).

Di conseguenza o o
{(X—go)\/ﬁ<_€} . {(X—u)x/ﬁ<_€}
Dunque per ogni p > pg si ha
P<W<_E‘Eﬁ] :,u> SP<W<_EEW :,u>
=P(T'< —¢)=Fr(—e)=1- Fr(e).

Se vogliamo controllare il livello di significativita a dovremmo scegliere € in modo che

1—Fr(e)=a
cioe € = ty_11-q-
Presi i dati z1, ..., x,, sia dunque {5 = w. Accetto Hy se tg > —tp—11-q € la
rifiuto altrimenti, ovvero °
th—1,1-a S

accetto Hy se T > g — e la rifiuto altrimenti.

N4D
7.3 Test d’ipotesi per la varianza di campioni gaussiani

Test bilaterale

Sia X3, ..., X, un campione gaussiano di media p (nota o incognita) e varianza o

Vogliamo testare

incognita.

Hy : o? = o} Hy 0% # o}
2

Hj e vera se e solo se [SQ] = 0(2] ovvero se e solo se [E [2} = 1. Dunque accetto Hy se
o
0

2
1l—e1 < 8—2 < 14 &9, €1, 9 positivi, cioe se e solo se
90
(n—1)s?
(n—1)(1-¢g1) < V- < (n—1)(1+e9).
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Devo scegliere €1 e eg in modo da ottenere il livello di significativita « desiderato. Sappiamo
(n—1)8?

che se Hy ¢ vera, allora la v.a. V := 5 ha distribuzione x2_;.
o

S? 2 _ 2 S? 2 _ 2
a=P| 5>1+elo" =05 +P (=5 <1-ei|0” =0
o,

n — 2 n-— §
P (B et - i)+ ("5 <-na-alr = a)

=P(V>nm-D1+e)+P (V< (n-1)1-c1)).

Una possibile scelta ¢ allora

« .
P(V>(n-1)1+e)=75 cot (n—1)(+e)=X) 11 s
«
PV<mn-1)10-¢e)) = 5 cioe (n—1)(1—¢e1) :Xi—l,%'
—1)s?
Dunque accetto Hy se X?zfl,% < (ng)s < xfhl,lf% ovvero

2 2

o o

0 2 2 0 2
—1Xn-1g <ES n—1Xn-11-%

accetto Hy se e la rifiuto altrimenti.
n

Test unilaterale inferiore con ipotesi semplice

2

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media p (nota o incognita) e varianza o incognita.
Vogliamo testare
Hy - o = o} Hy - o > of.
52
Accetto I'ipotesi nulla se o <1l+e.
’ (n—1)92

Se la varianza ¢ of, allora V := ha distribuzione x2_; e la probabilita di

ot
commettere errore di prima specie e

2 —1)G2
P <§(2)>1+6’02:US> =P <(no-§)5>(n_1)(1+8)’02208> :1_FV((71—1)(1+6)).

Posso allora limitare superiormente con « la probabilita di commettere errore di prima specie

imponendo

1-Fy((n—1)(1+¢) =«
cioe scegliendo € in modo che
(n—=1)(1+¢e)= X?%fl,lfa‘

(n —1)s?
i

Dunque accetto l'ipotesi nulla Hy se < X%_Ll_a ovvero

2
99
n—1

acccetto Hy se 82 < X721—1,1—o¢ e la rifiuto altrimenti.
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Test unilaterale inferiore con ipotesi composta

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media x (nota o incognita) e varianza o incognita.
Vogliamo testare

Hy: o <o} Hy - o > of.

Accetto 'ipotesi nulla se — <
90

(n—1)52

Se la varianza ¢ 0% < o3, allora V := 5 ha distribuzione x2_; e la probabilita di
o

commettere errore di prima specie €

2 —1)52 2
P <SZ > 1+ ¢|Var [X;] = 0° < Uo) =P ((n)S > ig(n— (14 ¢)|Var [X;] = 02 < 0'0>
og o

o2
=P (V > ;g(n— (1 —i—e)) =1-Fy (2(n— 1)(1 +€))
<1-Fy((n—1)1+¢))

2

o

dove abbiamo usato la monotonia di Fy e il fatto che 0 < o implica — <L
o

0
Posso allora limitare superiormente con « la probabilita di commettere errore di prima

specie imponendo
1- R (n-1)(1+2) =a

cioe scegliendo € in modo che
(n—1)(1+¢)= X?L—l,l—a'

n—1)s?
Dunque accetto l'ipotesi nulla Hy se (02) < XZ_M_& ovvero
0

2
99
n—1

accetto Hy se s? < X?Lfl,lfa e la rifiuto altrimenti.

Test unilaterale superiore con ipotesi semplice

2 incognita.

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media p (nota o incognita) e varianza o
Vogliamo testare
Hy: o? = o} Hy - o <o}
52
Accetto l'ipotesi nulla se — > 1 —¢.

20
N (’I’l - 1)S2 . . . 2 RPN .
Se Hy ¢ vera, allora V := ~———="— ha distribuzione x;_; e la probabilita di commettere
0
errore di prima specie e
SQ
a="P <2 < 1—5|O’2:O'8> =Fy((n—1)(1-¢)).
20
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Deve quindi essere
2
(TL - 1)(1 - 6) = Xn—1,a°

n—1)s?
Dunque accetto I'ipotesi nulla Hy se (02) > X%—l,a ovvero
0
2 % .2 . . .
accetto Hy se s° > T {Xn-la® la rifiuto altrimenti.
n J— I

Test unilaterale superiore con ipotesi composta

Sia X1, ..., X, un campione gaussiano di media x (nota o incognita) e varianza o incognita.
M ) n

Vogliamo testare
Hy - o > o} Hy - o? < of.
2

s
Accetto l'ipotesi nulla se — > 1 —e¢.
90
Se la varianza & 02 > o3, allora V := ha distribuzione x2_; e la probabilita di

commettere errore di prima specie e

S2
P (2 <1—¢|Var[X;] =o%> a%)
90

—P ((71_1)52 < Zé(n —1)(1 —¢)|Var [X;] = 0% > Ug)

0-2
0.2
—Fy <Ug(n —1)(1— 5)> < Fy ((n—1)(1—¢)).

Posso allora limitare superiormente con « la probabilita di commettere errore di prima specie

imponendo
Fy((n—1)1-¢)) = a
cioe scegliendo € in modo che
(n—1(1—¢)=xi 14
(n —1)s?

Dunque accetto l'ipotesi nulla Hy se 0 > X%Lfl,a ovvero
0

accetto Hp se s% > X?z—l,a e la rifiuto altrimenti.

0
n—1
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8. Intervalli di confidenza e Test di ipotesi per il confronto di
campioni gaussiani

8.1 Intervalli di confidenza per la differenza dei valori attesi di campioni gaus-
siani

Supponiamo di avere due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti
X: X1, ..., X, Px,=N(ux,0%),

Y:Vi, ..., Y, Py, = N (uy,0%).

Vogliamo costruire un intervallo di confidenza per la differenza px — py. Consideriamo due
casi distinti (ma non esaustivi)

8.1.1 Le varianze ag( e 032/ sono note

Osservazione 8.1.1. Si puo dimostrare che X — Y ¢& stimatore di massima verosimiglianza
per pux — fiy .

Sappiamo che Px, = N (,uX,cfg(), Py, =N (uy,a)z/), dunque

2 2
o o
Py =N X Py=N X ).
(o) ()
XY - (ux -
Di conseguenza la v.a. (x = v ha distribuzione gaussiana standard. Abbiamo
9% | 9y
n k
dunque
v v B
l—a=P | za < (ex NY)<21_Q
2 9% 9y
n k

2 2 2 2
—_ — g g —_ — g g
—IP(X—Y—zl_(Qx 7X+?Y<MX—W<X—Y+21_% Tf+}:)

Abbiamo dunque determinato l'intervallo di confidenza bilaterale di livello 1 — «

2 2

i3 Ox | %
Z_at = 4+ L
+12 n+k>

?v‘@w

2
(QJQz(X—Y—QJUX+
2 n
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Esercizio 8.1.1. Dimostrare che

2 2
o (—00,Ls) = [ —00, X =Y + 214 x4 a};,) ¢ un intervallo di confidenza inferiore
n
di livello 1 — o
ot ol
~ % X Y N . . .
o (Liy+00)=[X—-Y —z1_o\/ — + e 400 | & un intervallo di confidenza superiore
n

di livello 1 — o

8.1.2 Le varianze Ug( e 0'%/ sono ignote ma si possono ritenere uguali

Indico con ¢? il comune valore delle due varianze. Considero le varianze campionarie dei due

campioni
n

k
SG-XP S = - TR

=1 Jj=1

—1)5% k—1)Sy
(nU;X segue la distribuzione x2_;, e che Vy := (Uz)y

la distribuzione X%—l' Inoltre, poiché i due campioni sono indipendenti, anche Vx e V3 sono
indipendenti. Dunque, per il Teorema 4.3.2, Vx + V4 segue la distribuzione X%_l kel =

Sappiamo che Vy := segue

2 . 2
Xntk—2° Pyytvs = Xntk—2°
D’altra parte

(n—1)S%+*k-15 n+k—-2(n-15%+(k—1)S%

Vi + Wy = o2 - o2 n+k—2

Se definiamo la statistica:
. (n—1)S% + (k—1)S%

a n+k—2

abbiamo =
(n+k—2)S

Vx +Vy = 3

(o

. 1 1
Inoltre sappiamo che X — Y ha distribuzione N <,u X — py, 0 < + k) >, quindi
n

ha distribuzione gaussiana standard N (0,1). Considero

XY —(ux —py)vVn+k—2

T :=
1 1 VVy +Vy
o\ —+ =
n k
XY — (ux —py) vn+k-—2 XY —(px—py)l
L1 (n—1)S2 + (k —1)82 1.1 s
n+k \/ n+k
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Poiché i due campioni sono gaussiani e indipendenti le v.a. X, S%.,Y e Slz, sono indipendenti,
quindi X —Y e Vx + V3 sono indipendenti, e dunque Py = t,,4 2, vedi Teorema 4.3.8.
Abbiamo dunque

l—-a="P tn+k—2,% <

. — /1 1 S — — /1 1
=P (X—Y—tn+k—2,1—33\/n o <Hx —py < X =Y +tnip—21-251 —+ k:) :

Abbiamo dunque 'intervallo di confidenza di livello 1 — «

. — /1 1 — = — /1 1
(Li,Ls):<X—Y—tn+k—2,1—gS - E’X_Y+tn+k—2,1—%s n+k:>

8.2 Test d’ipotesi per la differenza dei valori attesi di campioni gaussiani

Supponiamo di avere due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X: X1, ..., X, Px,=N(px,0%),
Y:Y1, ..., Y Py, = N (uy,0%).
Vogliamo testare
Hy: px — py =d Hy: px — py # d.

Osserviamo che px — py = d se e solo se | [Y — ﬂ =d.
Distinguiamo tre diversi casi

8.2.1 Le varianze agf e 012/ sono note

2 2 J— J—
Sappiamo che P = N (,u,m, %), Py=N (,uy, ‘%’) Considero la v.a. W := X — Y. Poiché
i due campioni sono indipendenti, anche X e Y sono indipendenti, abbiamo che

2 2
g g

IPW:N<NX_MYaX+Y>-
n k

2 2
o o
Dunque Hj e vera se e solo se Py = N <d, =X 4 l::/> Stabilisco quindi il seguente criterio
n
di accettazione:
Accetto Hyseesolose lw—d|=[T—7—d| <e.

La probabilita di commettere errore di prima specie vale allora

W —d €

o =P (W —d|2elux —py =d) =P | =5 €y —d
9x L %v 9x | %
n k n k

7
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D’altra parte, se Hy e vera, allora Z :=

W —d
ha distribuzione gaussiana standard
% o7
n k
N (0,1), e dunque dovremo scegliere = Z{_a OVVero
o3 N ol 2
n k

2 2
g g
X Y
E=Zz1_a\| — + —/—.
2V n k

Dunque

accetto l'ipotesi Ho se [T —§ —d| < 21-¢

3 ‘;?w

+

o

e la rifiuto altrimenti.

) 2
Osservazione 8.2.1. Se 0‘_%( = 012/ =0l ek =nmn, allora e = zlaao\/>.
2 n

8.2.2 Le varianze a_%( e U%/ sono ignote ma si possono ritenere uguali
Consideriamo le due varianze campionarie

1 <& _ 1 < —
k=D (X =X)P == (VY
n—1~+4 k—1+4
=1 7=1
—1)8%
Indico con o2 il comune valore di J§< e 032/. Sappiamo che Vx := w segue la distribu-
o
k—1)S2
zione x2_,, e che Vy := (k= 1Sy

5 Y segue la distribuzione X%_l. Inoltre, poiché i due campioni
sono indipendenti, anche VXUe V3 sono idipendenti. Dunque, per il Teorema 4.3.2, Vx + Vy
segue la distribuzione X%71+k71 = X%+k72

D’altra parte

—1)5% + (k—1)5%
Vi Ve = 2T DSK A+ (k= DSy

n+k—2 (n—-1)S% + (k—1)S}
o2 - o2 n+k—2 '
Se definiamo la statistica:
. (n—1)S% + (k—1)S%

n+k—2
abbiamo

=2
-2
Vi 4V = PHE=2)ST

o2
. = = C 5 (1
Inoltre sappiamo che X — Y ha distribuzione N | ux — py, o

1
E + k‘))’ qumdl
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ha distribuzione gaussiana standard N (0,1). Considero

X-Y—-dvn+k—-2 X-Y-d vn+k—2

g¢+1\”k+%” ¢1+1 ¢m—1w§+w—1w§
n k n k

T :=

Poiché i due campioni sono gaussiani e indipendenti le v.a. X, 5’%(, Ye S%/ sono indipendenti,
quindi X —Y e Vx + V4 sono indipendenti, e dunque px — py = d se e solo se e E[T] = 0.
Infatti, per 'indipendenza, si ha

EX-Y-d] 1
E[T] = + vn+k— E[m}

1

1
n
Come criterio di accettazione per l'ipotesi nulla Hy scelgo pertanto [t| < e.

Inoltre, se Hy ¢ vera, allora per il Teorema 4.3.8 la v.a. T segue la distribuzione t(n+k—2).
La probabilita di commettere errore di prima specie ¢ quindi o = P (|T'| > ¢). Fissato il livello
di significativita «, devo dunque scegliere € = tntk—2,1-9 -

Siano x: 1, ..., Tn e yY: Y1, ..., Yx i dati, T e ¥ le rispettive medie, s2 e 32 le rispettive
varianze:

|z —7 —d| vn+k—2

\/1+; (n—1)s% + (k= 1)},
n

accetto Hy se

<tntk—21-9, € la rifiuto altrimenti.

8.3 Test d’ipotesi per I'uguaglianza delle varianze di campioni gaussiani

Introduciamo prima una nuova distribuzione.

8.3.1 Distribuzione di Fisher-Snedecor a k e n gradi di liberta

Si puo dimostrare che la funzione

m EY? @ttt
flz) = F@)F(Z) (”) < ]{;x>2

v
8
N

e una densita di probabilita. La distribuzione assolutamente continua ad essa associata si dice
distribuzione di Fisher-Snedecor a k ed n gradi di liberta, o semplicemente distribuzione di
Fisher a k ed n gradi di liberta.

Si puo dimostrare che se F' ¢ una variabile aleatoria con questa distribuzione, allora

n?(k+n—2)
n s, ey e VR
o non esiste n=1,2.

79



Appunti di Statistica per Metodi matematici — B047 — a.a. 2018-19 30 maggio 2019

Teorema 8.3.1. Siano U e V wariabili aleatorie indipendenti con distribuzioni Py = X%;
U/k .
Py = x2. Allora la v.a. F := V; seque la distribuzione di Fisher-Snedecor con k ed n gradi
n
di liberta.

Dimostrazione. Sappiamo che Py = f(u)du, Py = g(v)dv dove

Flu) = r(
L0 u <0,
¢ n
1 1\2 »_ v
N
9 2
0 v < 0.

Possiamo scrivere F' = p o (U, V) dove

un

— v #0,
©: (u,v) € R? = { kv 7
0 v=0.

Sia 1¥: R — R una funzione di Borel non negativa. Abbiamo

/ byt = | w(p(u,v)Pry (dudo)
R R2

k+n
1 1) 2 n —
= / (G (@) — N T <> uplysl exp ((u + v)> dudv
(0400)2  “EU/ o k r (@) 2 2
2 2
sostituiamo t = %, u = @t, du = @dt
kv n n
oo BN 2 +oo - kt
= w@)é <1> (k) 3! (/ y T Lexp (U (1 + )) dv) dt
0 r k r (ﬂ) 2 n 0 2 n
2 2
titui v 1+@ _vn+kt  2nx do — 2n
sostituiamo z = o =5 ’v_n+kt’ v_n—i—ktx
oo RN 0 o \'E ki
= ¢(t); <1) ) <k> : pal / ( n ) ’ e dy | dt
0 r(F\r (@) 2 n 0o \n+kt
2 2
k+n
o T < 2 ) no\ ' k\?
= ¥(t) < ) () t271de
0 r k r (ﬂ) n+ kt n
2 2
da cui la tesi. ]
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Osservazione 8.3.1. Indichiamo con f} ,, « il quantile di livello o associato alla distribuzione
di Fisher di parametri & ed n. Siano U e V sono come nel Teorema 8.3.1: U e V variabili
aleatorie indipendenti con distribuzioni Py = x3, Py = x2 e sia o € (0,1). Si ha

a=P (% < fk,n,a) =P <<1(Z:> h = fk,ln,a)

Vin 1 ) (V/n 1 )
=P > =1-P| L=<
(U/k N fk,n,a U/k - fk,n,a
V/n 1 1
Pl|—+-< =1- i0¢ = fnkl—a-
ovVero <U/k: < fk,n,a) « cioe e frge

8.4 Test d’ipotesi per 1’'uguaglianza delle varianze di campioni gaussiani

Supponiamo di avere due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X: Xy, ..., Xy Px,=N(ux,0%),
Y:Yy, ..., Y, Py, = N (uy,03).
Vogliamo testare
Hy : 0% =o¥ Hy: oy # 0¥,

Sappiamo che ng e 512, sono stimatori non distorti di 03( e a%, rispettivamente. Dunque:

2
s
accettiamo Hy se 1 —e1 < —QX < 1+ &9, rifiutiamo altrimenti.
s
Y
Per scegliere €1 ed 2 in base al livello di significativita desiderato, consideriamo le v.a.
(k—1)S% (n—1)S%

VX == 72 y VY g 5
Ox Oy

2 /2

SX/UX

2/ 2

SY/UY

Sappiamo che Py, = X%fl, Py, = X%_y Dunque, la v.a. segue la distribuzione di

Fisher con k —1 ed n — 1 gradi di liberta. In particolare Hy € vera se e solo se F' :=

2
S—Xseue

5 568

Y

la distribuzione di Fisher con £ — 1 ed n — 1 gradi di liberta.
Abbiamo dunque

SQ 52
az]P(S)Q(gl—eﬂag(:J}%)%—]P(X21+€2|0’§(202>.

SQ
Y Y
Scegliamo di distribuire equamente [’errore imponendo
@ 5?2
5 =P (5,;;51—51\0—%(:0%) =P(F<1—¢)
@ S% 2 2
Y

Dovra dunque essere 1 — e = fk_l,n_L%, 1+e9= fk_lm_l’l_%. In definitiva:

2
S . . .
accetto Hy se fk,l,n,L% < —QX < fk,l,n,l,l,%. Rifiuto altrimenti.
s
Y
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