Test d’ipotesi



Struttura di un test d’ipotesi lancio di una moneta
@ Definisco I'insieme delle distribuzioni compatibili con il campione
X11 IO Xn B(p):pe [011]

@ Definisco l'ipotesi da testare, detta ipotesi nulla Hy
Le ipotesi si possono suddividere in due grandi famiglie:
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Struttura di un test d’ipotesi lancio di una moneta

@ Definisco I'insieme delle distribuzioni compatibili con il campione
X11 IO Xn B(p):pe [011]

@ Definisco l'ipotesi da testare, detta ipotesi nulla Hy
Le ipotesi si possono suddividere in due grandi famiglie:

» ipotesi parametriche: |a distribuzione del campione & nota a meno di
un parametro 0, scalare o vettoriale.

Hy : 0By CO p=0.5

» ipotesi non parametriche: sono ipotesi sul tipo di distribuzione del
campione ovvero sulla sua legge

Ho : Fx)eJFyCT

Ipotesi semplice se By 0 Fy € costituito da un solo elemento,
composta altrimenti



@ Definisco l'ipotesi alternativa Hs che € da considerarsi valida quando
si rifiuta Hp.

Hp - 0 € O4, O Z:@\®o p7é0.5
Hp - F(X)Efﬂ F1 Z:?\go

@ Definisco una statistica @ (Xi, ..., Xj) con distribuzione nota quando

Hy & vera. X
@ Suddivido lo spazio G delle possibili osservazioni di ¢ in due insiemi
disgiunti:
» A, regione di accettazione di Hy; (0.5—¢,05+¢)
» C:= G\ A, regione critica. [0,05—¢]U[0.5+ ¢, 1]
@ Siformula la regola di decisione:
» accetto Hy se @(xy, ..., X,) € A, Xe (05—¢,05+¢)
» rifiuto Hp se (x4, ..., x,) ¢ A, ovverose @(xq, ..., X,) € C.
X¢(05—¢,05+¢)



Errore di prima specie, significativita del test

Sulla base dei dati rigettiamo Hy quando essa in realta & vera.
Definisco livello di significativita del test la probabilita che cid accada:

o:=P (X, ..., X)) € ClHy) .

1 — « & detto livello di fiducia del test.




Errore di prima specie, significativita del test

Sulla base dei dati rigettiamo Hy quando essa in realta & vera.
Definisco livello di significativita del test la probabilita che cid accada:

o:=P (X, ..., X)) € ClHy) .

1 — « & detto livello di fiducia del test.

Errore di seconda specie, potenza del test

Sulla base dei dati accettiamo Hy quando essa é falsa.

B:=P(p(Xy, ..., Xn) € AlHa) .

1 — 3 & detto potenza del test.

se Hy e un’ipotesi composta, allora 3 € una funzione 3(0), 6 € ©4.




Test d’ipotesi per il valore atteso di campioni
gaussiani a varianza nota



Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p incognito e varianza
2
0 nota.

@ Hp: I = Ho, Ha: H 7 Ho
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Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p incognito e varianza
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0 nota.
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@ Sappiamo che Py, = N (po, 0?) <= E [X]| = no
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Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p incognito e varianza
2
0 nota.

@ Hp: I = Ho, Ha: H 7 Ho
@ Sappiamo che Py, = N (po, 0?) <= E [X]| = no
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se [X — | < ¢.
@ Livello di significativita
=P (|X—uo| > eln=po)
Devo determinare ¢ in funzione di «

o2
Ho vera =— Py =N (po, n>

X — 1o

o

NG

0 7 =

- IPZ:N(O,1).









Formulazione del criterio

n
C o1 )
Presiidati x4, ..., xp, SiaXx = . Z X; la loro media:
i=1

_ o . . .
accetto Hp se [X — ol < —=2Z1_ g€ la rifiuto altrimenti.

n



Curva operativa caratteristica

Se H, ¢ falsa, 1 # 1, commetto errore di seconda specie con probabilita

_ (0
B(u)ZP(!X—M\<ﬁZ1%|E[XJ: )
_p o X ¢
= HO_%A_% < <HO+%Z1—%|E[XI]:
_ X — —
:]P(HOUM—Z1§‘< U”<u°gu+z1ocllE[X,]=u>
n Vn Vn
— 0 (HOU—H_’_ZPZC) _ 0 (HOU—H_FZ(;)
v v



0<® (uo b + Zg) < % — trascurabile

In particolare



Oltre ad « voglio limitare anche () < [3 per un qualche p fissato. Basta

imporre
[3203 (HO—H+Z1_(;>

o
NG




Oltre ad « voglio limitare anche () < [3 per un qualche p fissato. Basta

imporre
5 Ho — 1
f3>®< s +Z1—g>
ﬁ
Ho — M
Zp 2 5 Ta-g
NG



Oltre ad « voglio limitare anche () < [3 per un qualche p fissato. Basta

imporre
A Ho — 1
f3>®< s +Z1—g>
vn
Ho — K
Zp 22— T2a-g
vn
Ho — 1
o ST
vn



Oltre ad « voglio limitare anche () < [3 per un qualche p fissato. Basta

imporre
5 Ho — M
>0 ( 5 +Z1—g>

>P~0—PL

+Z17%




< Ho

In questo caso




x

sup B(p) ~d <z1,g> =1——.
<11 2 2

Supponiamo di voler limitare (oltre ad «) anche (1) =

pro (M)
Vn




x

sup B(p) ~d <z1,g> =1——.
<11 2 2

Supponiamo di voler limitare (oltre ad «) anche (1) =




Test unilaterale inferiore con Hy semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1= Ho Ha: 1> Ho
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Test unilaterale inferiore con Hy semplice
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@ Hy: 1= Ho Ha: 1> Ho
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@ Livello di significativita
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Devo determinare ¢ in funzione di «

2
@ Hyvera = ]PX:N<uo,c;>



Test unilaterale inferiore con Hy semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1= Ho Ha: 1> Ho

@ Critrio di accettazione: accetto Hy se e solo se X < g + €.
@ Livello di significativita

x=P (X = po+elp=npo).

Devo determinare ¢ in funzione di «

2
@ Hyvera = ]PX:N<uo,c;>

— IPZ:N(O,U



x=P (X >po+elp=mpo) =P X — 1o € )

:]P<Z>Eon>:1—]?<2<”>



- X — €
CXZIP(X>H0+5M:HO):IP< H»0>7 Zuo)

:IP<Z2H>:1_]P<Z<”>
(0} (0}



Formulazione del criterio

n
C o1 .
Presiidati x{, ..., xp, siax = - 21 X; la loro media:
=

o - . .
Z1_« € larifiuto altrimenti.

7

accetto Hy se x < o +



Test unilaterale inferiore con Hy composta
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Test unilaterale inferiore con Hy composta

Xi, ..., Xpun campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hp: 1< Mo Ha - B> Ho

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se X < yp + €.
@ Livello di significativita

P (X > po+ el < no)



Test unilaterale inferiore con Hy composta

Xi, ..., Xpun campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hp: 1< Mo Ha - B> Ho

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se X < yp + €.
@ Livello di significativita

P (X > po+ el < no)

@ Se Py, = N (u, 0?)




—

v - —HtE
IP(X>uo+eIIE[Xf]=u):IP< i”?“’ ; |E[7]:u>









P(X>u+eBE[X]=p)<a VYu<u



P(X>u+eBE[X]=p)<a VYu<u



i 7
IP(Z> (uo—qus)ﬁ>1_]P<Z< (uo—u+e)ﬁ>
o (o2
—1 q><(“°“+€)ﬁ> <1_<D<£n><oc
o o

P(X>u+eBE[X]=p)<a VYu<u
Scelgo ¢ tale che modo da avere 1 — © (Mv) = « cioé

o

o,
N

E =



Criterio di accettazione

n
Ce , _ 1 .
Presiidati x1, ..., xn, Siadunque X = . E X; la loro media.
i=1

Accetto Hy se X < yo + 1_ o € larifiuto altrimenti.

o,
Vvn



Test unilaterale superiore con Hy semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1= Ho Ha: p < o



Test unilaterale superiore con Hy semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1= Ho Ha: p < o

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se se X > g — e.



Test unilaterale superiore con Hy semplice
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@ Hy: 1= Ho Ha: p < o
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@ Livello di significativita:

P(X<po—elp=n) =«



Test unilaterale superiore con Hy semplice

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1= Ho Ha: p < o

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se se X > g — e.
@ Livello di significativita:

P(X<po—elp=n) =«



Criterio di accettazione

n
Ce , _ 1 .
Presiidati x1, ..., xn, Siadunque X = . E X; la loro media.
i=1

o
Accetto Hp se X > 1wg — —=2z1_ € larifiuto altrimenti.

Vvn



Test unilaterale superiore con Hy composta
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Test unilaterale superiore con Hy composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1> Ho Ha:p < po.

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se X > g — «.



Test unilaterale superiore con Hy composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1> Ho Ha:p < po.

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se X > g — «.
@ Livello di significativita:

oc:IP(Yg |,L0—£|IE[ﬂ guo).



Test unilaterale superiore con Hy composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p incognito e
varianza o2 nota.
@ Hy: 1> Ho Ha:p < po.

@ Criterio di accettazione: accetto Hy se X > g — «.
@ Livello di significativita:
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Criterio di accettazione

n
Ce , _ 1 .
Presiidati x1, ..., xn, Siadunque X = . E X; la loro media.
i=1

o
Accetto Hp se X > 1wg — —=2z1_ € larifiuto altrimenti.

Vvn



Test d’ipotesi per il valore atteso di campioni
gaussiani a varianza ignota



Test bilaterale

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p e varianza o2
entrambi ignoti
@ Hy: 1= Ho Ha: H 7 Ho



Test bilaterale

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza o2
entrambi ignoti

@ Hy: 1= Ho Ha: H 7 Ho
(X —wo)vnl v 1]
o b —5 =E [X— o) vnE N =0
— E[X] =np < Hoévera



Test bilaterale

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p e varianza o2
entrambi ignoti

@ Hy: 1= Ho Ha: H 7 Ho

(X — uo)v/n v 1
oEl— | =E[X— nkE|—| =0
[ S [ HO} vn &
— E[X] =np < Hoévera
@ Considero t := w:



Test bilaterale

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p e varianza o2
entrambi ignoti

@ Hy: 1= Ho Ha: H 7 Ho

(X — uo)v/n v 1
oEl— | =E[X— nkE|—| =0
[ S [X = o] v7 V&2
— E[X] =np < Hoévera
(X — po)v/n,

@ Considero t := S

@ accetto Hy se e solose |t| < ¢



(X —uo)v/n
S

@ Hyvera — T = ha distribuzione t(n—1).



@ Hyvera — T = n ha distribuzione t(n—1).

(X — 1)/
S
@ Livello di significativita

x=P(T|>e)=P(T>e)+P(T < —¢)
— 1 Frle)+ Fr(—) =2(1— Fr(¢)



@ Hyvera — T = n ha distribuzione t(n—1).

(X — 1)/
S
@ Livello di significativita
x=P(T|>e)=P(T>e)+P(T < —¢)
=1—Fr(e)+ Fr(—e) =2(1— Fr (&)

— Fr(e):1—% = e=th11-¢



Criterio di accettazione

(X — Ho)ﬁ_

Presiidati x1, ..., Xxp, siadunque fp = S
Accetto Hy se e solo se |fy] < th—1,1—¢ e larifiuto altrimenti, ovvero

accetto Hy se e solo se

fh1,1-¢8

uO_T

fh—1,1-¢8

n

<X < Mo+



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi ignoti
@ Hp: 1= Ho, Ha : K> Ho



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi ignoti
@ Hp: 1= Ho, Ha : K> Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;LO)\F <€



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi ignoti
@ Hp: 1= Ho, Ha : K> Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;LO)\F <€

@ Livello di significativita:

WP(W

dove Py =t(n—1).

>e|p.—u0> =P(T>¢)=1—Fr(e).



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi ignoti
@ Hp: 1= Ho, Ha : K> Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;LO)\F <€

@ Livello di significativita:

X —
(X—IP<(§0)\/E>E|]J.—LLO>—IP(T>E)—1—FT(5)-
dove Py =t(n—1).
0 — Frle)=1—a <= e=th11-«



Criterio di accettazione

Presiidati x1, ..., xp, siadunque f =
se ly < fh—1,1—« OVVero

. Accetto Hy se e solo

(X — wo)v/n
s

accetto Hy se e solo se

tnf1,1foc5

NG

X < Mo +



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 < Mo, Hy : B> Mo



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 < Mo, Hy : B> Mo
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;0)\[ < e.



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hy: 1 < Mo, Ha : 1> Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;0)\[ < e.

@ Livello di significativita

P(W>€|Em=u<uo>.



Test unilaterale inferiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 < Mo, Hy : B> Mo

X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;0)\[ < e.

@ Livello di significativita

P(W>€|Em=u<uo>.

@ Hyvera = ]EW]:uguo ==










Criterio di accettazione

. X — n
Presiidati X1, ..., X, sia ty = (;‘O)f
Accetto Hp se e solo se fp < fp—1,1—« OVVero

accetto Hy se e solo se

11—« S

vn

X< o+



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi incogniti
@ Hp: 1= Ho, Ha : K< Ho



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 = Ho, Ha : K < Ho
. X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;LO)\F > —¢



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 = Ho, Ha : K < Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;LO)\F > —¢

@ Livello di significativita

dove Pr =t(n—1)



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla semplice

X1, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso u e varianza 0?2
entrambi incogniti
@ Hp: 1 = Ho, Ha : K < Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (;LO)\F > —¢

@ Livello di significativita

a—P <(X‘§°W < —elu= uo> _P (T < —¢) = Fr(—e)

dove Pr =t(n—1)
0 = Fr(—¢g)l=a < e=—th1a=l11-«



Criterio di accettazione

(X — 1o)v/n
—

Presiidati x1, ..., xp, Siadunque f =
Accetto Hp se e solo se Iy > —f—11—«

ovvero accetto Hy se e solo se

fh—11-« S

vn

X = Yo —



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hyp: W > Uo, Hy - B < Ho



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hyp: W > Uo, Hy - B < Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (l\:))\F > —¢.



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hyp: W > Uo, Hy - B < Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (l\:))\F > —¢.

@ Livello di significativita

P<W<—€Em =pu> uo>



Test unilaterale superiore con ipotesi nulla composta

Xy, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso w e varianza o2
entrambi incogniti
@ Hp: 1= o, Ha : H < Ho
X — n
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se (l\:))\F > —¢.
@ Livello di significativita
X — n
P <(g°)f<—elE X]=pn> uo>
@ Hyvera — EW] =u=u =
X — X — n
(X —o)V/n S | wvn_ T Pr=tn_1)



Hoverap > uy —



Hoverap > uy —

o {(X—uo)ﬁ<_€}c{(x—su)ﬁ<_£}
(E5 )

<1P< S)f _suEm_u)
=P (T<—¢)=Fr(—¢)=1—Fr(e)=



Hoverap > uy —

. {“_W<—€}C{W<—ﬁ}

p (b < x] )

<1P< S)f _suEm—u)
=P (T<—¢)=Fr(—¢)=1—Fr(e)=

0 — 1—Frle)=a <= e=th 11—«



Criterio di accettazione

Presiidati x1, ..., xp, Siadunque f =
Accetto Hp se ty > —tp—1,1—«, OVVEro

(X — 1o)v/n
—

accetto Hy se e solo se

11—« S

vn

X = Yo —



Test d’ipotesi per la varianza di campioni gaussiani



Test bilaterale

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso 1 (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
. 2 _ 2 . 2 2
@ Hy: 0° = 0y Ha: 0° # 0y



Test bilaterale

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso 1 (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
. 2 _ 2 . 2 2
@ Hy: 0° = 0y Ha: 0° # 0y

2

2
@ Hovera < E[$?] =0} «— ]E[S] =1
%



Test bilaterale

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso 1 (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
. 2 _ 2 . 2 2
@ Hy: 0° = 0y Ha: 0° # 0y

82
® Hyvera < E[S?] =0f — E[Z] =1
O
0
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se

)
S

1—e1 <5 <1+ey, €1,€0 >0
o
0

(n—1)s?

= (=D —e) <3

< (n—1)(1 + e2).



Test bilaterale

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso 1 (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
. 2 _ 2 . 2 2
@ Hy: 0° = 0y Ha: 0° # 0y

82
® Hyvera < E[S?] =0f — E[Z] =1
O
0
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se

2

1—€1<7<1+£2, €1,60 >0
0o

(n—1)s?

= (=D —e) <3

< (n—=1)(1 +e2).
@ Livello di significativita:

(n—1)8?

>
0o

V= Hovera <= Py =x2_,



Hy vera —

s2 s o s? >

x=P| 5 >1+elo"=o05 | +P (=5 <1—¢4[0° =07

o o
0 0

<(n—;)82 > (n—1)(1 + €2)|0® = O'%)

—— < (n—1)(1 —¢4)|0? :GS>

(V>(n—-1)14+e)+P (V< (n—1)1—¢1)).



Hy vera —

82

82
oc:]P<2>1+82|62:G§>—|—IP<02<1—£1|02:Gg>
o

0 0

> (n—1)(1 4 e2)|0® = O'%)

P <(n—1)(1—e1)|02=08>
=P(V>n—1)1+e))+P(V<(n—1)1—¢1)).
Possibile scelta:

P(V>(n—1)(1+¢)) = cioé (n—1)(1+€2):)(%71’17%

IR R

P(V<(n—=1)(1—¢)) = cioé (n—1)(1—e1)zxi,1,%

N
o



Criterio di accettazione

2
5 (n—1)s 5
Accetto Ho se e solo se x;, 1 « < T2 < Xp1,1-g Ovvero
0

accetto Hy se e solo se

2 2
(0 O]
0 2 2 0
o < ST K
Xn—1.8 n—1

2
Xn—1,1-¢%



Test unilaterale inferiore con ipotesi semplice

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.

@ Hy: 0? = o3 Hy - 0? > o3



Test unilaterale inferiore con ipotesi semplice

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.

@ Hy: 0? = o3 Hy - 0? > o3

L . s?
@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se

j<1+8
0o



Test unilaterale inferiore con ipotesi semplice

Xi, ..., X, campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
@ Hy: 0? = o3 Hy - 0? > o3
2
N : S
@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se — < 1+¢
0o
@ Livello di significativita:
n—1)82
V= (02), Hovera <= Py =x3_,
0



Hy vera —

2 _ 2
0o 0p

= 1-Fy((n—-1N1+e))=a = (n—1)(1+e) =X 11«



Criterio di accettazione

(n—1)s? 5
Accetto Hy se e solo se ———5— < X[,_11_, OVVero
P ,

0
acccetto Hp se e solo se

2
(o)
< 20
n—1

2
Xn—11—«



Test unilaterale inferiore con ipotesi composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso i (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.

@ Hy: 0? < o3 Hp : 0? > o3



Test unilaterale inferiore con ipotesi composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso i (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
@ Hy: 0? < o3 Hp : 0? > o3
2
@ Criterio di accettazione: — < 1+¢
(0
0



Test unilaterale inferiore con ipotesi composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso i (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
@ Hy: 0? < o3 Hp : 0? > o3
2
@ Criterio di accettazione: — < 1+¢
(0
0

@ Livello di significativita:

Vo (n—1)82,

= se Var [X] = 0®° = Py :X%71



> 29(n—1)(1 +¢)| Var [X] = 0® < oo>
o

- <V> G—é(n—ﬂﬁ +£)> =1—Fy <§§(n—1)(1 +€)>



Hp (Var [Xj] = 0® < 03) vera =

2
0
. 2 2
b (mws>§o(,,_m H)Var[x,]:az@o)

V> G—é(n—ﬂﬁ +£)> =1—Fy <g§(n—1)(1 +£)>

X
2
(02<0-2 — %\1)
00
= 1-Fln-1N+e))=a <= (n—1)1+e)=x2_11 «



Criterio di accettazione

(n—1)s?

2
accetto Hp se e solo se T2 < Xn-1,1-qOVVEro
0

accetto Hy se e solo se

2
O
< 20
n—1

2
Xn—11—«



Test unilaterale superiore con ipotesi semplice
Xi, ..., Xy un campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e

varianza o2 incognita

@ Hp: 0?2 =03 Ha: 0? < 03



Test unilaterale superiore con ipotesi semplice
Xi, ..., Xy un campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita
@ Hy: 0?2 =03 Hy 0? < 03
2

. . . S

@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se — 2 1—¢
O
0



Test unilaterale superiore con ipotesi semplice
Xi, ..., Xy un campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita
@ Hy: 0?2 =03 Hy 0? < 03
2

. . . S

@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se — 2 1—¢
O
0

@ Livello di significativita:

(n—1)8?

2 1
00

V.= Hovera <= Py =x2 ,



Test unilaterale superiore con ipotesi semplice
Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso p (noto o incognito) e
varianza o2 incognita
@ Hy: 0?2 =03 Hy 0? < 03
2

. . . S

@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se — 2 1—¢
O
0

@ Livello di significativita:

(n—1)8?

2 1
00

V.= Hovera <= Py =x2 ,

82
e x="P <2< 1 —£|02:G§> =Fy((n—1)(1—¢))
0o

= (n—1)(1—-e)=x%_14



Criterio di accettazione

(n—1)s* _ ,
Accetto Hp se e solo se ———5— > Xj,_1 , OvVero
e ,

0
accetto Hy se e solo se

2
(o)
§?> 20
n—1

2
an1,oc



Test unilaterale superiore con ipotesi composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso i (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.

@ Hy: 0? > o3 Hp : 0? < 03



Test unilaterale superiore con ipotesi composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso i (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.
@ Hy: 0? > o3 Hp : 0? < 03
2
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solose — > 1—¢
(0
0



Test unilaterale superiore con ipotesi composta

Xi, ..., X, un campione gaussiano di valore atteso i (noto o incognito) e
varianza o2 incognita.

@ Hy: 0? > o3 Hp : 0? < 03

2

o . s

@ Criterio di accettazione: accetto Hp se e solo se —=21—¢
0o

@ Livello di significativita:

(n—1)8?

V.= =

se Var[Xj] =0? = Py =%x2_,



S? ) ,
O

0

:]P<(n—1)82 o3

:/:V<(y
(0}

2
0

2

o2 <Gg(n_1)(1—s)|Var[X,-]2022(;%)

(n—1)(1 —e)) <A (n—(1—¢)=a



Criterio di accettazione

(n—1)s* _ ,
Accetto Hp se e solo se ———5— > Xj,_1 , OvVero
e ,

0
accetto Hy se se e solo se

2
(o)
s?> 20
n—1

2
an1,oc



Intervalli di confidenza e Test di ipotesi per il
confronto di campioni gaussiani



Intervalli di confidenza per la differenza dei valori attesi di

campioni gaussiani
Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X: X, ..., Xo Py =N(ux, 0%),
YiYi, oo, Yo Py =N(uy,of).

Costruire un intervallo di confidenza per la differenza py — py. \

Si puo dimostrare che X — Y é stimatore di massima verosimiglianza per

Hx — Hy.

Consideriamo due casi distinti (ma non esaustivi)



1: Le varianze o2 e 02 sono note
X Y

(*] IPX,.:N(LL)(, 0'5(), IPy.:N(p,y,G%/) —

J



1: Le varianze 0% e 0% sono note

(*] IPX,.:N(LL)(, 0'5(), IPy.:N(p,y,G%/) —

J

2 2
o Ox - Oy
]PX—N<Hx,n), Py N(H%,{)-

X =Y —(ux —uy)
0.2 2
Ox %
n k

o Z = = Pz=N(0,1)




1: Le varianze 0% e 0% sono note

(*] IPX,.:N(LL)(, 0'5(), IPyj:N(p,y,G%/) —

e 7 :— = P N(0,1)
02 02
% , O
n k

e 1—a="P th

F




Intervallo di confidenza bilaterale di livello 1 — «

<]

> [

2 2 2
Oy v v Ox , 9y
— X—=Y+zi_a\| =+ —

+ +zog| |+

nlR




Intervalli unilaterali

Analogamente si dimostra che

2 2
o (~o0,La) = {—00, X~ V-t 210 4 0¥

€ un intervallo di confidenza inferiore di livello 1 — «;




Intervalli unilaterali

Analogamente si dimostra che
2 2
@ (—oo,Ls) = —OO,Y—7+Z17(X 0—7/;( + %

€ un intervallo di confidenza inferiore di livello 1 — «;

. 0—2 0_2
° (L,,+OO): X—Y—Z17(x 7X+7Y,+OO

e un intervallo di confidenza superiore di livello 1 — «.




Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o2 := il comune valore delle due varianze.

1 - 1 v
° Sf(:FZ?:dX/—X)Z, S%:ﬁzlkﬂ(yf_y)z



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

02 := il comune valore delle due varianze.
1 — 1 —
0 Sf=—YL(Xi—X?  Sh= oYY YP?
n—1)82 k—1)82
@ Vx:= ( 0.2) X Vy= ( 0_2) r,



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o2 := il comune valore delle due varianze.
o Sy = LTI X-XP S-Sk (VP
ELESIE 154
o — Py, =x2, Py, =x2, Vxe Vysonoindipendenti



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o2 := il comune valore delle due varianze.
0 Sy = YT (X-XP  Sy= Sl (VP
ELESIE 154
o — Py, =x2, Py, =x2, Vxe Vysonoindipendenti

_ 2
¢ = Pvytvy = Xntk—2



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o2 := il comune valore delle due varianze.
1 — 1 —
0 Sf=—YL(Xi—X?  Sh= oYY YP?
—1)82 k—1)82

[
!
=
<
7

Py, =x% 4. Vxe Vy sono indipendenti

* — IPVx+VY:X$7+k—2
—1)S% + (k—1)S%
OVx—i-V:(n )x“;( )Sy
o
:n+k—ZM—1B§+M—1B$
02 n+k—2



o &P (n—1)S% + (k—1)S%
n+k—2




=2 (n—=1)8+(k—1)S%

° S = n+k—2
—2
n+k—2)S
) VX+VY:%
o



2

(n—1)S%+ (k—1)S}

°5 = n+k—2
=2
n+k—2)8
on'i‘Vy %
o




_(n—1)S%+(k—1)5%

° S = n+k—2
—2
n+k—2)S
") VX_i_VY:%
o




2 (n—1)8%+ (k—1)8%

° S = n+k—2
—2
n+k—2)S
ow+w:L—747
o

o 7= — P;=N(0,1)
o %+%
o T ZVNtk—2 X-V-—(ux—ny Vntk—2
VVx+ Vy 141 Vin=1)82 +(k—1)S
X—=Y—(ux—uy) 1
141 S




FRTA | DIMAL

E

@ Campioni sono gaussiani e indipendenti



@ Campioni sono gaussiani e indipendenti
e = X,S%,Ye S2indipendent



@ Campioni sono gaussiani e indipendenti
e = X,S%,Ye S2indipendent
@ — X —Ye Vx+ Vyindipendenti



@ Campioni sono gaussiani e indipendenti
e = X,S%,Ye S2indipendent

@ — X —Ye Vx+ Vyindipendenti

0 — — Pr=tlriko

T—a=P | thpos< = <lppk—21-¢%




Intervallo di confidenza bilaterale di livello 1 — «




Test d’ipotesi per la differenza dei valori attesi di campioni
gaussiani

Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X:Xi, ..., Xo  Px =N(ux,0%),

1

YiYi, oo Yoo Py =N(ny,0%).

J



Test d’ipotesi per la differenza dei valori attesi di campioni
gaussiani

Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X:Xi, ..., Xa Py =N(ux, 0%),
YiYi oo Yoo Py =N(uy, 0%).
@ Hp: x —py =d Ha: Hx — Ky # d.



Test d’ipotesi per la differenza dei valori attesi di campioni
gaussiani

Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X:Xi, ..., Xa Py =N(ux, 0%),
YiYi oo Yoo Py =N(uy, 0%).
@ Hp: x —py =d Ha: Hx — Ky # d.

o ux—py=d <= E[X-Y]=d.



Test d’ipotesi per la differenza dei valori attesi di campioni
gaussiani

Due campioni, entrambi gaussiani e tra di loro indipendenti

X:Xi, ..., Xa Py =N(ux, 0%),
YiYi oo Yoo Py =N(uy, 0%).
@ Hp: x —py =d Ha: Hx — Ky # d.

o ux—py=d <= E[X-Y]=d.
@ Distinguiamo due diversi casi



Le varianze 0% e 0% sono note
0-2
(*) IPy—N(H»xy n) IPV—N<|~'LY, Y)



Le varianze 0% e 0% sono note
0-2
(*) IPy—N(H»xy n) IPV—N<|~'LY, Y)

. 0.2 0_2
oW =X-Y — IPW:N<}/Lx—},Ly,X—|—Y>



Le varianze 0% e 0% sono note
0-2
(*) IPy—N(H»xy n) IPV—N<|~'LY, Y)

. 0.2 0_2
oW =X-Y — IPW:N<}/Lx—},Ly,X—|—Y>

n k
2 2
@ Hyvera «— IPW—N<d G,;H—(;(Y)



Le varianze 0% e 0% sono note
0-2
(*) IPy—N(H»xy n) IPV—N<|~'LY, Y)

. 0.2 0_2
oW =X-Y — IPW:N<}/Lx—},Ly,X—|—Y)

n k
2 2
@ Hpvera < IPW—N<d G,;H—(;Y)

@ Criterio di accettazione: accetto Hy iff [w — d| =[x — y — d| < «.



Le varianze 0% e 0% sono note
0-2
(*) IPy—N(H»xy n) IPV—N<|~'LY, Y)

. 0.2 0_2
oW =X-Y — IPW:N<}/Lx—},Ly,X—|—Y)

n k
2 2
@ Hpvera < IPW—N<d G,;H—(;Y)

@ Criterio di accettazione: accetto Hy iff [w — d| =[x — y — d| < «.
@ Livello di significativita:

P (W —d| > elux —uy =d)

IW dl




SITA | DIMAL

511 S
FIRENZE | 5%




W—d

02:272 5
o o
X4 Y
n k

@ Hyvera, — Py, =N(0,1)



W—d

02:272 5
o o
X4 Y
n k

@ Hyvera, — Py, =N(0,1)

o Livello di significativita o s¢ ————= =215 <~
o% . 9%
AN + —
n k
2
o o

X 4

€=2{_a\| =+ -

=2\ p k




Criterio di accettazione

Accetto l'ipotesi Hp se e solo se

O
Y _ U X Ty
|x—y—d\<z1,% ; +

2
2 _ 2 _ 2 _ _
Sech—crY—croek—n,alloras_z1gcfo\/>.




Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o := il comune valore di 0% e 0%.
n

k
1 — 1 _
° 5% = E (Xi — X)?, Sizﬁz (Vi —Y)?
=

n—1+4
i=1



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o := il comune valore di 0% e 0%.

k

1 - 1 -

° S=——7) Xi—XP =23 (V)
j=1

(n—1)8% Vo (k—1)S%



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o := il comune valore di 0% e 0%.
1 & 1 &
2 Y2 2 __ V)2
°S —n_1;(x, X2, Sy_k—1jZ1(Yf V)
n—1)82 k—1)82
P Vx::(gz)x’ VY‘:(Uz)Y
o Py, =x2,, Py, =x%,, Vxe Vysonoidipendenti



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o := il comune valore di 0% e 0%.
1 & 1 &
0 S2 = X;i — X)? 2= Y, —Y)?
s n_1;(, 2o S k—1,§(’ )
n—1)82 k—1)82
o VX = 7( 2) X, Vy = 7( 2) Y
o o
o Py, =x2,, Py, =x%,, Vxe Vysonoidipendenti
® Puyivy =X5 14k 1 = Xaik 2



Le varianze o% e 0% sono ignote ma si possono ritenere
uguali

o := il comune valore di 0% e 0%.
n

k
1 - 1 —
2 _ Z W2 2 _ Z V2

(n—1)S% y (k—1)S%

Y -—
o2 ’ o2

(] in:

o Py, =x2,, Py, =x%,, Vxe Vysonoidipendenti
2 2
® Pyt = Xn—1+k—1 = Xn4k—2

—1)8% + (k—1)82
°Vx+VY:(n )X:z( )Y:

nt+k—2(n—182+(k—1)S%
02 n+k—2




o P (n—1)S% + (k—1)S%
n+k-—2




0 5 (
0: n
xt k—1)
_2 32
(”Y
+k—
= 2)8°

o
—
Vx + V,
Y:



o P (n—1)S% + (k—1)S%
n+k—2
(n+k—2)8
0—2

1 1
° ]Px_y:N<ux—uv,02 <n+k)>

o — Vy+Vy=



2. (-1 + (k-1
n+k—2
(n+k—2)8
0—2

o ]Px_y:N<ux—uv,02 <27+/1<)>

o — Vy+Vy=




s (=S (k=18
o n+k—2
2
k—2
o — Vyily= MTK-2S
o
o Py v=N 21y
X-Y — Hx — Ky, n Tk
0oz X=Y=Ux=w) _ p o no1)
/11
(0} E—i_R
o T X—Y—dvn+k—
\/ +1 \/Vx+VY
X—Y-— vn+ Kk —
1+t \/(n—1)s§(+(k—1)s2y




@ X, S%, Y e S% sono indipendenti



o X,
o X

S%, Y e S2 sono indipendenti
— Y e Vx + Vy sono indipendenti




@ X, S%, Y e S% sono indipendenti
@ X — Y e Vx + Vy sono indipendenti
@ ux—uy=dseesolosee E[T] =0



@ X, S%, Y e S% sono indipendenti
@ X — Y e Vx + Vy sono indipendenti

@ ux—uy=dseesolosee E[T] =0
Dim: Per I'indipendenza abbiamo

E[T] = E[x-¥

o

i
k

3\—‘

}WE[

seesolose E[X—Y —d] =0

1
v Vx + Vy:| N




@ X, S%, Y e S% sono indipendenti
@ X — Y e Vx + Vy sono indipendenti

@ ux—uy=dseesolosee E[T] =0
Dim: Per I'indipendenza abbiamo

E[T] = M\/n+k T,

k

Mk

S| =

seesolose E[X—Y —d] =0
@ Criterio di accettazione: accetto Hy se e solo se |f| < ¢




@ Livello di significativita: Hy vera =— Pr =t(n+ k —2)



@ Livello di significativita: Hy vera =— Pr =t(n+ k —2)
o x=P(T[>2¢) < e=thik21-¢



@ Livello di significativita: Hy vera =— Pr =t(n+ k —2)
o x=P(T[>2¢) < e=thik21-¢

Criterio di accettazione

... Y dati, X e y le rispettive medie, sZ e s7 le

X:X{, ..., Xn€Y: V1, .
rispettive varianze:

accetto Hy se e solo se

X —y—d| vn+k—2

T <lpik—21-2
\/+k V=18 + (k= 1)

n




LSRN

— x>0,

€ una densita di probabilita.
La distribuzione assolutamente continua ad essa associata si dice
distribuzione di Fisher(-Snedecor) a k ed n gradi di liberta



F variabile aleatoria con questa distribuzione,

2 (k+n—2)

o peo K(n—2)2(n—4) n>4,
E[F]={ "2 ' Var [F] = { 400 n=34,
+00 n=1,62, )
non esiste n=1,2.

Siano U e V v.a. indipendenti con distribuzioni Py = x4, Py = 2.

U/k

Allora la v.a. F := —— segue la distribuzione di Fisher-Snedecor con k ed

V/n

n gradi di liberta.




Quantili

f.n,« := quantile di livello « associato alla distribuzione di Fisher di
parametri k ed n.
U e V v.a. indipendenti con Py = x2, Py =3

€(0,1)

[ U/k B Uk '
= (yn < ">—P<<v/> - f>
V/n 1 B V/n 1
<U/k fk,n,a> =P (U/k s fk,n,a>

>:1—occioé

=

/n 1
U/k fk,n,oc

ovvero P < = fk1—«

k,n, o



Test d’ipotesi per 'uguaglianza delle varianze di campioni

gaussiani
Due campioni gaussiani e tra di loro indipendenti

X: X1, ..., X« Px=N(ux, 0%),

!

YiYi, ..., Yo Py =N(uy o%).

J



Test d’ipotesi per 'uguaglianza delle varianze di campioni

gaussiani
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Due campioni gaussiani e tra di loro indipendenti
X:Xi, ..., X« Py =N(ux, 0%),
Y:Yi, ... Yy Py =N(uy,df).
@ Hy: Gi—G%, Hp : 0% # 0%,

o E[S§] =0% E[S]|=0F
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@ Livello di significativita:
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SX 2
02 Py, = Xk—1 Vy =
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@ Scegliamo di distribuire equamente I'errore imponendo
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2 3
82
S=P (X o140y =03 ) =P (F>1+¢p)
2 3
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Criterio di accettazione

Accetto Hp se e solo se
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fitn—e < 5 <fe—1p-11-2
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