Statistica descrittiva



Popolazioni, individui e caratteri.

La statistica descrittiva si occupa dell’analisi di dati raccolti da una
popolazione, ovvero da un insieme di individui. In sintesi, dato un insieme
molto grande di dati, cosi grande che non & utile guardarlo dato per dati, si
cerca di estrarne delle informazioni sintetiche e tuttavia significative.



Popolazioni, individui e caratteri.

La statistica descrittiva si occupa dell’analisi di dati raccolti da una
popolazione, ovvero da un insieme di individui. In sintesi, dato un insieme
molto grande di dati, cosi grande che non & utile guardarlo dato per dati, si
cerca di estrarne delle informazioni sintetiche e tuttavia significative.
@ gli individui oggetto dell'indagine: ciascun individuo & un oggetto
singolo dell'indagine.

@ la popolazione, ovvero I'insieme degli individui oggetto dell'indagine.

@ il carattere osservato o variabile, che & la quantita misurata o la
qualita rilevata su ciascun individuo della popolazione.



Classificazione dei caratteri

@ caratteri numerici o quantitativi come I'altezza, il reddito familiare, il
numero dei componenti del nucleo familiare;

@ caratteri qualitativi come il colore degli occhi.



Classificazione dei caratteri

@ caratteri numerici o quantitativi come I'altezza, il reddito familiare, il
numero dei componenti del nucleo familiare;

@ caratteri qualitativi come il colore degli occhi.

| caratteri numerici a loro volta si possono suddividere in
@ caratteri numerici discreti che possono assumere solo un insieme
discreto di valori, come il numero dei componenti dei nuclei familiari;
@ caratteri numerici continui che variano con continuita ovvero con

una estrema accuratezza, eccessiva rispetto ai fini dell'indagine,
come l'altezza delle persone o il reddito annuo familiare.



Campione statistico, modalita e classi modali

Osservo un certo carattere su una popolazione di n individui. Abbiamo un
vettore delle osservazioni

X =(x1, ..., Xn)
che chiamiamo campione statistico di cardinalita n.

@ Se il campione & relativo ad un carattere qualitativo o numerico
discreto, chiamo modalita i valori che esso assume su un campione.
@ Se il campione ¢ relativo ad un carattere numerico continuo:
sia [a, b) un intervallo che contiene tutti i valori x;, i =1, ..., n.

Suddivido I'intervallo [a, b) in N parti uguali (N sara suggerito
dall’esperienza). Otteniamo N intervalli

b—a b—a
| = i — 1 i f=1,...,N.
= |a+(j—1) N atiTy ) j=1.....N

Ciascuno di questi intervalli, se contiene almeno una osservazione, &
detto classe di modalita.



Frequenza assoluta e frequenza relativa 1/2

Consideriamo un campione x = (x1, .
qualitativo o numerico discreto.
Il carattere osservato assume un certo numero di valori distinti

.., Xn) relativo ad un carattere

Z1, ..., Zk, 1<k<n

Perognij=1,..., k chiamo effettivo o frequenza assoluta della
modalita z; il numero

nj;:#{ie{t...,n}:x;:zj}

mentre chiamo frequenza relativa della modalita z; il numero

i
|
pii=



Frequenza assoluta e frequenza relativa 2/2

Se il carattere osservato & numerico continuo, si considera ciascuna
classe di modalita individuata

. b—a .b— ,
i:=la+(j—1) N ,a+j Na>, j=1,..., N

e si chiama frequenza assoluta o effettivo della classe di modalita /; il
numero

nj::#{ie{1,...,n}:x;€Ij}.

Come prima definiamo frequenza relativa della classe /; il numero

n.
N
pj=



Moda e valori modali

@ x =(xq1, ..., Xp) campione statistico

@ z{,2,..., 2 le modalita assunte (o /1, ..., Ix le classi di modalita
assunte)

@ p1, ..., Pk le relative frequenze relative.



Moda e valori modali

@ x =(xq1, ..., Xp) campione statistico
@ z{,2,..., 2 le modalita assunte (o /1, ..., Ix le classi di modalita
assunte)
@ p1, ..., Pk le relative frequenze relative.
Q@ Sedljec{1,2,..., k} tale che la modalita Z; (o laclasse f;) ha
frequenza massima, ovvero se esiste un unico j € {1,2, ..., k} tale
chep, =2 pVj=1,..., k, allora la modalita z; (o la classe /) si dice

moda del campione x.



Moda e valori modali

@ x =(xq1, ..., Xp) campione statistico

@ z{,2,..., 2 le modalita assunte (o /1, ..., Ix le classi di modalita
assunte)

@ p1, ..., Pk le relative frequenze relative.

@ Se3dljc{1,2, ..., k}talechelamodalita Z; (o laclasse f;) ha
frequenza massima, ovvero se esiste un unico j € {1,2, ..., k} tale
chep; > pjVj=1,... k allorala modalita z; (o la classe /) si dice
moda del campione x.

@ Se esistono due o piti indici i, j2, ..., /s tali che le modalita
Zi Zgi e g, (o le classi ﬁ F ,5 ) hanno frequenza massima,

allora queste modalita (o C|aSSI) si dicono valori (o classi) modali.



Mediana
x = (x1, ..., Xp) un campione relativo ad un carattere numerico.
Ordiniamo i dati del campione in ordine crescente:

X(1) < X2) < .- < X(n—1) < X(n)



Mediana
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Ordiniamo i dati del campione in ordine crescente:
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@ ndispari: n=2m-+ 1
X1) S X2) S o S X(m) S X(ma1) S X(ma2) S - < Xem) S X(2mt1)

X(m+1) € detto mediana del campione.



Mediana
x = (x1, ..., Xp) un campione relativo ad un carattere numerico.
Ordiniamo i dati del campione in ordine crescente:

X(1) < X2) < .- < X(n—1) < X(n)

@ ndispari: n=2m-+ 1
X1) S X2) S o S X(m) S X(ma1) S X(ma2) S - < Xem) S X(2mt1)

X(m+1) € detto mediana del campione.
@ npari:n=2m
X(1) S X(2) S -+ S X(m—1) S X(m) S X(m+1) S X(mi2) < - S X(2m)

X(m) T X(m+1

La media algebrica ) & detta mediana del campione



Media

x = (x1, ..., Xp) campione relativo ad un carattere numerico

Media (aritmetica)




Media

x = (x1, ..., Xp) campione relativo ad un carattere numerico

Media (aritmetica)

Supponiamo che nel campione siano presenti k modalita z1, zo, . . ., zx
con rispettive frequenze assolute Ny, Np, ... N e frequenze relative
P1, P2, ... Pk. Allora

_ 1 1
X:E(X1+X2+...Xn):E(N1Z1+N222+...Nkzk):

k
=P1Z1 + 222 + ... PxZk = ZP/Z/'-
j=1



Varianza campionaria

Varianza campionaria

1 _
s2 =Var[x] == P ;(Xi—x)2.

E un indice di dispersione: la varianza & nulla se e solo se tutti i dati del
campioni sono uguali (e dunque coincidono con la media). Una varianza
bassa indica che comunque i dati sono vicini al valore medio X mentre una
varianza alta indica una maggiore dispersione dei dati.

scarto quadratico medio (deviazione standard)




Varianza campionaria 2

Anche per la varianza campionaria possiamo scrivere una formula che
coinvolga solo le modalita e le rispettive frequenze.

s2 = n11 (1 —X)P2+ (e —X)P2+...(xp—x)?) =
= n11 (N1(Z1 —7)2+N2(22—Y)2+...Nk(Zk—Y)Z) =
= ni1 (p1(z1 = X)2 4+ pa(z2 —X)* + ... (2 — X)?) =

k
n _
= > pilz—x)?.
=



Covarianza

Considero un campione bivariato cioe: rilevazione di due caratteri sugli
individui di una medesima popolazione.

X=X, ..., Xn), y=Wi - Y.

X; € y;j sono le rilevazioni dei due caratteri sul medesimo individuo,
l'individuo cioé che abbiamo etichettato come individuo i.

Covarianzadix e y

n

> xi—X)(yi—¥)

i=1

1
n—1

Cov [x,y] :=

dove X e y sono le medie dei campioni x e y, rispettivamente.



Coefficiente di correlazione 1.2

Nel caso in cui né x né y siano campioni costanti (ipotesi lavorativa che
sara sempre sottintesa), definiamo

coefficiente di correlazione di x e y

_ Cov [x, y] i1

SxSy n n '
$ (Z(Xi —X)2> (Z(YI —Y)2>
i=1 i=1

plx, yl:




Coefficiente di correlazione 2/2

Cov[x,x] =Varlx];plx,x] =1.

Q@ 1 <plxyl <1,
Q@ oplx,yl=1«<=3da>0,becRtalechey,=ax;+b Vi=1,...,n
| campioni x e y si dicono positivamente correlati,

Q olx,yl=—1<«<=3da<0,becRtalechey,=ax;+b Vi=1,..., n.
| campioni x e y si dicono negativamente correlati.

© Se plx, y] = 0icampioni x e y si dicono scorrelati.



Retta di regressione

x=(x1, ..., Xn), ¥y = (y1, ..., ¥n) campione bivariato.
Rappresentiamo i punti (x;, y;) sul piano cartesiano Oxy.

Se i punti sono pressoché allineati si cerca una retta che in qualche senso
approssimi’i punti (x;, yi).



y = ax + b equazione della retta cercata.
Per x = x; si ottiene il punto sulla retta (x;, ax; + b).

Minimi quadrati

Cerchiamo la retta (ovvero i parametri a e b) che minimizza la somma
degli errori quadratici nella direzione y

n

S(a,b) =) (yi— (axi+b))?> = min
i=1




Z (yi—V +V — (ax;—ax + ax + b))* =
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S(a, b) :Z (yi—y +¥ — (ax—ax + ax + b))? =

—Z y)—alx—X)+ (¥ —ax — b)) =



@ Unico punto di minimo

a= COVS[;(' /! ; b=y— Covlx.y] y]Y;
X

@ il minimo dell’errore S vale

(1) (si(Cw[X'yDZ) = (n—1)sZ (1= (o 1x, ¥1)?)

S5
@ la retta ha equazione

E detta retta di regressione del campione y sul campione x.

Il punto (X,y) appartiene alla retta.




Analisi delle componenti principali

Raccolgo k caratteri da una popolazione di n individui.

Individuo 1 X111 X2 ... Xk
Individuo 2 Xo1 Xoo ... Xog
Individuon x,1  Xp2 ... Xpk
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Analisi delle componenti principali

Raccolgo k caratteri da una popolazione di n individui.

Individuo 1 X111 X2 ... Xk
Individuo 2 Xo1 Xoo ... Xog
Individuon x,1  Xp2 ... Xpk

matrice delle osservazioni X = (Xj)i—1,.nj—1, k
X1j

: X2j C s : L
Ogni colonna X; = | " [ midail j-esimo carattere su ciascun individuo

an



Per ogni carattere j =1,... , k

1 n
X = > X media
i=1
n
o . 1 . =, 2 . . .
S =7 Z (xj — X)) varianza campionaria
i—1



Per ogni carattere j =1,... , k

n
_ 1 .
X = > X media
i

1 2
2 . N , o
S =7 E (xj — X)) varianza campionaria




Per ogni carattere j =1,... , k

n
_ 1 .
X = > X media
i

1 2
2 . N , o
S =7 E (xj — X)) varianza campionaria




C = (cyj)ej=1, .k

@ Per costruzione la matrice C € simmetrica.
@ Sex; =0 Vj=1,...k, allora
n

. . 1 ¢
D (xie—Xo) (x5 — %) = Py D xiex;
i~

i=1

Coj =
T n—1

Y
cioé C = ——X!'X.
n—1



Normalizzazione del campione

X,'/'—Xj
Yi=—
S

Y= (y"i)/:1,...n,/:1,...k

Ogni colonna Y; porta la normalizzazione dei dati relativi al j-esimo

carattere
1 & 1 &
° - — ) (xj—X)=0 Vj=1,.. .k
”;yy nsy &=
2 1 " 2 1 1 n —\2 i 5
°SY/:n_1Zyij:gﬁZ(Xi/—X/’) =gssz1
i=1 9

i=1 i

1 1 n Xig — Yg X,'/' *Y/
| — —m——— H ii — p— X X
CE/ n_ § ylfylj n—1 § Sx, SX/- p( [ j)

i=1




Considero una rotazione di R¥. A € RF*K matrice ortogonale: A" = A~".

Z:=YAe Rk Zjj = Zy,-eae,-

n n k
%ZZU:%ZZM—*Z Zy" 2 =0

i=1 i=1 =1 =1 \i=1



Considero una rotazione di R¥. A € RF*K matrice ortogonale: A
Z=YAc RnXk Zjj = Zy,-eae,-
1 k n
*Z Zj= Zzy/eae/ = BZ <Zy/'e> ag =0
i=1 =1 =1 \i=1
1
Cr = 2!z = —— (YA) YA = At YtYA AlCyA

n—1 n—1 —

=A1



Teorema spettrale
Theorem (Teorema spettrale)

Data C € R¥*K matrice simmetrica esiste A € R¥*¥ matrice ortogonale
tale che A' CA e una matrice diagonale

A O 0O ... O
0 A O ... O
Al CA =
: . .0
0 .. 0 A
Le colonne A, Az, ..., Ax della matrice A sono gli autovettori di C e gli
elementi diagonali A\ > A2 > - -+ > Ag Sono i rispettivi autovalori cioé
CA =AA; Vj=1,... k. Inoltre Ay é il massimo della funzione

_Xxtex

f(X) : XX e Ay e un punto di massimo.

v



Applico il teorema spettrale: posso scegliere A in modo che la matrice
Csr = AlCyA

sia diagonale.
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sono scorrelati: cov(Zg, Z;) =0



Applico il teorema spettrale: posso scegliere A in modo che la matrice
Csr = AlCyA

sia diagonale.
@ perogni 1 < { <)< kil carattere {-esimo Z; e il carattere j-esimo Z;
sono scorrelati: cov(Zg, Z;) =0
o\ = s%j & la varianza del carattere j-esimo Z; e A4 € il massimo di
tutte le varianze. Questo ci dice che il carattere Z; = YA, ¢ il carattere
che meglio distingue un individuo da un altro

k

k _
. Xig — X¢
Zjy = E Yiedepn = E — —au
0=1

- X



Applico il teorema spettrale: posso scegliere A in modo che la matrice
Csr = AlCyA

sia diagonale.
@ perogni 1 < { <)< kil carattere {-esimo Z; e il carattere j-esimo Z;
sono scorrelati: cov(Zg, Z;) =0
o\ = s%j & la varianza del carattere j-esimo Z; e A4 € il massimo di
tutte le varianze. Questo ci dice che il carattere Z; = YA, ¢ il carattere
che meglio distingue un individuo da un altro

k

k -
Xig — X¢
Zin = Zyl'eam = Z . an
=1

- X

k
° Z Aj = traccia(Cz) = tracciaCy = k
j=1
Posso scegliere di quante colonne Z, .. Zj— di Z tener conto in base
a quanta variabilita voglio considerare
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