Misura e integrazione secondo Lebesgue

22 DICEMBRE 2014

La trattazione segue le linee di [1].

1 Intervalli n-dimensionali e plurintervalli
Chiamo intervallo n-dimensionale o m-intervallo di estremi a = (al,ag, ... ,an), b =
(bl, bo, ..., bn) € R", I'insieme

I={xeR":aq; <x; < b, Vi=1,...,n}.

L’insieme degli intervalli n-dimensionali si indica Z. Se I € Z, chiamiamo volume di I il
numero

vol (I) := H (bi — a;) .
i=1

Osservazione 1.1. Se I1 e Iy sono due intervalli n-dimensionali, allora Iy NIy € un
intervallo n-dimensionale. Gli insiemi I\ I e Iy U I3 possono essere scritti come unione
finita di intervalli n-dimensionali a due a due disgiunti.

Figura 1: Unione, intersezione, differenza di n-intervalli

Proposizione 1.1. Ogni aperto di R™ ¢é unione numerabile di n-intervalli a due a due
disgiunti.

Dimostrazione. Sia A C R™ aperto non vuoto. Dimostriamo prima che A puo essere
scritto come unione numerabile di n-intervalli: considero la famiglia degli n-intervalli
contenuti in A e ad estremi razionali:

V= {I:H(ai,bi]:IQA, a;,b; € Q Vizl,...,n}.

=1



V € un insieme numerabile perche ogni suo elemento e individuato dalla 2n-upla
(aljag, coQp, by, bo, .. .,bn) € Q%" che ¢ un insieme numerabile. Inoltre, sicuramente,

U I C A. Vogliamo dimostrare che vale anche 'inclusione opposta: sia ¢ € A. A &

Iey
aperto, quindi esiste € > 0 tale che 'insieme

{y:(ylay27yn)€Rn |yl_xl‘<€ Vl:]wan}
¢ contenuto in A.

Poiché Q ¢ denso in R, per ogni ¢ = 1,...,n esistono «;, B; € Q tali che

Ti—e< oy <x; < B <xi+e.
n

Dunque, I'n-intervallo I := H(O‘i’ Bi] contiene il punto @ e appartiene alla famiglia V),

i=1
quindi x € U 1. Per larbitrarieta di  abbiamo A C U 1.
Iey Iey
Mostriamo ora che gli n-intervalli possono essere scelti a due a due disgiunti. Sia
00 k—1
A= U Iy, con Ij, n-intervallo, per ogni k € N. Pongo Ji := I \ U I;. Allora i Jj, sono
k=1 j=1
disgiunti due a due, ciascun J € unione finita di n-intervalli a due a due disgiunti e
oo oo
Uk=Un=4 O
k=1 k=1

2 Misura esterna

Indichiamo con P(R") la famiglia di tutti i sottoinsiemi di R™. P(R") ¢ anche detto
insieme delle parti di R™.
Dato E C R" (ovvero E € P(R")) definiamo misura esterna di E

L (E) := inf {Zvol (I): IneZ, EC|J Ik}
k=1

k=1

Teorema 2.1. Valgono le sequenti proprieta:

1. L™(FE) € [0,400] é ben definita per ogni E C R";
2. L P(R™) — [0,400] € una funzione d’insieme monotona cioé

ECF = L™(E) < L™(F);

3. L P(R™) — [0,400] € una funzione d’insieme o-subadditiva cioé
per ogni famiglia numerabile di sottoinsiemi di R™, {Ej};il st ha

o0

| JE | <> Lm(E)).
. =i

Jj=1



Figura 2: Ricoprimento di un insieme con n-intervalli

4. Se I €Z, allora L™(I) = vol(I).
5. L™(E) =inf {L™(A): A aperto di R", A D E}.

Dimostrazione. 1. e 2. sono ovvie.
3. Sia {E; };’il la famiglia numerabile che consideriamo. Se esiste almeno un j tale che
L (E;) = +00, allora non c’e niente da dimostrare. Supponiamo dunque che £™*(E})
sia finito per ogni j € N.

Sia € > 0: per ogni j € N esiste una famiglia numerabile {I lij ) }:o . di n-intervalli tale
che - -

e U Sovel (1) < e27 4 £ (Ey).
k=1 k=1

Sicuramente [j E; C [j G 1 ,gj ) quindi
j=1 j=1k=1
o UE | <Y vl (I,gj)) <N (277 L(EY)) =+ Y L(E)
j=1 j=1k=1 j=1 J=1

(B | <e+) _L£m(E;) Ve
j=1 j=1

Per Darbitrarieta di € > 0 abbiamo la tesi.
4. Sia I € Z. Dalla definizione di misura esterna abbiamo £™*(I) < vol (I). Vogliamo
ora dimostrare la disuguaglianza opposta. Sia e > 0 e sia {I;},—, C 7 tale che

IC |y ) vol(Iy) <e+L™(I).
k=1 k=1



Per ogni k£ € N sia Jj, € 7 tale che

I, cint (J),  vol(Jy) < e27% 4 vol (I.).

[e.9] o0
Dunque I C U I, C U int (Jx), quindi dal ricoprimento aperto {int (Jx)};-; posso

k=1 k=1
estrarre un ricoprimento finito:

K
JKeN: IC Uint Jy
k=1

Si ha
K

K
) < Z (52 * 4+ vol ( Ik)> <e+ Zvol (Ix) <2+ L™(I).
k=1 k=1 k=1

Vol

Mw

5. Per la monotonia della misura esterna (punto 2.) abbiamo che per ogni A O E si ha
L™(A) > L™(E) e dunque inf {£L"*(A): A aperto di R", A D E} > L™(E).

Viceversa, sia ¢ > 0 e sia {I;};—; tale che E C U I, Zvol (Ix) < e+ L™(E).
k=1 k=1
Per ogm k € N sia J;, € 7 tale che int (J;) D I, vol (Jg) < Vol (I) + e27%. L’insieme

A= U int (Ji) € aperto perché unione di aperti inoltre A D U I, O E. Si ha
k=1 k=1

L(A) = L™ <U int (Jg ) Z L™ (int (Jx))
k=1 k=1

< vol(Jp) e+ Y vol (I) < 2e + L™(E).
k=1 k=1

Per ogni € > 0 si ha dunque
inf {L"*(A): A aperto di R", AD E} <2+ L"(E).
Dall’arbitrarieta di € > 0 otteniamo la tesi. O
Proposizione 2.2 (Test di Carathéodory). Se E, FF C R"™ sono tali che
dist (B, F) :=inf{[|lx —y[[:x € E, y € F'} >0

allora
LEUF)=L"(E)+ L™(F).



Dimostrazione. Sicuramente L™ (E U F) < L™(E) + L™ (F'). Dobbiamo dimostrare la
disuguaglianza opposta. Sia d := dist(F, F'). E immediato vedere che

[e.e] o0
d
"(E) = inf 1(I;): I, €I, FEC I di I -
L™(E) =in {g_lVO(k) k€L, _kL_Jl ks lam(k)<4},

o o d
L"(F) = inf {Zvol (Ie): IneZ, FC|JIL diam(l)< 4} .
k=1 k=1

Dunque EJ F puo essere ricoperto da n-intervalli {Ij}7- ; dove ciascun n-intervallo Ij,
interseca solo E o solo F. Da qui la tesi. ]

Osservazione 2.1. Valgono le sequenti proprieta:

1. L™(0) =0;
2. se E é un insieme finito o numerabile, allora L™ (E) = 0;
3. se I é un n-intervallo, allora L*(0I) = 0.

Figura 3: Ricoprimento di un singoletto e di un segmento nel piano

Proposizione 2.3. Sia {Ik}szl una famiglia finita di n-intervalli o due a due disgiunti.

K K
Allora L (U Ik> => L") .

k=1 k=1

Dimostrazione. Sia ¢ > 0. Per ogni k =1,..., K sia Ji € T tale che
Je Cint (Ix),  L£™(I}) = vol (I)) < vol (Ji) + 27

Sicuramente la distanza tra Ji e Js, dist (Jg, Js), k # s & positiva quindi

K K K K K
S L I) = vol(Iy) <e+ > vol (Jy) :5+£”*<U Jk> < 5+L”*(U Ik>.
k=1

k=1 k=1 k=1 k=1
K K

Per larbitrarieta di & > 0 abbiamo dunque Zﬁ"*([k) < L™ (U Ik>. La disugua-
k=1 k=1

glianza opposta ¢ sempre vera e dunque vale I'uguaglianza. ]



3 Insiemi misurabili

Sia F C R™. Dico che E & misurabile secondo Lebesque o L™-misurabile o, semplicemente,
misurabile se

Ve>0 3P=|JI; It €T taleche ECP e L™(P\E)<e

k=1
La famiglia degli insiemi di R™ misurabili secondo Lebesgue si indica M"™ o M.

Se E € M la misura esterna di E, L*(FE), si chiama misura di E e si indica col simbolo

Lr(E).

Osservazione 3.1. Sia E C R". Se L™(E) = 0, allora E é misurabile. In particolare
la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesque M contiene (), ogni insieme finito
e ogni insieme numerabile.

Proposizione 3.1. Se A C R" ¢ aperto, allora A ¢ misurabile.

Dimostrazione. Se A & aperto, per la Proposizione 1.1 A ¢ unione numerabile di n-
[e.@]

intervalli: A = P := U Iy, I, € T dunque L™ (P \ A) = L™(0) = 0. O
k=1

Proposizione 3.2. Sia E C R™. E ¢ misurabile se e solo se Ve > 0 esiste A aperto tale
che ADE e LA\ E) <e.

Dimostrazione. Supponiamo esista A aperto tale che A D E e L™(A\ E) < e. Poiché

A puo essere scritto come unione numerabile di n-intervalli, E' ¢ misurabile.
o

Viceversa: sia £ C R™ misurabile. Sia ¢ > 0: sappiamo che 3P = U Iy, I, € T tale

k=1
che L(P\ E) < e. Per ogni k € N sia Ji € Z tale che int (Jx) D I e vol (Jg) <

vol (I,) + £27%. Pongo A := U int (Jx). A € unione di aperti, quindi ¢ aperto. Inoltre

ADPDEe =
A\EC=(A\P)U(P\E) = D int (J) \ Ir) U (P \ E)
k=1
quindi
LA\ E) < i m (it (Ji) \ Ii) + L”*(P\E):ieQ’kJrL”*(P\E)§25.

1 k=1

Proposizione 3.3. Se FF C R"™ é compatto, allora F ¢ misurabile.

Dimostrazione. Sia € > 0. Per il Teorema 2.1 esiste A aperto tale che A D F e L™(A) <
L™ (F)+e. L’insieme A\ F & aperto, quindi esiste una famiglia numerabile di n-intervalli



{Ir};2, a due a due disgiunti tale che A\ F = U Ij. Si ha dunque L™(A\ F) =
k=1

o o oo
L (U Ik> < ZVOI (I). Basta percio dimostrare che Z vol (Ix) < &
k=1 k=1 k=1

Per ogni k € N sia Jj, un n-intervallo tale che J; C Iy, e vol (J) > vol (I) — €27%. Sia

N €N. Si ha N N
A=rlJa\morJUn2FrJU %
k=1 k=1

N
F & compatto, gli insiemi J;, sono compatti, quindi U Ji, & compatto e contenuto in
k=1

N
A\ F. Di conseguenza dist <F , U Jk> e positiva e dunque per il Test di Carathéodory,

k=1
Proposizione 2.2,

(FU UJk> L(F )+£"*<[VJJ;€>.

k=1

Si ha quindi

N
E"*(A)zﬁ”*(Fu U&) > L™(F —i—Zvol Jg) > L™(F +Zvol Iy) —e.

k=1

Otteniamo dunque

N
> ol (I) < L™(A) — L™(F) + & < 2.

k=1
[e.e]
Passando a limite per N — oo abbiamo Zvol (Ir) < 2¢e da cui la tesi. O
k=1

Lemma 3.4. Se {E};};2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili: By, € M Vk €
o

N, allora U B e M.
k=1
Dimostrazione. Sia e > 0 e sia {Ej}p—; € M. Per ogni k E N esiste Ay aperto di R”

tale che Ay D Ej, e L™ (A \ Ei) < e27F. L’insieme A := U Ay ¢ apertoe A D U E;.
k=1 k=1

Inoltre A\ U B, C U (Ap\ E}) e
k=1 k=1

L (A\ G Ek> < iﬁn*(z‘lk \ Ek) < ié‘Qik =Ec.
k=1 k=1 k=1



Corollario 3.5. Ogni chiuso di R™ é misurabile.
Dimostrazione. Sia F C R™ chiuso. Per k € Nsia Fy, := Fn{x € R": ||z|| < k}. Ciascun
oo

insieme F}, € compatto dunque, per la Proposizione 3.3 € misurabile. Poiché F' = U Fy,

k=1
per il Lemma 3.4, anche F' & misurabile. O

Teorema 3.6. La famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue M ¢é una o-algebra
di R™ cioe
1. 0, R* € M;

2. se {Ep}re, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili: E, € M Yk € N,
o

allora U B, e M.
k=1
3. se E € M, allora E°:=R"\ E € R";

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato i punti 1. e 2.. Proviamo il punto 3. Sia £ C R"
insieme misurabile. Per k € N esiste Ay aperto tale che Ay D E e L™ (A} \ E) < 27F,

Si ha . -
E¢ = (U A;) U <Ec\ UA;).
k=1 k=1

Ogni insieme A§ ¢ chiuso e dunque misurabile, quindi anche U Aj, € misurabile. Per
k=1

oo o
ogni j € N si ha E¢\ UAZ C E°\ A] = A; \ E dunque En*(EC\UA2> < 277,
k=1 k=1

o0 o0
Per Darbitrarieta di j € N si ha dunque £™* <EC\ U Ai) = 0 e dunque E°\ U Ajf e
k=1 k=1
misurabile. £ & dunque misurabile prché unione di due insiemi misurabili.

Corollario 3.7. Se {Ey},-, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili: Ej, €
o

M Vk €N, allora anche l’insieme ﬂ E.. ¢ misurabile.

k=1
oo oo
Dimostrazione. Poiché R™ \ ﬂ E, = U (R™\ E), per il Teorema 3.6 otteniamo la
k=1 k=1
tesi. O

Corollario 3.8. E C R" ¢ misurabile se e solo se Ve > 0 esiste F' insieme chiuso tale
che FCE eLlLM™(E\F)<e.



Dimostrazione. Supponiamo che E sia misurabile. Per il punto 4. del Teorema 3.6 anche
Iinsieme E° ¢ misurabile, quindi esiste A aperto tale che A O E° e L™(A\ E°) < e.
Considero F := A°. F & chiuso e F = A° C (E°)° = E. Inoltre E \ F = A\ E° quindi
L(E\F)=L"(A\E°) <e.

Viceversa, supponiamo che Ve > 0 esista F' insieme chiuso tale che F' C E'e L™ (E \ F)
e.Sia A:= F¢. A¢aperto, A= F¢ D E¢e A\ E¢ = E\ F quindi £L™(A\ E°)
L™(E\ F) < & dunque E° ¢ misurabile. Per il punto 3. del Teorema 3.6 anche E &
misurabile. O

A

Teorema 3.9. Sia {Ej}re, una famiglia di insiemi misurabili disgiunti due a due:
ExNE; =0 se j # k. Allora L" (U Ek> = LY(Ey).
k=1 k=1
Dimostrazione. Banalmente abbiamo
L (U Ek> =L <U Ek> <Y LB =Y L(E).
k=1 k=1 k=1 k=1

Dobbiamo dunque provare la disuguaglianza opposta. Supponiamo preliminarmente che
gli insiemi Ej, siano limitati. Sia € > 0 e, per ogni k € N sia F, C Ej chiuso tale che
L™ (Ey, \ F) < €27%. Di conseguenza

LM (Ey) = L™(Fy U (By \ Fy)) < L7 (Fy) + 2%,

Inoltre gli insiemi F}, sono compatti e disgiunti due a due, quindi hanno distanza positiva.
Di conseguenza, per ogni N € N si ha

N N

k=1 k=1

(9= (Un) = (Un)

N N N
S E) =Y (E"*(Ek) . 52*’6) > e+ LU(E).
k=1 k k=1

Si ha dunque

—_

Passando a limite per N — oo otteniamo dunque

L (U Ek> > —€+ Z,Cn*(Ek) Ve > 0.
k=1 k=1

Per Parbitrarieta di € > 0 otteniamo la tesi.
Supponiamo ora che gli insiemi £}, non siano necessariamente limitati. Per ogni j € N
sia Bj la palla centrata nell’origine e raggio j: Bj := {x € R": ||z| < j} e sia E}; :=



o0
EpN(B;\ Bj_1). Allora gli insiemi E}, ; sono misurabili, disgiunti due a due e U Ey
j=1

’j -

E}, per ogni k € N. Di conseguenza si ha

En*<U Ek) =L U Brj | = > £7(Bry)
k

JEN k,jEN

k=1
=> (Do L™(Ery) | =D L (Ew).
k=1 \j=1 k=1

Possiamo riassumere quanto fino ad ora detto nel seguente:
Teorema 3.10. Sia E C R™. Le sequenti condizioni sono equivalenti

1. E é misurabile;

2. per ogni € > 0 esiste A aperto, A D E tale che L (A\ E) < ¢;

3. per ogni € > 0 esiste F' chiuso, F C E tale che L™ (E\ F) < ¢;

4. esistono una successione monotona decrescente di aperti {Ag}p- | contenenti E ed
o0

un insieme N di misura nulla, L"(N) =0, tali che E = ﬂ A\ N;
k=1
5. esistono una successione monotona crescente di chiusi {Fy}p-, contenuti in E ed
o0

un insieme N di misura nulla, L"(N) =0, tali che E = U F,UF.
k=1

Teorema 3.11 (Continuita della misura). Valgono le sequenti proprieta:
1. Sia {Ep};2, una successione monotona crescente di insiemi misurabili. Allora

[ee] [e.e]

Uinsieme E := U By, ¢ misurabile e L™ (U Ek> = lim L"(Ey);

k—o0
k=1 k=1

2. Sia{Ey}re, una successione monotona decrescente di insiemi misurabili e di misura finita.

o o
Allora linsieme E = m Ei & misurabile e L™ m Ey | = lim L"(Ey).
k=1 k=1 hroo

Dimostrazione. Dimostriamo la prima parte: definiamo F; := Fj e, per ogni k € N,
k> 2, Fy, := Ey \ Ex_1. Allora

oo oo
EkﬂE]’:@ k # 7, UFkIUEk
k=1 k=1

10



Dunque

L (G Ek> = L™ (G Fk) = iﬁn*(Fk) =

k=1 k=1 k=1

(e.]
Tl* n* I n*
Ey) + ) (L"™(By) = £ (Bg-1)) = Jim £"(Ey).
k=2
Dimostriamo ora la seconda parte. Per ogni k € N sia Fy, := E; \ Ej. Allora

ﬁ ﬁEl\Fk):El\GFk
k=1 k=1

k=1

Inoltre gli F), sono una successione monotona crescente di insiemi misurabili a cui posso
applicare la proprieta precedente. Si ha dunque

o (f15) -5 O - e (0m) -

k=1 k=1 k=1
— L"(Ey) — lim £(F}) = L(Ey) — lim (£%(By) — £7(Ey)) = lim £™(Ey).
k—o0 k—o0 k—o0

4 Alcuni insiemi interessanti

4.1 Insiemi di misura positiva che non contengono alcun intervallo e
P’insieme di Cantor

1
Sia o € (O, 3}. Considero Ky := [0,1]. Da Ky tolgo l'intervallo centrale aperto di

1 1
ampiezza a: Ay = <2 — %75 + g), El(A(]) = Q. Pongo K = Ky \ Ap. K7 e dato
dall’unione di 2 intervalli compatti a due a due disgiunti.

Da ciascuno dei due intervalli che costituiscono K tolgo I'intervallo centrale aperto di
o o
ampiezza 3 Dunque da K tolgo un insieme aperto A; di misura £!(A;) = 25. Pongo
KQ = Kl \ A12
K, & costituito da 4 = 22 intervalli compatti a due a due disgiunti. Da ciascuno

o7
di questi intervalli tolgo 'intervallo centrale aperto di lunghezza 32 dunque tolgo un

2\ 2
aperto Ao di misura £'(4s) = «a (3) . Proseguo in questo modo: dal compatto K,

o
tolgo 2" intervalli aperti ciascuno di lunghezza 30 dunque tolgo un aperto A, con

LY(A,) =a (;) e pongo K1 := K, \ A,.

11



o0
Considero A := U A,. A ¢ aperto e
n=0

£H(A) = icl(m _ ia @)n ~ 3a.

n=0

Sia K := (] Kn =[0,1] \ A. Si ha

n=1

1. K & compatto;
2. K non contiene nessun intervallo;

1
3. LY(K)=1-3aedunque L}(K) > 0se ac (0, 3).

4. se v = 3 allora £!(K) = 0 ma K (che in questo caso si dice insieme di Cantor)

ha comunque la potenza del continuo perché puo essere messo in corrispondenza
biunivoca con l'intervallo [0, 1].

4.2 Un insieme non misurabile

Introduciamo una relazione di equivalenza nell’intervallo [0, 1]. Due punti z, y € [0, 1] si
dicono equivalenti se x —y € Q.

Considero un insieme F in cui compare uno ed un solo rappresentante di ciascuna
classe di equivalenza:

E C|o,1],
z, yEE,x#y - x_yeR\Qa
Veel0, 1]y e E:x—yeQ.

Vogliamo dimostrare che E non ¢ misurabile.
Per r € Q definisco il traslato di E

E':={x+r:zecE}.

Se E fosse misurabile, allora anche E” lo sarebbe e L}(E") = L}(E) Vr € Q.
Osserviamo che i traslati E” sono a due a due disgiunti. Per assurdo: siano r, s € Q,
r # sesiay € E"NE%. Allora esistono x1, o € E tali che y = 1 +7 = 22 + s. Dunque
1 —x9 =85 —1 € Q. Dunque x1 = 22 e r = s, mentre avevamo supposto r # s.
Per costruzione sappiamo che per ogni y € [0, 1] esiste uno ed un solo = € E tale che
y —x € QN [—1,1]. Dunque abbiamo

[07 1] - U E" - [_172]
reQn[—1,1]

12



Di conseguenza, se E fosse misurabile avrei

1=L£Y[0,1)) < £t U )= > <c'E)

reQN[—1,1] reQN[—1,1]

_ Z £Y(E) = {0 se LY(E) =0,

1
QL] +oo se L'(E) > 0.

Dunque dovra essere £!(E) > 0. D’altra parte abbiamo anche

sz U sl X o
reQn(—1,1] reQn[—1,1]
0 LYE)=0
= Z El(E) — { se 1( ) s
reQn[—1,1] +oo se L'(E) > 0.

Quindi deve essere £!(E) = 0, una contraddizione.

5 Funzioni misurabili

Sia £ C R™ un insieme misurabile. Sia f: E — R. Dico che f & una funzione misurabile

secondo Lebesgue o che f & una funzione L™-misurabile se per ogni t € R I'insieme
Eip={x e E: f(x) <t}

€ misurabile.

Proposizione 5.1. Sia E C R” un insieme misurabile e sia f: E — R. Le sequenti
proprieta sono equivalenti:

f € una funzione L™-misurabile;

Vinsieme {x € E: f(x) >t} é misurabile per ogni t € R;
Uinsieme {x € E: f(x) >t} ¢ misurabile per ognit € R;
Vinsieme {x € E: f(x) <t} é misurabile per ogni t € R;

SUBSINIS

per ogni A C R aperto, la retroimmagine f~(A) ¢ misurabile;
6. per ogni F C R chiuso, la retroimmagine f~1(F) ¢ misurabile.

Inoltre se una qualsiast delle prime quattro proprieta vale per ogni t in un sottoinsieme
D denso in R, allora vale per ogni t € R.

Dimostrazione. 1. => 2. Basta osservare che {x € E: f(x) >t} = E\ Ey,.
o0
1
2. = 3. Basta osservare che {x € E: f(x) >t} = ﬂ {:n EE: flx)>t— }

k
3. = /. Basta osservare che {x € E: f(x) <t} = kE_i {x € E: f(x) > t}.
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o0

1
4. = 1. Basta osservare che Ey; = ﬂ {:1: eE: f(xg)<t+ k:}
k=1
Questo prova 'equivalenza delle prime quattro proprieta. Ovviamente 5. —> 2.. Per
provare la 5. a partire dalle prime quattro proprieta osserviamo che per ogni a, b € R,
a < b émisurabile anche l'insieme {x € F: a < f(x) < b}. Poiché ogni aperto A di R
o0 o

puo essere scritto nella forma A = U (ag,by], abbiamo f~1(A) = U Y ((ax,br]) che
k=1

k=1
dunque & misurabile perché unione numerabile di misurabili.

Ovviamente 6. = 1.. Per provare 6. dalle altre proprieta, osserviamo che se F' ¢
chiuso, allora A := R\ F & aperto, dunque f~1(F) = E \ f~!(A) & misurabile perché
differenza di due misurabili.

Infine, sia ¢ € R\ D. Allora possiamo costruire una successione {t;},-,; monotona

o0

decrescente, contenuta in D e convergente a t. Si avra dunque Ei ;= ﬂ Et 4, , dunque

k=1
E 17 ¢ misurabile. O

Lemma 5.2. Sia E C R™ un insieme misurabile e siano f, g: E — R due funzioni
misurabili. Allora l'insieme

{xeE: f(x) <g(x)}

e misurabile.
Dimostrazione. Per ogni q € () considero gli insiemi
{zel: fx)<q}, {zeFE:q<yg(x)}.
Questi insiemi sono entrambi misurabili perché f e g sono funzioni misurabili. Inoltre

{z € B: f() < g@)} = | (o€ B: f(2) < g}V {w € B: g < g(@)})

q€Q
dunque & misurabile. ]
Proposizione 5.3. Valgono le sequenti proprieta:

1. Le funzioni costanti sono misurabili,
2. Sia E CR™ E ¢é misurabile se e solo se la sua funzione caratteristica

1 E
1g: x e R" — eren
0 sex € R"\ E.

e una funzione misurabile.
3. Se f e g sono misurabili in E, allora

a) le funzioni max{f, g}, min{f, g} sono misurabili. In particolare sono misura-
bili le funzioni

f+ =max{f,0}, [ :=max{-f,0}, |f]:=max{f, —f}
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b) se a, B €R, allora le funzioni f + a e af + Bg sono misurabili,

¢) le funzioni %, f? e fg sono misurabili,

d) se F' C E é misurabile, allora f|, é misurabile,

e) se p: R = R ¢ una funzione continua, allora la composizione po f: E — R
e misurabile,

4. Se {fr}rey € una successione di funzioni misurabili, allora le funzioni

M(z) :=sup fr(z),  m(z):= inf fi(z)
LEN keN
sono misurabili,
5. Se {fr}rey € una successione di funzioni misurabili e se per ogni © € E esiste
f(@) :=limg_00 fx(x), allora f é una funzione misurabile,

Dimostrazione. 1 punti 1. e 2. sono banali.

3a) Sia h := max{f,g}. Per ogni ¢t € R abbiamo E}; = Ey,; N Ey; e dunque h ¢
misurabile. Analogamente, sia k := min{f, g}. Per ogni ¢t € R abbiamo Ej; = E¢;UFEgy;
e dunque k & misurabile.

3b) Efyat = Efi—q e dunque & misurabile.

Dimostriamo che «f ¢ misurabile. Se @ = 0, af ¢ una funzione costante e dunque ¢
misurabile. Se o # 0, allora

{mEE:af(:I:)gt}:{:I:EE:f(m)gi} se a >0,

{a:EE:af(m)gt}:{:ceE:f(:c)z;} se o < 0,

dunque € misurabile.

Se f e g sono misurabili, allora Ef o, ={x € E: f(x) <t —g(x)}.

Ma la funzione x — t — g(x) ¢ misurabile per quanto visto prima, quindi per il Lemma
5.2 I'insieme E; 4, ¢ misurabile.

0 t<0
{zeb: —Vi<fl®) <V} t20

Le funzioni f e g sono misurabili, quindi sono misurabili le funzioni (f + ¢)2, f? e ¢°.

3c) Ep2y = " e dunque ¢ misurabile.

1
Dunque la funzione fg ¢ misurabile perché fg = 5 (F+9)?—f*—d%.
8d) By, + = F'N Ey; dunque ¢ misurabile.
3e) Epory = {x € E: f(x) € ¢ !((—00,t])} misurabile perché ¢ ((—o0,t]) & un
chiuso di R.
4. Basta osservare che

{xe E: M(x) >t} = [j{a:eE: fr(x) >t}
k=1

{zeE:mx) <t} =|]{zecE: filx) <t}
k=1
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5. Anche in questo caso ¢ sufficiente osservare che

[ oZNe SlNe o]

(weE: f(a >t}—UUﬂ{weE ) > 1+ 11,

n=1/0=1k=/¢

5.1 Approssimazione mediante funzioni semplici

Una funzione ¢: R™ — R si dice semplice se assume solo un numero finito di valori. Ogni
funzione semplice ammette una rappresentazione canonica in termine dei suoi insiemi
di livello: siano aj, ag, ..., an i valori assunti da ¢. Per ogni ¢ = 1,2,..., N sia Fj; il
corrispondente insieme di livello:

E;:={x eR": p(x) =a;}, 1=1,2,...,N.

Possiamo allora scrivere
N
= a;lg,(x)
i=1

N
Osserviamo che gli insiemi {Ez}fil sono una partizione di R™: U E;=R"e E,NE; =0
i=1
per i # j. Inoltre la funzione ¢ & misurabile se e solo se tutti gli insiemi F; sono misurabili
(dimostrare per esercizio).

Lemma 5.4. Sia E C R"™ un insieme misurabile e sia f: E — R una funzione nonne-
gativa. Allora f é misurabile se e solo se esiste {¢y}re, successione di funzioni semplici
misurabili non negative tale che

1. la successione é monotona crescente:
0< i) <ppi1(®) VEEN, Vrek;
2. pp(x) converge a f(x) per ogni x € E:

lim ¢k (x) = f(x) Ve e E.
k—oo
Dimostrazione. Se esiste la successione approssimante {¢y} allora f & misurabile per la
Proposizione 5.3.
Supponiamo che f sia misurabile. Estendendo f(x) = 0 per « € R™\ E, possiamo
sempre supporre che f sia definita su tutto R™.
Per ogni k € Ne h =0,1,...,4¥ — 1 considero gli insiemi

B, = {az eR™: f(z) > 2’“},

ok hotl
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che sono misurabili perché f & misurabile. Definisco

2k se x € Fy,

PrT) = h
( ) 27 se T € E]ﬁh
cioe
4k 1 h
or() = Z ok 1E;. . (z) + 2* g, ().
h=0

Sicuramente ogni funzione ¢y, € una funzione semplice misurabile nonnegativa.
Per ogni @ € F la successione ¢ (x) &€ monotona crescente:
se g (z) = 281 allora f(x) > 281 > 2% dunque ¢ () = 2% < ppy1(x);

h h b1 h+1

2 + 2

h
se gﬁk+1($) = W, allora 2]{: = W < f(ll:) < W = 2T
h
Se h & pari, allora @i (x) = 2% = @r1(x);
h—1
se h ¢ dispari, allora pi(x) = 2% < prt1(x).
Proviamo che per ogni € R™ la successione gy (x) converge a f(x):
se f(x) = +oo, allora @y (z) = 2* per ogni k € N e dunque lim pp(x) = lim 28 =
k—o0 k—o0
+oo = f(x). B
se f(x) < 400, allora Ik tale che, Vk > k si ha f(x) < 2% < 2*. Dunque, per ogni k > k
3h € {0,1,...,4% — 1} tale che

h h+1
27<f(x)§27k
h
¢k($):27

da cui

1
O<f(:c)—<pk(a:)§2—kﬁo per k — oc.

6 Integrale di Lebesgue
Sia ¢: R™ — R funzione semplice misurabile nonnegativa:

a; >0, a; # ay, Ei:={x eR": p(x) =a;} € M", i=1,...,N.
N
(p(w) = Zai ]lEi(a:)7
i=1

Se esiste i tale che a; = 0 pongo a; L"(E;) = 0. Con questa convenzione definiamo
integrale di ¢ la somma finita

N
I(p) =) _a;L"(E;).
=1
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Proprieta 6.1. Se o, 8 sono numeri reali e @, ¥ sono funzioni semplici misurabili
nonnegative, allora

I(ap + BY) = al(p) + BI(Y).

Dimostrazione.

N M
= Zai 1g, (x), U(x) = Z b; 1p, ()
i=1 =

Pongo G := E; N Fj. Sono insiemi a due a due disgiunti. Inoltre

(ap + B ( Zzaaﬂrﬂb (@)

=1 j=1

dunque

N M
Iap+ BY) => Y (aa; + Bb;)L"(Gyj)

i=1 j=1

N M M N
=ad ay LMGy)+BY by LG
=1 j=1 j=1 i=1

N M
=a) al™(E)+BY bL"(F) = al(p) + BI(¥).
i=1 Jj=1

O]

Sia f: R™ — R una funzione misurabile nonnegativa. Definisco integrale di f e indico

col simbolo / f(x)dx la quantita
Rn

sup {I(¢): ¢ funzione semplice misurabile
nonnegativa tale che p(x) < f(x) Ve e R"}.

Se f: R®™ — R ¢ una funzione misurabile considero

fH(x) =max{f(2),0},  f (®)=max{-f(z),0}.

Abbiamo gia dimostrato che f* e f~ sono funzioni misurabili (Proposizione 5.3). Inoltre
¢ facile vedere che

f=r =7, fl=f"+f"
Se almeno uno degli integrali fH(z)dz e f~(x)dx & finito, dico che la funzione
n Rn

f & integrabile secondo Lebesgue e pongo
f(x)dx = fH(x)dx — [ (x)dzx
R” R” R”

Se entrambi gli integrali sono finiti dico che f ¢ sommabile secondo Lebesgue.
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Osservazione 6.1. f ¢ sommabile se e solo se / |f(x)|dx ¢ finito.

n

Sia E C R™ insieme misurabile e sia f: E — R. Dico che f & integrabile (sommabile)

- {f(w) z€E,

in E se la funzione f(x) := ¢ integrabile (sommabile). In tal
0 z € R\ B,

caso si pone
/ f(x)de = flx)dz.
E R®

Proposizione 6.1. Valgono le sequenti proprieta:

1. se ¢ & una funzione semplice misurabile nonnegativa, allora / o(x)de = I(p);

Rn

2. se f é integrabile su E sottoinsieme misurabile di R™ e F' C E ¢ misurabile, allora
[ t@ie = [ f@) 1r(@)de:
F E

3. se L"(E) =0, allora ogni funzione f é sommabile in E e / f(z)dz = 0;
E

4. la famiglia delle funzioni sommabili in un insieme misurabile E & uno spazio
vettoriale;
5. se f misurabile nonnegativa in E allora

/ af(x)de = a/ f(x)dx Va € R.
E E
6. se f e g sono funzioni misurabili nonnegative in E e f < g in E, allora

/Ef(w)de/Eg(m)dw;

Dimostrazione. 1. Per definizione

/ p(z)dx = sup {I(¢)): ¥ funzione semplice misurabile
nonnegativa tale che ¥ (x) < p(x) Vo € R"}.

Sicuramente ¢ < ¢ quindi [p, (x)dz > I(p).
Dimostriamo che vale anche la disuguaglianza opposta. Sia € > 0. Per definizione di
estremo superiore esiste 1 funzione semplice misurabile tale che

0<v<e 102 [ pla)de-c

Poiché ¢ & semplice e misurabile, sicuramente I(y) > I(¢)) dunque

I(p) > /n o(z)de — € Ve > 0.
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Per l'arbitrarieta di € ottengo I(p) > / o(x)dx.

n

2. Per definizione

B o\ i) f(x) xeF,
/Ff(x)dm— | f@)de, f<>-—{0 Y
s _ o ff@)p@)  =zek,

Poiché §(z) = f(z) V& € R", i due integrali coincidono.

= {f@:) x €k,

3. Supponiamo f: E — R misurabile nonnegativa e sia f(z) := .
pp f g f(z) 0 2R\ E

Sia ¢ una funzione semplice misurabile tale che 0 < ¢(x) < f(z) Va € R". Allora

k
o(r) = Zai 1g, () dove a; =0 e £y O R™\ E. Si ha dunque
i=1

k k
I(p) = ail™E;) =Y a;,L"(E;).
1=1 i=2

Ma, per ogni i = 2,...,k si ha E; C E dunque £"(E;) = 0 e quindi I(¢) = 0 per
ogni funzione semplice misurabile nonnegativa tale che 0 < ¢ < f. Di conseguenza

/ fl@)de = | f(z)dz =0.
E Rn

Per f di segno variabile la tesi segue banalmente considerando f* e f~.

4. Abbiamo gia visto (Proposizione 5.3) che per ogni «, 5 € R e per ogni coppia di
funzioni misurabili in E, f e g, la funzione af + Sg & ancora misurabile in F. Inoltre

laf(x) + Bg()| < |al[f(2)| + [B]lg(=)] vz cE.

Dunque se f e g sono sommabili in F, allora anche la funzione af 4+ B¢ € sommabile in
E.

5. Senza perdere in generalita possiamo supporre che sia F = R".
Se a = 0 non c¢’¢ niente da dimostrare.
Supponiamo « > 0. Sia ¢ funzione semplice misurabile, 0 < ()
Allora la funzione agp & ancora semplice e misurabile e 0 < ap(x)
dunque

f(z) Yo € R",

<
< af(x) Yz € R"?

[ af(@de > Iag) = al(p).

Per I'arbitrarieta di ¢ abbiamo

/ af(x)de > « f(x)dx.
n R

20



Viceversa: sia ¢ funzione semplice misurabile, 0 < i(x) < af(x) V& € R™. Allora la

f(x) Yz € R™. Dunque

Q|+

. 1. . . .
funzione —1 & ancora semplice, misurabile e 0 < —i)(x) <
a a

R

1 1

! fle)de > al (1/)) =a—I1)=1).
o o

Per I'arbitrarieta di ¢ abbiamo

o' f(a:)dar:z/ af(x)dzx.
R™ R™

Per la doppia disuguaglianza otteniamo la tesi.
Se a < 0, allora (af)*(z) =0, (af) (x) = (—a) f(x). Dunque

/n af(x)de = — /n(—a)f(:c)dac =—(—a) . f(x)de = « - f(x)de.

6. Senza perdere in generalita posso suppore che sia £ = R". Sia ¢ funzione semplice
misurabile tale che 0 < ¢(x) < f(x) V& € R™. Allora abbiamo anche 0 < p(x) < g(x)
Va € R". Dunque

1)< [ gle)de
Per I'arbitrarieta di ¢ otteniamo la tesi. O

Lemma 6.2 (Lemma di Beppo-Levi). Sia E C R" insieme misurabile e sia { fi}r—, una
successione monotona crescente di funzioni misurabili nonnegative in E. Sia f(x) =
lim fi(x) = sup fip(x). Allora f é misurabile in E e

k—o0 5600

/ f(x)de = lim [ fi(x)dx.
E k—o00 E
Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che I'estremo superiore di funzioni misurabili &

una funzione misurabile.
Poiché fir(x) < f(x) per ogni « € E e ogni k € N, abbiamo

/Efk(ac)dw < /Ef(w)da: Vk €N

da cui, passando a limite,

lim/fk(sc)dccg/f(sc)dzc Vk € N.
E E

k—o0

Dobbiamo dimostrare la disuguaglianza opposta: se klim / fr(x)dx = +o0, non c’e
—00 E

niente da dimostrare. Supponiamo dunque che klim fr(x)dx sia finito e sia ¢ una
—0 JB
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funzione semplice misurabile nonnegativa tale che ¢ < f esia g € (0,1). Per ogni k € N
considero I'insieme

A ={z € E: fi(x) > Bp(x)}.

{Ax}r2, ¢ una successione monotona crescente di insiemi misurabili e U A, = E.

k=1
Abbiamo

g o(x)de < / p(x)de < fr(x)dx < / fr(x)dx Vk € N.
A Ap E

Apg

Sia p(x Z a; 1g, (x) la rappresentazione canonica di ¢. Si ha

N
Ak i=1
Dunque
N
ﬁZaiﬁn(Ak NE;) < / fr(x)dx Vk € N.
i=1 E

Poiché per ogni i = 1,2,..., N la successione {A; N E;},—, € una successione monotona
crescente di insiemi misurabili la cui unione ¢ F;, passando a limite per kK — oo otteniamo

ﬂZalﬁn ) < hm fi(x)dx
E
cioe
6/ x)dx < hm / fe(x)de VB €(0,1).

Passando a limite per § — 1~ otteniamo

/Ego(w)d:cgklin;o/Efk(:r)dw

Per 'arbitrarieta della funzione misurabile semplice ¢ otteniamo la tesi. O
Proposizione 6.3. Valgono le sequenti proprieta:

1. Se f e g sono sommabili in E sottoinsieme misurabile di R"™ e o, B € R, allora la
funzione af + Bg & ancora sommabile in E e

/E (af (@) + Bg(x)) dz = o /E f(@)dz + B /E g(z)de 1)
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2. se [ ¢ integrabile in E insieme misurabile di R™, allora

/Ef(a:)da:

3. se E ed F sono sottoinsiemi misurabili di R" e f: EUF — R ¢ una funzione
integrabile, allora

< /E f(@)] da

/ f(x)dx + / flz)dx = f(x)dx + f(x)de.
E F EUF ENF

Dimostrazione. 1. Senza perdere in generalita possiamo ancora supporre che sia £ = R".
Abbiamo gia dimostrato (Proposizione 6.1) che se f e g sono sommabili, allora anche la
funzione af + g & sommabile. Dobbiamo provare la formula (1). La dimostrazione si
svolge in piu passi.

a. Abbiamo gia dimostrato (Proposizione 6.1) che se f & una funzione misurabile
nonnegativa, allora

/Eaf(:n)dajza/Ef(a:)dw Va € R.

b. Dimostriamo ora che se f e g sono funzioni misurabili nonnegative in F, allora

/ (f(@) + g(@)dzw | fle)de+ / o(x)da
n Rn

n

Siano {¢g}ie, € {¥r}r, le successioni di funzioni semplici misurabili approssimanti
[ e g rispettivamente, come dal Lemma 5.4. Allora {¢j + ¢}, ¢ una successione
monotona crescente di funzioni che approssima puntualmente la funzione f+ g. Dunque,
applicando il Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2, abbiamo

| (@) + gl@)de = lim Ton+ ) =

= Jim (1o +100) = [ fla)de+ / g()dz

c. Supponiamo che f sia nonnegativa e che g sia nonpositiva. Dimostro che

/ (f +9)(x)dx = f(m)dw+/ g(x)dx.
n -

n

Sia h:= f+g. Allora h™ = f, h™ = —g, quindi

[+ o@ae= [ n@aw= [ r@ie- [ 1@
= - f(x)dx — /n —g(x)dx = . f(z)dx —i—/ g(x)dx

n

d. B sufficiente osservare che (f g +f 1p) () = f(x) Ipup(x) V& € EUF.
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e. Siano ora f e g sommabili in R™ di segno variabile. Scompongo E nei seguenti
quattro insiemi, che risultano disgiunti due a due:

By = {xz € R": f(z) >0, g(z) >0}
Ey:={x eR": —g(z) < f(x) <0< g(x)}
E3:={xeR": f(z) < —g(x) <0< g(x)}
By :={z eR": f(x) <0, g(x) <0}

Applicando i passi c. ed a. in ciascuno dei quattro insiemi ed il punto e. per la partizione
4
E= U FE;, si ottiene la tesi.
i=1
2. Si ha
fape= [ frepe- [ fapes [ frades [ 1f]@de
R” R” R” R” R”

f(z)dz > - / \f| (x)dz.

n

(z)dx = [T (x)dx — f(x)dx > —
R” R"

R” R”

3. E sufficiente osservare che per ogni * € EU F si ha

(f g +[1p) (z) = f(2) Ipur (@) + f (@) Lpnp(z).
O

Lemma 6.4. Sia E C R™ un insieme L"-misurabile e sia L > 0. Allora gli insiems
Ex (0,L), Ex (0,L], Ex[0,L) e E x [0,L] sono L -misurabili e la loro misura di
Lebesgue in R"™! wale L - L(E).

Dimostrazione. La dimostrazione si svolge in piu passi: 1) Osserviamo che se la tesi ¢
vera per uno dei quattro insiemi in esame, allora & vera anche per gli altri tre infatti

Ex[0,L]\Ex (0,L) C{x e R"" 2oy =0} U{z e R": 2,y = L}

cioe e contenuta nell’'unione di due iperpiani e abbiamo gia dimostrato che gli iperpiani
hanno misura nulla. Dimostriamo dunque la tesi per I'insieme E x (0, L].
2) Se E ¢ un n-intervallo I la tesi & vera perché I x (0, L] &€ un n + l-intervallo, quindi

LI % (0, L]) = vol,1 (I x (0,L]) = Lvol, (I) = LLY(I).

3) Se E, FF C R™ sono insiemi disgiunti, £"-misurabili per cui vale la tesi, allora la
tesi vale anche per F U F:
Infatti, per £ ed F' abbiamo

LY E x (0,L]) = LLY(E),
LY F % (0,L]) = LL"(F).
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Sommando membro a membro in (2) otteniamo
L'YE x (0,L]) + L"TYF x (0,L]) = L(LY(E) + L™(F)) = LL"(EU F).
Poiché

(Ex (0,L))N(F x (0,L]) = (ENF)x(0,L] =0,
(Ex (0,L))U(F x(0,L]) =(EUF) x(0,L]

otteniamo che la tesi & vera per E U F.

4) Se E, FF C R"™ sono sue insiemi £"-misurabili per cui vale la tesi e F' C E, allora la
tesi vale anche per E \ F:

Infatti, se la tesi & vera per E ed F, allora valgono le uguaglianze (2). Sottraendo
membro a membro otteniamo

L'YE x (0,L]) — L"TYF x (0,L]) = L(L™(E) — L"(F)) = LL"(E \ F).

Poiché
(£ x (0,L) \ (F x (0,L]) = (E\ F) x (0, L]

otteniamo che la tesi ¢ vera per E \ F.

5) Se { E}p—; ¢ una famiglia numerabile monotona crescente di insiemi misurabili per
o0

i quali la tesi ¢ vera, allora ¢ vera anche per |’ insieme E := U Ey:
k=1
Infatti By, C Exy1 == Ep x (0,L] C Ejy1 x (0,L] dunque {Ej x (0,L]}p2, ¢
o0

una successione monotona crescente di insiemi e U (Ex x (0,L]) = E x (0,L]. Per la
k=1
continuita della misura, Teorema 3.11 abbiamo

LY E % (0,L]) = Jim LB, x (0,L]) = Jim LL™(Ey) = LL"(E).
—00 —00

6) Per i punti 1) e 5) la tesi ¢ vera per ogni A C R” insieme aperto. Per il punto 4)
¢ quindi vera per ogni F' C R"™ insieme chiuso. Di nuovo per 5) la tesi per ogni unione
numerabile di insiemi chiusi Fy, Fj C Fg11.

Per il Teorema 3.10 ogni insieme misurabile £/ puo essere scritto come unione di un
insieme di misura nulla N e di una unione di una famiglia numerabile crescente di chiusi:

[o.¢]
E=NUlJ F, Fi C Fea.
k=1
Per il punto 3) basta allora dimostrare che la tesi ¢ vera per gli insiemi N C R™ di

misura £" nulla.

Sia dunque N C R"™ tale che £L"(N) = 0. Sia ¢ > 0. Sappiamo che esiste A C R"
aperto tale che A D N, L"(A) < e.

Allora N x (0, L] C A x (0, L] per cui

LN % (0,L]) < LM (A x (0,L)) = LLY(A) < Le.

Per I'arbitrarieta di e > 0 abbiamo £"*1*(N x (0, L]) = 0 quindi, per 1'Osservazione
3.1 I'insieme N x (0, L] & misurabile e ha misura £ nulla. O
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Teorema 6.5. Sia E C R" un insieme misurabile e sia f: E — R una funzione
misurabile nonnegativa. Allora il sottografico di f,

SGsp:={(z,t) eR": zeE, 0<t< f(x)}
¢ un insieme L -misurabile e L (SGy ) = / f(z)dx
E

Dimostrazione. 1) Dimostriamo innanzitutto che la tesi € vera se f & una funzione sem-
plice misurabile nonnegativa ¢: sia p(x E a; 1g, () la rappresentazione canonica

N
di p: E;NE; =0, | J Ei =R". Allora
=1

N
SGyrn = U {(:I:,t) rx el 0 <t<ai}

quindi, per il Lemma 6.4

L (SGyrn) Zaz E;) / o(x)dx.

La tesi € dunque vera per le funzioni semplici misurabili nonnegative.

2) Sia f: E — R una funzione misurabile nonnegativa. La estendo a tutto R” ponendo
f(x) =0 per ogni x € R" \ E.

Sappiamo (Lemma 5.4) che esiste una successione monotona crescente di funzioni
semplici misurabili non negative {¢y}ro; tale che klgrgo vr(x) = f(x) per ogni € R".

Abbiamo allora SGy, g € SGy, ,, rn e | ] SGy r» = SGF,E

k=1
Per il passo 1) abbiamo

L(SG, ) = / on(@)dz k€N

n

Per la continuita della misura (Teorema 3.11)

lim L"(SGy, mn) = L7 (U SG%Rn> = L"Y(SGp).

k—o0
k=1

D’altra parte, per il Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2, abbiamo

kh_}n(r)lo . gok(a:)dw:/Ef(w)dw

da cui la tesi. O
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Definizione 6.1. Sia E C R" un insieme misurabile. Si dice che una proprieta vale
quasi ovunque in E (e si scrive che la proprieta vale per q.o. x € E) se esiste N C E,
L"(N) =0 tale che la proprieta vale per ogni x € E'\ N.

Proposizione 6.6. Sia E C R" un insieme misurabile e sia f: E — R misurabile e

nonnegativa. Se/ f(x)dx =0, allora f ¢ nulla q.0. in E.
E

1
Dimostrazione. Per k € N sia Ej, 1= {m eE: f(x) > k}

Poiché f ¢ nonnegativa abbiamo

1 1o
O—/Ef(a:)dwz . f(a:)dwz/Ek Eda:: %E (Ex) =0.

(0.9}

Dunque L"(Ey) = 0 per ogni k € N. Poiché {x € E: f(x) >0} = U Ey, per la
k=1

continuita della misura, Teorema 3.11, abbiamo L"({x € E: f(x) > 0}) = 0 e dunque

f(x)=0per qo.xz€E. O

Sia E C R"** e sia € R™. Chiamo fetta di E sopra x I'insieme
Ey = {y eRF: (z,y) € E}

Teorema 6.7 (Teorema di Fubini). Sia E C R"* un insieme L F-misurabile. Allora

1. per q.o. x € R™ linsieme Ey ¢ LF-misurabile,

k

2. la funzione x — L¥(Ey) definita quasi ovunque in R™ & L¥-misurabile,

3. LMR(E) = / LF(Ey)da.

R"

Dimostrazione. La dimostrazione si svolge in piu passi:
1) proviamo che la tesi ¢ vera se E ¢ un (n + k)-intervallo.
Infatti, in questyo caso, ' = G x H con G n.intervallo e H k-intervallo. Dunque

LR (E) = vol, 1 (E) = vol, (G)voly (H) = L™(G)L*(H).

H G
D’altra parte B, = TEG dunque
0 xeR"\ G,

LE(Ey)de = £F(H)L(G) = LTH(E).
Rn

2) Proviamo che se la tesi ¢ vera per E, I sottoinsiemi disgiunti e L7+ _misurabili di
Rtk allora ¢ vera per EU F.
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Poiché la tesi e vera per E ed F sappiamo che

LREY= | LMEy)de
r (3)
LREY = | LF(Fp)de
R
Infatti, in questo caso (EUF), = Fp U F. Dunque (FU F), ¢ L*-misurabile perché
unione di £*-misurabili. Inoltre E, N Fy = () dunque L¥(E U F),) = LF(Ey) + L (Fy).
Sommando membro a membro in (3) e per la linearita dell” integrale otteniamo

LHE(EUF) = / (£5(E) + L (F) ) de = [ H(BUF),)dz.

Rn

n

3) Proviamo che se la tesi & vera per E, F sottoinsiemi £"**-misurabili di R"** tali
che F' C E, allora ¢ vera per E \ F.

Infatti, in questo caso (E\ F), = Eg \ Fp. Dunque (E \ F), ¢ £*-misurabile perché
differenza di £*-misurabili. Inoltre LX((E '\ F)_) = L¥(Ey) — LF(Fy). Sottraendo mem-
bro a membro in (3) e per la linearita dell’ integrale otteniamo

c"“f(E\F)—/ (Ek(Em)—ﬁk(Fm)) dz = | £F(E\F),)d=.

R n

n

4) Proviamo che se {E} };‘il e una famiglia numerabile monotona crescente di insiemi

oo
L7 E-misurabili per i quali la tesi & vera, allora & vera anche per 'insieme E := U E;.
Jj=1
Tutti gli insiemi E; soddisfano la tesi cioe per q.o0. x € R" L}, ¢ misurabile e

LBy = . LH(Bjq)da. (4)

o
Poiché U E;+ = Eg, abbiamo che anche E, ¢ LF¥-misurabile. Inoltre Ejx C Egji1
j=1
dunque L£¥(Ej ;) < LF(Ey j11) e, per la continuita della misura, Teorema 3.11, LF(E,) =
. k '
Passando a limite in (4), grazie al Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2, otteniamo:

LrRE) = lim £ME)) = lim | LMEjz)dx =

Jj—00 Jj—oo Jrn

5) Proviamo che la tesi & vera se L*TF(E) = 0.
Se L"F(E) = 0 esiste una successione {Aj};.”;l di aperti di R"** (Teorema 3.10,
punto 4.) tale che

1
En+k*(Aj \E) < ;, ECAj 1 CA Vj e N.
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Poiché gli insiemi A; sono aperti, per i punti 1) e 4) , la tesi e vera per ciascun A;:

1
S LA = [ LM(Ajg)de. (5)
J Rn
~ 1
Sia A := ﬂ Aj. Poiché E"*k(Aj) < = per la continuita della misura, Teorema 3.11,
j=1 J
(o]
L7TE(A) = 0. Inoltre Ay = ﬂ Aj o quindi A & LF-misurabile per q.0. x € R".

j=1
Applicando il lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2, alla successione monotona crescente
LF(Ayz) — LF(A;j 5) abbiamo dunque
£n+k(A1) _ £n+k(A) — lim (£n+k(A1) . £n+k<A])> —

Jj—o0

— lim (ﬁ’f(Al,,,c) —zk(Aj,m)) da = / lim (ﬁ’f(Al,,,c) —zk(Aj,m)) da =

j—oo Jrn Rn J—00
_ / (£4(Are) ~ £5(4a)) dw = LA — [ £5(Ag)da.
n RTL
Dunque 0 = L"F(A) = [o. L¥(Az)dw. O

Per la Proposizione 6 abbiamo £F(Ag) = 0 per q.o. € R™. Poiché E, C A, abbiamo
anche LF(E,) =0 per q.o. ¢ € R" e dunque / LF(Ep)dx = / Ode =0=L""*E).
R” R
Teorema 6.8 (Teorema di Fubini). Sia E C R™ un insieme L™-misurabile e sia f: E —
R una funzione nonnegativa. Allora f ¢ misurabile in E se e solo se il suo sottografico
SGy g ¢ un insieme L misurabile.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato, Teorema, 6.5, che se f ¢ misurabile nonnegativa,

allora SG g ¢ un insieme £"*!-misurabile e che in tal caso L (SG ) = / f(z)de.
E

Supponiamo dunque che SG g sia un insieme L -misurabile e dimostriamo che f
& una funzione misurabile.

Set<0{xeE: f(x) >t} = E che & misurabile.

Set>0{xekE: f(x) >t} ={xeE: (xt) € SGyp} = (SGy,p), Poiché SGy ¢
L™ _misurabile, per il Teorema 6.7 I'insieme (SGy.g), ¢ L -misurabile per q.o.t € R.

Dunque esiste N C R, £L}(N) = 0 tale che {x € E: f(x) >t} & L -misurabile per

ognit € R\ N.
Poiché L£1(N) = 0, I'insieme R \ N & denso in R dunque, per la Proposizione 5.1
{x € E: f(x) >t} ¢ misurabile per ogni ¢t € R cio¢ f ¢ una funzione misurabile. O

Teorema 6.9. Sia E C R™"* insieme misurabile e sia f: R — R funzione integrabile
in E. Allora

1. per q.o. x € R" la fetta Ey ¢ LF-misurabile e la funzione pg: y € Fyp — f(x,y)
¢ LF-misurabile;
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2. la funzione x € R" — f(x,y)dy é L™-misurabile;
Ey

3 /Ef(:c,y)da:dy:/Rn< Emf(ac,y)dy) dz.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che la fetta E, & £F-misurabile q.0. & € R".
Supponiamo preliminarmente che f sia nonnegativa. Considero gli insiemi

SGrp={(@.y.t) R"xRE xR: (2,9) € B, 0<t < f(z,y)}
SG%,E:{(y,t) eRFXR: z € Ey, O<t<f(cc,y)}.

Dunque SGf gz = SGy, E e dunque, per il Teorema di Fubini, Teorema 6.7, I'insieme
SGy, & L¥ misurabile per q.0. z € R" e

£n+k+1(SGf7E) — £k+1(SGf,E,m)-
R'"/

Di consequenza, per il Teorema 6.8, la funzione ¢, ¢ £F-misurabile per q.0. x € R" e
per il Teorema 6.5,

/f(w,y)dwdy=£"+k+l(SGf,E)= 5k+1(SGf,E,m)=/ ( f(wjy)> dz.
E R™ n Ey

Se f ha segno variabile applichiamo il passo precedente alle funzioni f* e f~. O

Teorema 6.10. Sia f: [a,b] — R una funzione limitata, nonnegativa e integrabile secon-

do Riemann. Allora f é misurabile e f(x)dz (integrale secondo Lebesgue) é uguale
[a,b]

b
a R/ f(z)dx (integrale secondo Riemann).

Dimostrazione. Osserviamo che ogni funzione costante a tratti ¢ Z Cj Il<a] 1,a]]
a=ag<a <...<any-1 <ay = bsull'intervallo [a,b] & una funzmne semphce misura-
N

bile. Chiaramente la somma alla Riemann I'r (¢ Z ¢j (aj —aj—1) di ¢ coincide con
il suo integrale di Lebesgue e dunque, se ¢ ¢ nonnegatlva, anche con la misura £2 del
sottografico: I (p) = I(p) = L2(SGy [0 y))-

Sia € > 0. Poiché f e integrabile secondo Riemann esiste ¢ e 1 funzioni costanti a
tratti tali che

0< p(e) < f2) Sv(a)  Vae b, (6)

b
L3 (SGyjap) = Ir() < R/ f@)de < Ir() = L2(SGy ap)- (7)
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Sicuramente,

SGyap) € SCGrap) € SGy fa)-

0 < L2(SGy jap \ SGyjap) = L2(SCyjap) = L2(SGyan) = 1) — 1(9) <e.

Di conseguenza [,2* (SGw,[a,b] \ SGf,[a,b]) < ,C2 (SGdJ,[a,b] \ SG%[a,b]) < e. Poiché SGw’[a,b]
¢ L2-misurabile, esiste A aperto tale che

A D SGy (0], L (A\ SGy (o) <€
Di conseguenza
L2 (AN SGlap) < L7 (AN SGy o) + L7 (SGyfap \ SGriap)) < 2¢.

Dunque SGy (4 € L2-misurabile e dunque la funzione f & misurabile in [a, b] e

L2(SGap) = /[ ) f(z)dz.

Abbiamo dunque
Trl9) = £(ECoin) < [ S0 < L(5Cpan) = Ir(0)

Per l’arbitrarieta delle funzioni ¢ e 9 e l'integrabilita secondo Riemann della funzione f
abbiamo

b b
R[ f@)de=swin(e) < [ fla)do < int Ie() =R/ f)da
a e<f [a,b] y=>f a

da cul la tesi. O

7 Teorema di convergenza dominata

Lemma 7.1 (Lemma di Fatou). Sia E C R™ un insieme misurabile e sia {f;};cy
una successione di funzioni integrabili in E. Supponiamo esista ¢: E — R funzione
sommabile tale che fj(x) > o(x) gqo.x € E, Vj€N. Perz € E ek € N sia gip(x) :=
inszk f]({L‘) Allora

/ lim gg(x)de < lim inf/ fi(x)de.
E E

k—o0 k—o0 5>k

Dimostrazione. Sostituendo f; ccon f;j—¢ possiamo limitarci a considerare il caso f; > 0.
Si ha allora

k(@) < gpa(z) xEE, VEeN,
z) < fi(x) rekl, jkeN, j>k
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Osserviamo anche che ogni funzione g¢p € misurabile e non negativa perché estremo
superiore di funzioni misurabili e non negativi. Si ha quindi

0< / gk (x)dx < / fi(x)dx Vi >k
E E
da cui
0< / gr(x)dx < inf/ fi(x)dx vk € N.
E izk JE

Passando a limite per £ — oo e applicando il Lemma di Beppo-Levi, Lemma 6.2 alla
successione gy otteniamo

/ lim gg(x)de = lim / gr(x)de < lim inf/ fi(z)de.
E k—oo J B E

k—o0 k—oo 5>k
O

Corollario 7.2. Sia E C R" un insieme misurabile e sia {fj}jeN una successione di
funzioni integrabili in E. Supponiamo esista ¢: E — R funzione sommabile tale che
fi(x) <(x) qo.x€E, VjeEN. Perx € E ek €N sia hy(z) := sup;>y, fj(x). Allora

/ lim hy(x)de > lim sup/ fi(z)de.
E E

k—ro0 k—oo j>k

Dimostrazione. Applico il Lemma di Fatou, lemma 7.1, alla successione J?] = —f;. Si
ha quindi gy () := inf;>, fj(x) = infj>k — fj(x) = —sup;>, fj(z) = —hg(x). Dunque

— lim [ hg(x)de = lim [ gp(x)de < lim inf <—/ j}(m)dm)
k E

k—oo J 5 k—oo J g —00 j>k
= lim —sup/ fij(x)dx | = — lim sup/ fi(x)dx
k—o0 i>k JE k—o0 >k JE

da cui la tesi. O

Teorema 7.3 (Teorema di convergenza dominata di Lebesgue). Sia E C R™ un insieme
misurabile e sia { f; }jeN una successione di funzioni misurabili in E tale che Jlirgo filx) =

f(x) gqo.x € E. Supponiamo esista 1: E — R funzione sommabile tale che |fj(x)| <
Y(x) q.o.xz € E, Yj€N. Allora

lim /E|fj — f|(z)dz = 0.

j—00
In particolare

i [ @iz = [ flaa.
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Dimostrazione. Osserviamo che f & misurabile perché limite di una successione di fun-
zioni misurabili. Applichiamo il Corollario 7.2 alla successione f; := |f; — f|.
Poiché | fj(x)| < ¢ (x) abbiamo anche |f(x)| < ¢ (x) q.0. x € E e dunque 0 < fj(x) <

Ifi(x)| +|f(x)] <2¢(x) qo.xcE.
Sia hy(x) := SUp;> |fj — fl(x). Proviamo che klim hig(x) =0 q.0. x € E:

—
poiché fj(x) converge a f(x) q.o0.x € E abbiamo che |fj — f| (x) converge a 0
q.0. x € E cioe

Ve>03j: |f;—fl(®)<e Vj>j
dunque B
Ve >0 3j: hy(z) = sup|f; — fl(z) <e
J2j
Ma {h; }j cny © una successione monotona decrescente e dunque hy(z) <e Vk > J.

Si ha quindi

O:/Elim hi(x)dx > hm sup/|fJ f|(z)dx > llm/|fkf| x)dz > 0.

k—o0 k—o0 j>k

i [ 1 1l @)z -

/E ful@)da - [E f)da| < /E fi — £l (2)da

otteniamo hm fk )dx — / fx O

Dunque

In particolare, da
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