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Successioni numeriche

Definizione. Una successione in un insieme X ¢ un’applicazione (o funzione)
f:N = X. Se il codominio X & un sottoinsieme di R, la successione si dice reale
(o di numeri reali).

Data una successione f:N — X, per motivi di tradizione e di semplicita, 'im-
magine di un generico n € N si denota col simbolo a,, invece che con f(n). Il
valore a,, associato ad n si chiama termine n-esimo della successione o elemento
di indice n. I numeri naturali sono detti gli indici della successione.

Vari modi di indicare una successione f:N — X sono:

- f:N — X (& quello piu corretto ma il meno usato);

- Q1,02 ..., Qp,... (elencando i termini);

- {an }nen (specificando che il dominio &€ N ) o anche {a,} (usato quando risulta
chiaro dal contesto che rappresenta una successione).

Da ora in avanti, a meno che non sia diversamente specificato, ci occuperemo di
successioni di numeri reali. In questo caso vale la convenzione che abbiamo adot-
tato per le funzioni reali: per semplicita, a meno che non sia detto esplicitamente,
st assume che il codominio coincida con R.

Esempi di successioni reali:

11 1
.1,5,5,,5,...
o —1,1,—1,....(=1)",...
©246,...,2n,
el 23 _n_
273740 ' 410

Alcune successioni sono definite in modo ricorsivo, cioe:
1) assegnando il primo termine (o i primi k-termini);
2) dando una legge per ricavare il termine (n + 1)-esimo dai termini precedenti.
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Un esempio di successione definita in modo ricorsivo € rappresentato dalla suc-
cessione di Fibonacci (matematico pisano della prima meta del XIII secolo), dove
sono assegnati i primi due termini, a; = 1 e a2 = 1, ed ogni altro termine & som-
ma dei due precedenti, cioe ant+1 = an + ap—1. Tale successione governa alcuni
fenomeni naturali come, ad esempio, il numero dei discendenti dei conigli e il
numero degli antenati delle api (nelle varie generazioni).

Un altro esempio di successione ricorsiva si ottiene ponendo b, = an11/ay, dove
{a,} ¢ la successione di Fibonacci. Siha by = 1e b,+1 = 1+1/b,. Sipuo provare
che tale successione ha come limite (vedere sotto per la definizione di limite)
il numero (1 + v/5)/2 che & detto sezione aurea e ha importanti applicazioni
nell’architettura e nella pittura.

Osservazione. Attenzione a non fare confusione tra i termini della successione
(che sono sempre infiniti: il primo, il secondo, il terzo, ecc.) e i valori assunti
dalla successione che possono essere anche un numero finito. Ad esempio, la
successione {an}nen = {(—1)"},cy assume solo i valori 1 e —1 ma, ciascuno,
infinite volte (il primo termine ¢ —1, il secondo ¢ 1, il terzo ¢ —1, ..., I'n-esimo

& (=), ...).

Definizione. Si dice che una successione {a,} tende (o converge) al € R, e si
scrive a,, — | (per n — 400), se per ogni € > 0 esiste un indice N (dipendente
da €) tale che per n > N si ha |a, — [| < e. Il numero [ & detto il limite di {a,}
e si scrive anche

lim a, =1 oppure lim a, =I.
n—-+oo

La seconda notazione, particolarmente sintetica, e giustificata dal fatto che +oo
¢ I'unico punto di accumulazione per N e quindi I'unica nozione di limite che ha
senso per le successioni ¢ per n — +oo. Osserviamo anche che nella definizione
di limite affermare che “per ogni € > 0 esiste N € N tale che per n > N si abbia
la, — 1] < €’ & equivalente a verificare che “per ogni € > 0 esiste IV € R tale che
per n > N si abbia |a, —1| < €”. In altre parole ¢ sufficiente che la disuguaglianza
|an, — 1] < € sia soddisfatta per tutti gli indici n maggiori di un certo numero reale
N che puo anche non essere un intero positivo.

Definizione. Si dice che {a,} tende (o diverge) a +oo[—o0] (si scrive a, —
+00 [an, — —o0]) se per ogni M € R esiste un indice N (dipendente da M) tale
che per n > N si ha a,, > M [a, < M].

Definizione. Una successione {a,} si dice convergente se ammette limite finito,
divergente se il limite € 400 0 —00 e non regolare quando non ammette limite.
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Esempio. Verifichiamo che

. 1
lim — =0.
n—+oo n

Dato € > 0, dobbiamo determinare N € N tale che se n > N si abbia

1

n

<€ o, equivalentemente, —e< — <e.
n

Ovviamente risulta 1/n > —e per ogni n € N ed ¢ sufficiente prendere N = [1/€]

perché se n > N si abbia

1
— <€
n

(ricordiamo che [1/¢€] denota la parte intera di 1/€). Per quanto osservato sopra,
se cerchiamo N € R e non necessariamente N € N, sara sufficiente prendere
N = 1/e, senza ricorrere alla parte intera di tale numero.

Esercizio. Verificare, mediante la definizione di limite, che

n
n—+1

— 1.

Svolgimento. Fissiamo € > 0. Occorre provare che esiste un N € N tale che

n>N =

—1| <e.
n—+1 ‘ ¢

La disequazione & equivalente alla coppia di disequazioni
—e< —— —1<e
n

e 1 < € e vera per ogni n € N in quanto il primo membro
1

¢ negativo, mentre —e < —; =5 ¢ vera per ogni n € N che sia maggiore di % —1.

La disuguaglianza

Esercizio. Verificare, usando la definizione di limite, che

. 3n+1
lim = 3;
n—+oo N + 2

. nd+2n+1 1
lm ———— ==

nS4oo  2nd —4 2’
lim n?+n=+4o00 ,
n—-+o0o
lim —n?+n=—-00.
n—4oo
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Esercizio. Provare che la successione {(—1)"} & non regolare.

Teorema. (Unicita del limite). Il limite di una successione, se esiste (finito o
infinito), € unico.

I concetti di funzione limitata superiormente, limitata inferiormente, limitata so-
no gia stati definiti per arbitrarie funzioni a valori reali. Essi rimangono pertanto
validi anche per le successioni reali, essendo queste delle particolari funzioni a va-
lori reali (I'unica distinzione riguarda il dominio, non il codominio). Ad esempio,
diremo che la successione {a,} € limitata se esiste M > 0 tale che |a,| < M per
ogni n € N.

Teorema. Ogni successione convergente ¢ limitata.
Osservazione. Esistono successioni limitate ma non convergenti. Ad esempio,
la successione {a,} = {(—1)"}.

Definizione. Diremo che una successione {a,} soddisfa una certa proprieta P
definitivamente se esiste N € N tale che i termini a, soddisfano P per ogni
n > N.

In altre parole, se {a,} soddisfa P definitivamente significa che i termini della
successione per i quali P pud non essere soddisfatta sono in numero finito.
Esempio. La successione di termine n-esimo

n—1T

n+3
¢ definitivamente positiva essendo a,, > 0 per ogni n > 7.

Ay =

Esempio. Una successione {a,} converge ad [ se per ogni € > 0 si ha |a, — 1] < €
definitivamente.

I risultati che seguono sono stati gia enunciati nel contesto delle proprieta dei limi-
ti di funzioni reali di variabile reale. Per completezza li riportiamo interpretandoli
nell’ambito delle successioni.

Teorema. (Permanenza del segno per le successioni). Sia {a,} una successione
reale. Se ay tende ad un limite maggiore di 0 (anche +00), allora a, > 0
definitivamente (cioé esiste N € N tale che a, > 0 per ognin > N ).

Dimostrazione. Supponiamo che il limite [ della successione {a,} sia finito e po-
sitivo. Fissato e = [/2, dalla definizione di limite si deduce che | —€ < a, <l+¢€
definitivamente. Quindi, essendo | —e =1 —1/2 = 1/2 > 0, si ottiene 0 < a,
definitivamente. Analizziamo ora il caso in cui il limite sia +oo. Fissato un qua-
lunque M > 0, si ha (sempre per la definizione di limite) a,, > M definitivamente
e quindi, a maggior ragione, a, > 0 definitivamente. O
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Teorema. (Operazioni sui limiti per le successioni). Siano {a,} e {b,} due
successioni tali che a, — X e b, — u, dove A\, u € R*. Allora, quando ha senso
nei reali estesi (cioé tranne i casi oo — oo, 0/0, 000 e 0co/00), si ha:

1) an+by = A+ p;
2) apby, — A

3) an/bn — A/p.

Riportiamo alcuni esempi per mostrare come non sia conveniente dare un
senso, nei reali estesi, alle espressioni co — oo, 0/0, 0 - 00 e co/oo (dette forme
indeterminate):

n+1)—n—1

B
!
8

n“—n — +o0o

3
S 2
8 8 8

(=]
~
=]

1/n)/(1/n) =1
1/n?)/(1/n) = 0

n/n—1

o~ o~

(=]
~
o
S S s N

8
2

n?/n — +oo

8
2

Esercizio. Usando il teorema precedente, calcolare

. n*+n+1 .
lim ———; limn—+vn2+1.
n—oo 6n2 + 3n n—00

Il risultato che segue ¢ una facile conseguenza del teorema della permanenza del
segno.

Teorema (del confronto dei limiti per le successioni). Se a,, -1 € R, b, = m €
R e a, < b, definitivamente, allora | < m.

Dimostrazione. Se, per assurdo, [ fosse maggiore di m, la successione {a, —
b,} tenderebbe al numero positivo [ — m. Di conseguenza, per il teorema della
permanenza del segno, risulterebbe a, — b, > 0 definitivamente, in contrasto con
I'ipotesi “a, < b,,Vn e N”. O

Un caso particolare del Teorema del confronto dei limiti per le successioni & il
seguente corollario.
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Corollario. Se {a,} é una successione reale a termini non negativi (rispet-
tivamente nmon positivi) convergente ad I, allora risulta I > 0 (risp. 1 <

0).

Teorema (dei carabinieri per le successioni). Siano {a,}, {bn} e {cn} tre
successions tali che
an < b, <cp.

Sea, >l €R ec, =1 <R, allora anche b, — 1.

Dimostrazione. Fissiamo un ¢ > 0. Poiché a,, — [, esiste un n; tale che [ — ¢ <
an < I+ € per tutti gli n > n;. Per lo stesso € & possibile determinare un no tale
che l —e < ¢, <1+ € pern > ny. Quindi, se n > N := max{nj,ns}, allora
l—e<ap <b, <c¢, <l+e dacuisiottiene ] —e < b, <[+ e per tutti gli
n>N. O

Osservazione. Osserviamo che il teorema dei carabinieri & ancora valido se si
suppone che la condizione a,, < b, < ¢, (ferme restando le altre ipotesi) valga
definitivamente (non occorre sia vera per ogni n € N). L’importante e che i
carabinieri {a,} e {¢,} prima o poi catturino {b,} e si dirigano entrambi dalla
stessa parte.

Esempio. La successione

{ senn }
n
e rapporto di due successioni: {senn} e {n}. Il suo limite non si pud determinare

applicando il Teorema sulle operazioni dei limiti perché la successione {senn}
non ha limite per n — oo (cosa che noi non dimostreremo). D’altra parte si ha

senn

SR

1
n n
e quindi dal Teorema dei carabinieri si deduce

senn

— 0.

n

Definizione. Una successione si dice infinitesima se € convergente a zero.

E’ immediato verificare che

Teorema. La successione {an} € infinitesima se e solo se la successione {|an|}
é infinitesima.

Osservazione. Nella proposizione precedente non si puo sostituire 0 con un
valore [ # 0. Infatti, ad esempio, la successione a,, = (—1)" non ammette limite,
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ma |a,| = 1 e quindi converge a 1. In generale, vale pero la seguente implicazione:

an — 1= |an| — I .

Il seguente teorema ¢ utile in molte occasioni:

Teorema. La successione prodotto di una successione limitata per una
infinitesima é infinitesima.

Dimostrazione. Sia {a,} una successione limitata. Percio esiste M > 0 tale che
|an| < M per ogni n € N. Sia b, tale che lim,_, - b, = 0. Si ha

0 < l|anbn| < M|by,|,
da cui, per il Teorema dei carabinieri e per il teorema precedente, si deduce che
{anb,} € infinitesima. O

Esempio. Dal teorema precedente si deduce immediatamente che le successioni
(=)™ senn
e —
n n?—n

Teorema (del carabiniere per le successioni). Siano {an}, {bn} due successioni
tali che

sono infinitesime.

an < b, definitivamente.

Se an — 400 (b, = —00), allora anche b, — +0o (a, — —00).

Analogamente a cio che si € visto per le funzioni, gli estremi inferiore e superiore
di {a,} sono gli estremi inferiore e superiore dell’insieme dei valori assunti dalla
successione e si denotano, rispettivamente, con

inf a,, e supay,
neN neN

o pit semplicemente con inf a,, e sup a,. Se una successione {a,} non & limitata
superiormente [inferiormente] si pone

sup a, = +oo [infa, = —o0].

Osservazione. La seguente caratterizzazione per l’estremo superiore [estremo
inferiore| di una successione ¢ analoga a quella data per una funzione reale:

supa, =1 € R [infa, =1 € R] se e solo se
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1) an <1, [an > 1] ¥n € N;

2) Ye > 0 esiste un indice n tale che an, >1—€ [a, <1+ €]
Esercizio. Provare che

—9 —9
sup(—1)" (2 =1 e inf(-1)" (2 =1
neN n+3 neN n—+3

Suggerimento. Per provare la prima delle due uguaglianze usiamo la
caratterizzazione richiamata sopra. La 1) & verificata essendo ovviamente

(22 <

per ogni n € N. Per quanto riguarda la 2) si tratta di verificare che per ogni
€ > 0 e possibile determinare un indice n. tale che

E sufficiente prendere come n, un n pari e tale che n > (3(1 — €) + 2) /.

Definizione. Una successione {a,} si dice crescente [decrescente] se per ogni
m,n € N con m < n si ha an, < aplam > a,]. Una successione {a,} si dice
strettamente crescente [strettamente decrescente] se per ogni m,n € N conm < n
si ha a,, < ap [am > ay]. Le successioni (strettamente) crescenti o (strettamente)
decrescenti sono dette successioni (strettamente) monotone.

Osservazione. E facile verificare che la definizione di successione monotona &
equivalente alla seguente:

“{an} si dice crescente [decrescente] se, per ogni n € N risulta a,, < ap41 [an >
an—‘rl]-”

Teorema. (Limite per successioni monotone). Se {a,} € una successione mo-
notona, allora ammette limite. Precisamente si ha lima, = supa, se {a,} ¢
crescente e lima,, = infa, se é decrescente. In particolare se {a,}, oltre ad es-
sere monotona, € anche limitata, allora é convergente, se invece non ¢ limitata,
e divergente.

Dimostrazione. (Facoltativa) Assumiamo, per fissare le idee, che la successione
{a,} sia crescente (il caso “{a,} decrescente” & analogo).

Supponiamo prima che l’estremo superiore di {a,} sia finito e denotiamolo, per
brevita, con la lettera {. Fissiamo un arbitrario € > 0. Poiché (per definizione di
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estremo superiore) [ ¢ il minimo maggiorante per {a,}, il numero | — € non puo
essere un maggiorante per {a,}. Non & vero quindi che tutti gli a,, verificano la
condizione a,, <[ — e. Ne esiste quindi (almeno) uno, denotiamolo az , che non
verifica tale condizione. Esiste cio¢ un indice n per il quale risulta az > [ — €
(proprieta (2) della caratterizzazione dell’estremo superiore). Dato che abbiamo
supposto {ay} crescente, se n & un qualunque indice maggiore di 7, si ha az < a,
e quindi, a maggior ragione, | — € < a,. D’altra parte [ ¢ un maggiorante per gli
a, e, di conseguenza, per ogni n (e non solo per quelli maggiori di 72) risulta a,, <
[ (proprieta (1) della caratterizzazione dell’estremo superiore). In conclusione,
possiamo affermare che per gli n > n si hal —€ < a, <1+ €, e quindi, per la
definizione di limite, a,, — [ = sup a,.

Supponiamo ora sup a,, = 400 e fissiamo un M > 0. Poiché (in base al significato
della notazione supa,, = +00) la successione non & limitata superiormente, il
numero M non puod essere un maggiorante per tutti gli a,. Esiste quindi un
indice n per il quale risulta az > M. Dato che la successione € crescente, quando
n > n si ha a, > M. Dunque, per la definizione di limite, a,, = +00 = sup a,.
(|

Osservazione. La condizione espressa dal teorema precedente € ovviamente solo
: . . 1) s . .
sufficiente. Ad esempio la successione {a, } = {%} e convergente (infatti tende
a 0), ma non ¢ monotona. Si ha sup a,, = maxa, = 1/2 e inf a,, = mina,, = —1.

Un esempio importante di successione monotona e il seguente:

Esempio. Il numero e.

Consideriamo la successione il cul termine n-esimo &
Si puo provare che essa e:

1 n
ap = <1 + >
n
e strettamente crescente;
e limitata superiormente (3 & un maggiorante).

Percio, per il teorema del limite per le successioni monotone, ¢ convergente. Il
suo limite si denota con e ed & detto numero di Nepero. Tale numero ¢ irrazionale
e un suo valore approssimato (a meno di 107?) & dato da 2, 7182818284. Notiamo
che questa ¢ una delle possibili definizioni del numero e (un’altra, che vedremo
in seguito, & quella basata sulla nozione di serie).

11 logaritmo naturale (o in base €) di un numero z si denota Inx o log x.
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Esempio. Proviamo che

Si ha

D’altra parte

n n n—1+1 n—1+41
() () -

Esempio. Proviamo che

1 T
lim (1 + > =e.
r—+oo €T

Per z > 0, si ha

<1+ [:U]1+1>[m]§ <1+i>$§ <1+[xl]>[m]ﬂ.

D’altra parte, dal limite della successione {(1+ 1/n)"} considerato sopra, si de-
duce che il primo e I'ultimo membro della precedente disequazione tendono a
e. Di conseguenza, per il Teorema dei carabinieri, si ottiene che il limite per
r — +oo e uguale a e. Applicando il Teorema di cambiamento di variabile per
i limiti e tenendo conto del fatto che (1 —1/n)" — 1/e, si verifica che anche il
limite per x — —oo € uguale a e.

Inoltre, ponendo = = 1/y e applicando nuovamente il Teorema di cambiamento
di variabile, si deduce che

1/z

lim (14+z)7/" =e.

x—0

Infine, tenendo conto della continuita della funzione logaritmo, si ottiene

lim log(1+ x)
z—0 X

=1.

Infatti, si ha

lim log(1 + z)

= lim log (1 4 )"/* = loge = 1.
z—0 X a:l—r>r%) Og( —|—JZ‘) oge
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2% settimana - dal 06.03.18

Il seguente risultato mette in relazione il limite di successione e quello di funzione.

Teorema (“di collegamento”). Sia f: X C R — R e sia a € R* un punto
di accumulazione per X. Allora lim,_o f(x) = A € R* se e solo se per ogni
successione {antnen, an € X, an # @, ap — « si ha lim, o f(ay) = A.

Usando il teorema di collegamento e i limiti di funzione provati in precedenza si
ottiene immediatamente che:

se {an} € una qualunque successione infinitesima, allora

. . 1—cosa, 1
lim =1, lm —— =
n—oo  a, n—00 a% 2

sen a,

lim log(1 + ay)

n—00 Qan,

=1.

In maniera analoga:

se {an} € una qualunque successione divergente (a +oo oppure a —oc), allora

1\
lim <1 + ) —e.
n— oo Qnp,

Da quest’ultimo risultato si deduce facilmente che, fissato k € R,

. n+k+1\" ) n+k \" 1
lim [ ———— =e, lim |——— =—.
n—00 n+k n—soo\n+k-+1 e

Esempio. Usando il teorema di collegamento si pud provare che non esiste il
limite per z — 400 di senx. Basta infatti considerare le successioni di termine
n-esimo

3
an:g—i—Qnﬂ, En:§7r+2n7r

e osservare che lim,_ .., sena, = 1 mentre lim,,_, sena, = —1.

Nel calcolo dei limiti di successione sono utili i seguenti teoremi.

Teorema. Sia data una successione {an} a termini positivi. Allora si ha

. . an+41
lim a, = lim nt ,
n——+00 n—+o00  Qp

purché esista il limite al secondo membro.
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Esempio. Usando il teorema precedente si deduce immediatamente che

n
Vh—1,(h>1); ¥n—1; Vnl— +oo; {L/n—'—>e.
n!

Ad esempio, si ha

1
lim /n= lim " -—1,
n—-+oo n—-+oo n
. o fnm . (n+ 1) pl ) n+1\"
lim — = lim ———— — = lim =e.
n—+oo | nl notoo (n+1)! N nodtoo n

Teorema (criterio del rapporto per le successioni). Sia {an} una successione a
termini positivi. Supponiamo che la successione {b,} = {an+1/an} ottenuta da
{an} facendo il rapporto tra un termine e il precedente ammetta limite 5 (finito
o infinito). Allora, se < 1 la successione {an} € infinitesima, se 8 > 1 la
successione {a,} € infinita.

Esempio. Proviamo che

0 se |r| <1
n 1 ser=1

lim »" =
n——+o0o +o0o ser>1

A ser < -—1

Dimostrazione. Consideriamo ad esempio il caso |r| < 1. Per il criterio del

rapporto, essendo

’ 7erl ’
lim
n—+400 ‘7‘”‘

=rl<1,

si ottiene |r"| — 0. Di conseguenza, poiché come visto in precedenza una succes-
sione ¢ infinitesima se e solo se lo ¢ il suo valore assoluto, allora anche r™ — 0.
Gli altri casi sono lasciati per esercizio. O

Esempio. Facendo uso del criterio del rapporto si deduce che

a n |

" L 0@>0r>1),— =0,% 5o0.
rn n! nn
Ad esempio, si ha
(n+1)! n" n \m 1
——— — = lim ( > =-<1,
n——+oo (n—|—1)”+1 n! n—+oo \m + 1 e

da cui, per il criterio del rapporto, n!/n™ — 0 .
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Esempio. Si ha la seguente scala di infiniti:

n

logn, n®(a > 0), " (r > 1), n!, n".

La scala va intesa nel senso che il limite tra un infinito e il successivo ¢ 0.

Serie numeriche

Prendiamo ora in esame un esempio particolarmente importante di successio-
ne reale. Data una successione reale {a,},en associamo ad essa la successione
{sn}nen di termine n-esimo

n
sn:a1+a2+...+an:Zak.
k=1

(i interessa studiare il limite

lim s,.
n—4o00

Tale limite si indica con il simbolo
o
E A,
k=1

detto serie (numerica), e si legge somma per k che va da 1 a infinito di ay.
Ovviamente al posto di k si puo usare un qualunque altro indice (si pensi al
significato di sommatoria).

In altre parole, col simbolo

si intende

La successione {s,} si dice successione delle somme parziali (o delle ridotte)
della serie, mentre a,, € detto il termine generale. 1l carattere della serie &, per
definizione, il carattere della successione {s,}. In altre parole, si dice che la serie
converge [diverge] se {s,} converge [diverge]; se il limite di {s,} non esiste, la
serie ¢ indeterminata (o irregolare). Il limite s (finito o infinito) di {s,}, quando
esiste, si dice somma della serie e si scrive

)
s = E ay, -
n=1
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Talvolta, invece di sommare a partire da n = 1, si parte da un indice ng € N (puod
essere utile anche ny = 0). Scriveremo allora

e e}
E ap .

n=ng

Si vede facilmente che il carattere di una serie non cambia se si modifica un
numero finito di termini.

La serie geometrica (Esempio importante.)
La serie
o
>
n=0
& detta geometrica. Osserviamo che in una serie geometrica il rapporto tra un
termine e il precedente ¢ costante (ossia, non dipende da n) e vale r. Tale rapporto

si chiama ragione della serie. Una serie geometrica converge se e solo se la sua
ragione ¢é in valore assoluto minore di uno. Inoltre, la somma é 1/(1 —r).

Si ha infatti
sp=14+r+r>+...+1"

Moltiplicando per r si ottiene
rsy=r+r>4. .+t

da cui, sottraendo membro a membro e ricavando s, risulta

1— Tn+1
S = —
" 1—r
Percio, {s,} & convergente se e solo se |r| < 1 (infatti, in tal caso, "1 — 0). Di
conseguenza, se |r| < 1, si ha

o0 TZ+1
Z " - :
r" = lim = ,
n——+o00 —r 1—r
n=0

o, anche,
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A titolo di esempio, consideriamo il numero decimale periodico 3,17 = 3, 17777...
Si puo scrivere

_ 7 7 7
17=3,1 =31+t =4+ -—+—4+...
3,17=3,1+0,07+ 0,007 4+ 0,0007 + 3, +102+103+104+
Ovvero .
_ 31 7
17=" —.
3,17 10+ Ton
n=2
Si ha
=7 7 = 1 7/100

210" T 100 & 10"~ 1—1/10
essendo Y7 1 1/10™ una serie geometrica di ragione 1/10. Si ha pertanto

= 31 7/100 286
3 17T=—+ ——=—.
10 + 1-1/10 90
In modo analogo si prova che ogni numero decimale periodico e razionale e se ne
determina la frazione generatrice.

Esempio. La serie ) 2, (—1)" ¢ indeterminata. Infatti si ha s,, = 0 se n & pari
e s, = —1 se n ¢ dispari. Percio lim,_, 0 Sy, non esiste.

Teorema. Condizione necessaria affinché una serie sia convergente é che il
termine generale tenda a zero.

Dimostrazione. Sia Zfzno an una serie convergente. Cio significa, per definizio-
ne, che la successione {s,} delle somme parziali converge ad un numero (finito)
s. Osserviamo che a,, = s, — $p,—1 € che (oltre ad {s,}) anche {s,_1} converge
ad s (infatti, se |s, — s| < e per n > N, allora |s,,—1 — s| < epern > N +1). Si
ha allora

lim a, = lim (s, —sp—1) =s—s=0.0

n—oo n—o0
Osservazione. La precedente condizione non e sufficiente. Proveremo infatti,
facendo uso del criterio dell’integrale che enunceremo successivamente, che la serie
Yoo, 1/n (detta armonica) non ¢ convergente, sebbene il suo termine generale
sia infinitesimo.

Esercizio. Sia ) - , Gn una serie convergente e sia ¢ € R. Provare che

n=n
o0 (o]
E ca, = cC E ay, -
n=ng n=ng
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Esercizio. Siano } ) an e Y2 b, due serie convergenti. Provare che

Z(an+bn): Z Gy, + Z by, .
n=ng n=ng n=ng

. . . [o'e) N .. ..
Osservazione (importante). Se una serie ) °  “a, ¢ a termini non negativi
(ossia a, > 0 per ogni n), allora la successione {s,} delle sue somme parziali &
crescente. Infatti, essendo a,, > 0, risulta

Spn = 8Sp—1+ ap = Sp—1 -

Percio, per il teorema sul limite delle successioni monotone, il limite di {s,} esi-
ste sempre (finito o infinito) dal momento che coincide con 1’estremo superiore di
{sn}. In tal caso, la somma della serie & ben definita e rappresenta un numero
reale esteso (ovviamente positivo). In altre parole, una serie a termini non nega-
tivi 0 & convergente o é divergente. Analoghe considerazioni valgono, ovviamente,
anche per le serie a termini non positivi.

Esempio. Consideriamo la serie

00

1
Znia, O[>O,
n=1

detta serie armonica generalizzata. Sipuo provare (ad esempio mediante il criterio
dell’integrale che enunceremo dopo) che la serie converge se e solo se a > 1. Di
conseguenza, essendo a termini positivi, essa diverge per 0 < o < 1.

Talvolta non ha interesse o non si riesce a calcolare esplicitamente la somma di
una serie; di solito si cerca di stabilirne il carattere. Successivamente, dopo aver
provato che una serie converge, la sua somma (se interessa) potra essere stimata
con metodi numerici mediante I’ausilio di un computer.

Diamo ora un criterio utile per stabilire il carattere di una serie a termini

positivi.

Criterio del confronto per le serie a termini positivi. Siano Z;’;no Gn €

> by, due serie a termini non negativi. Supponiamo a, < b, per n > n
n=ng on q . pp n > On P = No.

Allora, se converge la serie bn, (detta maggiorante), converge anche (la

minorante) Y an e si ha

[e's)
n=ng

ianﬁ ibn;

n=ng n=ng
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se diverge la minorante, diverge anche la maggiorante.

Dimostrazione. Poiché le due serie sono a termini non negativi, le successioni

delle somme parziali
n n
Sp = Z ar € op, = Z br

k=ng k=no
risultano crescenti e, conseguentemente, per il teorema del limite di successioni
monotone, per entrambe esiste (finito o infinito) il limite per n — +oo. Poiché
. . (BN o0

an < b, per n > ng, si deduce s,, < o, per ogni n > ng. Percio, se Zn:no b,

¢ convergente (cioe se la successione {o,} & convergente), dal teorema del con-

fronto dei limiti, si ottiene che la successione {s,} e, quindi, la serie > > ay
—=no

. . . o0 . . o0

sono convergenti. Di conseguenza, se )  a, diverge, la serie > * b, non

puo convergere e quindi necessariamente diverge (ricordarsi che esiste il limite di

o). O

Esercizio. Proviamo che la serie
Z sen- n
n3 +n
n
& convergente. Si ha

sen?n 1 1
n4+n " nd34+n

n3 "

La conclusione segue dal criterio del confronto, ricordando che Zn% e
convergente.

Esercizio. Proviamo che la serie

24 (—1)"
e

n

& convergente. Infatti si ha
_1\n
2+ (—-1) < 3
2n - 2n

e > ,(3)", essendo una serie geometrica di ragione 3, & convergente.

Un utile corollario del criterio del confronto & il seguente:

Criterio del confronto asintotico per le serie a termini positivi. Sia
0o . o . .
Zn:no an una serie a termini non negativi. Supponiamo che per qualche o > 0
st abbia
lim n%a, = X € R*.
n——+o0o

Allora,
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1. se 0 < X < 400 la serie ha lo stesso carattere di )y, n% (cioé converge se e
solo se > 1);

2. se \=0 e a>1 la serie converge;

3. se A =40 e a <1 la serie diverge.

Esempio. Consideriamo

1
t —.
5 arctang

1
25

Poiché

1 1 1 1 1
lim n? +23L1"(3‘5ang—: lim n? < —i—o()) =1,

n—+oo M n  noto n+2\n n
per il punto 1) del criterio del confronto asintotico, la serie data ha lo stesso
carattere di ) n% e quindi & convergente.

Esempio. Consideriamo
1 1

Z n Sen n .
~ tang#
Usando la formula di Taylor si ha
w = (5~ g +0()) _ s o)

wrolGe)  atola)

Percio, il termine generale della serie data & un infinitesimo di ordine 1. Di
conseguenza, per il punto 1) del criterio del confronto asintotico, la serie diverge
avendo lo stesso carattere della serie armonica.

E ne .
n

Poiché lim,, 1 oo n®T1/e™ = 0 per ogni a > 0 e quindi, in particolare, anche per
ogni a > 1, per il punto 2) del criterio del confronto asintotico, la serie data

Esempio. Consideriamo

converge.

Esempio. Consideriamo

1
Z;logn'

Poiché lim,,_, 1o, n%/logn = +oo per ogni o > 0 e quindi, in particolare, anche
per ogni a < 1, per il punto 3) del criterio del confronto asintotico, la serie data
diverge.
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Un utile criterio per stabilire il carattere di una serie numerica a termini positivi
¢ il seguente:

Criterio dell’integrale. Sia ng € N e sia f:[ng,+00) — R una funzione
continua positiva e decrescente. Allora

—+00

> fn) e f () da

n=ng o

hanno lo stesso carattere. Pit precisamente si ha

+o00 > +o0o
fdrs Y f< [ fwds.

no+1 n=ng+1 0

Esempio. Dal criterio dell’integrale si deduce immediatamente che la serie

armonica
o0

1
>
n=1

¢ divergente. Piu precisamente, sempre usando il criterio dell’integrale, ¢ facile
verificare che la serie armonica generalizzata

& convergente se e solo se a > 1.

Esercizio. Usando il criterio dell’integrale, provare che

o0 oo 2
1 log“n
n=2 g n=1

sono divergenti.

Se la serie Z;’lo:no a, non e di segno costante, in alcuni casi e utile considerare la

serie dei valori assoluti, cioe Y77 |an|. Vale il seguente risultato
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[e.e]

neno |n|, converge anche

Criterio della convergenza assoluta. Se converge )
S an € vale la disuguaglianza

n=ng
o0 (o]
SEAED SII

n=ng n=ng

Osservazione. Si osservi che la disuguaglianza nel precedente teorema ha senso
in virtu dell’affermazione che la serie ZZO:% a, € convergente. In questo caso,
infatti, tale serie rappresenta un numero reale, e quindi ha senso il suo valore
assoluto.

Definizione. La serie Y - a, si dice assolutamente convergente se &

n=ng
convergente la serie Y70 [y .

Osservazione. Tenendo conto della definizione precedente, il criterio della con-
vergenza assoluta si puo enunciare affermando che se una serie é assolutamente
convergente, allora é convergente. Esistono anche serie convergenti ma non asso-
lutamente convergenti. Ad esempio, la serie > o0 ;(—1)"1 & convergente (cid si
puo dimostrare facendo uso del criterio di Leibniz che vedremo dopo). D’altra
parte, la serie dei valori assoluti o | [(—=1)"1|, che ¢ la serie armonica, come sap-
piamo non converge. Un altro esempio di serie convergente ma non assolutamente

convergente ¢ y 0 | S0n

n

Il criterio del confronto per le serie a termini positivi € ovviamente un criterio di

convergenza assoluta. Infatti, data la serie Zzozno an, esso si puo applicare (come

mostrato nell’esempio che segue) alla serie Y |a,| per studiarne il carattere.
Esempio.
1) La serie
oo
Z cosn
T
n=1 n

& convergente, come si verifica subito applicando il criterio del confronto a
o0
Z | cos n
n3
n=1
e applicando successivamente alla serie data il criterio della convergenza assoluta.
2) Consideriamo la serie

< /2\" ™
()" sen T,
3 2

n=0
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() ol = (5)

e quest’ultimo ¢ il termine n-esimo di una serie geometrica di ragione 2/3 (quindi
convergente). Di conseguenza,
3

n=0

Si ha

T
sen —n
2

¢ convergente e, quindi, per il criterio della convergenza assoluta,

i 2 ' sen —n
3 2

n=0
& convergente.
Una serie del tipo
oo
Z (_1)nan7 Ap, Z 07
n=ng

si dice a segni alterni. Per le serie a segni alterni si puo dimostrare il seguente
criterio di convergenza:

Criterio di Leibniz. Sia Zflo:no(—l)"an una serie a segni alterni. Se la succes-
sione {a,} & decrescente ed é infinitesima, allora la serie é convergente. Inoltre,
denotata con s la sua somma e con s, la sua somma parziale n-esima, risulta
|s — sp| < ant1, Yn € N, ossia Uerrore che si commette nella valutazione di s
arrestandosi alla somma parziale n-esima ¢ inferiore, in valore assoluto, al valore

assoluto del primo termine trascurato.

A titolo di esempio osserviamo che la serie

00 _1)
Z(n)

n=1

soddisfa le due ipotesi del criterio di Leibniz e pertanto e convergente. D’altra
parte, come gia osservato in precedenza, essa non € assolutamente convergente.
Inoltre, detta s la sua somma, risulta
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3% settimana - dal 13.03.18
Serie di funzioni

Una serie del tipo

Z fn(x) )

n=ng

dove le f,, sono funzioni reali di variabile reale, ¢ detta serie di funzioni (reali
di variabile reale). Si dice che la serie ¢ definita in un insieme X C R se il
dominio di tutte le funzioni contiene X (ossia, se sono tutte definite per ogni
x € X). Ovviamente, ogni volta che si fissa € X, si ottiene una serie numerica
che puo essere convergente oppure no, a seconda che la successione di funzioni
{sn()} delle somme parziali n-esime (dove s, (z) = > j_, fi(2)) sia convergente
o meno. L’insieme dei numeri x € X per cui la serie converge si chiama insieme
di convergenza (puntuale). Ad esempio, l'insieme di convergenza della serie

o
> "
n=0
¢ 'intervallo (—1,1), visto che si tratta di una serie geometrica di ragione = € R.

. . . o0 . .
In analogia con le serie numeriche, se 3 57 | fn(z)| converge in un punto x, dire-
mo che la serie di funzioni > " f,(x) converge assolutamente in z. Dal criterio
di convergenza assoluta per le serie numeriche si ottiene subito che la convergenza
assoluta di una serie di funzioni implica la sua convergenza (puntuale).

. . . . o0 . . .
Se una serie di funzioni ) ;7 f,(x) converge puntualmente in un insieme A C X,
allora per ogni x € A la somma della serie ¢ un numero reale che possiamo
denotare con f(z). Possiamo scrivere percio

f@)=Y" falz), z€A

n=ng

Risulta cosi definita una funzione reale di variabile reale f: A — R. E naturale
porsi la domanda se una tale funzione sia continua quando sono continue tutte
le f,. In altre parole: & ancora vero che la somma di funzioni continue & una
funzione continua nel caso di infiniti addendi? La risposta € negativa. L’esempio
seguente illustra questo fatto.
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Esempio. Consideriamo, nell’intervallo [0, 1], la serie di funzioni

o
(:L,n o :L,n—l—l)
n=1
che si puo anche riscrivere nella forma

o0

Z(l —x)z".

n=1

Per x € [0,1) la serie & geometrica di ragione x e primo termine (1 —x)x; pertanto
converge e la sua somma & data da

(1—2x)x
11—z

Per z = 1 tutte le funzioni f,(z) = (1 — z)z™ sono nulle e, di conseguenza, la

serie converge anche in tale punto ed ha somma zero. Si puo concludere che la
serie converge in tutto l'intervallo chiuso [0, 1] e la sua somma ¢

f(x):{ x sex€l0,1)

0 sex=1

che & una funzione discontinua, sebbene tutte le f, siano continue (sono
addirittura C*°).

E utile percio introdurre un’altro tipo di convergenza, la convergenza totale,
che implica la convergenza assoluta e garantisce, tra ’altro, la continuita della
funzione somma.

Definizione. Si dice che la serie di funzioni ) 7 = fu(x) converge totalmente
in un insieme A C R se esiste una serie numerica convergente Z’Zo:ng cn, tale che
|fn(z)] < cn, ¥n > ng e Vo € A.

. . . . . o0 .
Notiamo che se una serie di funzioni )~ f,(r) converge totalmente in un
insieme A, allora (come conseguenza dei criteri di convergenza assoluta e del
confronto) converge (assolutamente) per ogni z € A. Risulta quindi ben definita
la funzione somma

f@) =" falz).

n=ng

Osserviamo inoltre che, supponendo ogni f, limitata, la piu piccola serie numerica
che domina Z;O:no fn(x) & quella il cui termine generale \,, & dato da

An = sup{|fn(z)| : z € A}
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Pertanto, se tale serie numerica converge, allora la serie di funzioni converge to-

talmente. In caso contrario, ossia se Zflo:no An = +00, per il criterio del confronto

nessuna serie numerica che domina la serie di funzioni puo convergere. Possiamo
quindi enunciare il seguente

Teorema. (facoltativo) Condizione necessaria e sufficiente affinché una serie di

funzioni .
Z fn()

n=ng

converga totalmente in un insieme A é che sia convergente la serie numerica
oo
E An s
n=ng

dove A, = sup{|fn(z)|: x € A}.

Esempio. Consideriamo la serie di funzioni

‘ n

inlog (1 + n(f_l)z) :

Osserviamo che il termine generale f,(x) = nlog (1 + %) tende a zero se e
solo se |x| < 1; percio la serie puo convergere in z se e solo se x € [—1,1]. Fissato

x € [-1,1], si ha

| fu()] = nlog <1+n(7|f_|n1)2) < nlog (1+ n(nl_l)Q) < (n_ll)Q,

da cui, essendo la serie Y 2, ﬁ convergente, dal criterio del confronto si

deduce che la serie data e assolutamente convergente in x. D’altra parte, posto

cn = 7+, dal fatto che 320, ¢, ¢ una serie numerica maggiorante e con-

(n—1)2>
vergente, si deduce anche che la serie data converge totalmente nell’intervallo

[—1,1].
Consideriamo invece la serie

|z["

g;nlog (1+n(§_1)>.

Anche in questo caso il termine generale tende a zero se e solo se |z| < 1. Pero la
serie converge puntualmente solo per x € (—1,1), in quanto per x = —lexz =1
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si ha > >, nlog (1 + ﬁ) che diverge avendo lo stesso carattere della serie

armonica Y o ; . Inoltre, essendo

sup nlog (1 + |xn> =nlog <1 + 1>
ze(—1,1) n(n —1) n(n —1) ’

la serie non converge totalmente in (—1,1) in quanto, come visto sopra,
o ynlog (1 + ﬁ) e divergente. Considerando invece un intervallo della

forma [—r,7] con 0 < r < 1, si ha

S log (1 + 21" ) log <1 + ~ > A
up n ——— | =n — ) =\,
x€[—r,r] n(n - 1) TL(TL - 1)

ed essendo ) A, convergente si puo concludere che la serie data converge
totalmente in [—r, r].

Esercizio. Provare che la serie

converge puntualmente se x > 2 e converge totalmente in [r, +00), con r > 2.

Teorema.  Sia > 7 fo(z) una serie di funzioni continue convergente
totalmente in un insieme A e sia

f@) =" falx)

la somma della serie. Allora

i) (continuita) la funzione f risulta continua in A;

i1) (passaggio al limite sotto l'integrale) per ogni intervallo [a,b] € A si ha
oo b b —oo
D oneng Jo fr(@)da = [ 3200, fu(@) da;

i) (derivabilita) se inoltre le funzioni f, sono di classe C* in A e se la serie
Y meng fn() delle derivate converge totalmente in A, allora f risulta di
classe Ct in A e si ha f'(z) =>.00  f(x).

n=no
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Serie di potenze

Un esempio importante di serie di funzioni e costituito dalle serie di potenze. Una
serie di funzioni del tipo
e, 9]
Z an(x — x0)",
n=0

dove zg e gli a,, sono numeri reali assegnati, si dice una serie di potenze in campo
reale. Il punto xg si chiama centro della serie.

Una serie di potenze converge ovviamente in = xo (e la sua somma in tal caso
vale ag). Dal teorema che segue si deduce che I'insieme di convergenza di una
serie di potenze € un intervallo (eventualmente ridotto al punto = = zg).

Teorema. Supponiamo che la serie di potenze y > an(z —x0)™ converga in un
punto T # xg. Allora la serie converge assolutamente in ogni x tale che |x —xo| <
|Z —xg|. Inoltre converge totalmente in ogni intervallo del tipo [xg—r, o+ 1] con
0<r<|z— .

Dimostrazione. Poiché la serie converge puntualmente in Z, il termine n-esimo
tende a 0 per n — oco. Di conseguenza, essendo le successioni convergenti neces-
sariamente limitate, esiste M > 0 tale che |a,(Z — xo)"| < M. Pertanto, preso x
tale che | — x0| < |Z — wp] risulta

onli = an)"| = ana — ao)"] (1E222) " < r (2220

|i’—ZL‘0|

|z—x0|
|i‘—mo|

n
Per come ¢ stato scelto z, la serie geometrica >~ ( ) ha ragione minore

di 1 e quindi converge. Percio, per il criterio del confronto, > o, |an(z — 2¢)|"
converge, cio¢ Y an(x — xo)" converge assolutamente in .

Sia ora r tale che 0 < r < |Z — xp|. Con la stessa dimostrazione fatta sopra si
ottiene

m4x—xww§ﬂf<7’)".

‘i’ — xo‘
Percid > "7 jan(x — x9)", essendo dominata dalla serie numerica convergente

n
Yoo M (m) , risulta totalmente convergente in [zg — r,zo + r|. O

Dal teorema precedente si ottiene il seguente

Teorema. Sia data la serie di potenze

oo
Z an(z — x0)".
n=0
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Allora, o la serie converge solo in x = xzg, oppure esiste R > 0 (eventualmente
anche infinito) tale che la serie converge assolutamente se |x — xo| < R e non
converge se |x — xo| > R. Inoltre la serie converge totalmente in ogni intervallo
[xg — 7,20 + 7], con 0 <r < R.

Dal risultato precedente si deduce percio che l'insieme di convergenza di una
serie di potenze centrata in xg € un intervallo (aperto, chiuso o semiaperto) e
che zp & equidistante dagli estremi (finiti o infiniti che siano). Osserviamo che
non si puo dire nulla a priori del comportamento della serie nei punti g — R e
xo + R. Ad esempio: la serie ) % ha raggio di convergenza 1 e converge (non
assolutamente) in z = —1 mentre non converge in x = 1; la serie » =» ha raggio
di convergenza 1 e converge assolutamente sia in x = 1 che in x = —1; la serie
>, nz™ ha raggio di convergenza 1 e non converge negli estremi dell’intervallo
(—1,1) (il termine generale non tende a zero).

Definizione. La semiampiezza R dell’intervallo di convergenza di una serie di
potenze si chiama raggio di convergenza della serie.

Per calcolare il raggio di convergenza, fissato x € R, si puo ricorrere agli usuali
criteri per le serie a termini positivi applicandoli all e > > |z — o|™

p p pplicandoli alla serie )~ ,an|z — 20|",
pensata come una serie numerica dipendente dal parametro x. Altrimenti, si puo
usare ad esempio il seguente

Teorema. Sia data una serie di potenze y oo an(z — o)™ e supponiamo che

esista limy, o0 V/|an|. Allora si ha
1

R=—— -
limy, o0 {/]an|

con la convenzione che R = 0 se lim, o0 V]an| = +00 ¢ R = +oo se
limn_N)O \n/ |an| — 0
Osservazione. Un altro criterio per il calcolo del raggio di convergenza di una

serie di potenze si ottiene ricordando che se esiste lim,,_, 4~ |“‘Z+|1‘, allora si ha
n

lim {/|ay| = lim |an+1\‘

n—-+oo n—-+4oo |an|

Esempio.

1. La serie
oo n
>
n
n=0

ha raggio di convergenza R = 1.
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2. La serie

ha raggio di convergenza R = 1/e.

3. La serie
o n

X
2

n=0

ha raggio di convergenza R = +o00.

4. La serie
0

Zn!x”

n=0

ha raggio di convergenza R = 0.

Serie di Taylor

Sia data una serie di potenze Y >, an(xz — 0)" e supponiamo che abbia raggio
di convergenza R > 0. Allora ¢ ben definita, nellintervallo (xg — R,z + R), la
somma della serie, cioe una funzione f tale che

f(z) = Zan(x —x9)", z€(xo—R,z0+R).
n=0

Teorema. La funzione f definita dalla serie di potenze Y " an(x — xo)" &
continua in ogni punto dell’intervallo (xg — R, z9 + R).

Dimostrazione. Sia T un qualunque punto dell’intervallo (zg — R, xo + R). Esiste
un numero 7, con 0 < r < R, tale che l'intervallo (z¢g — 7,29 + r) contiene Z.
Di conseguenza, poiché la serie & totalmente convergente in [zg — 7, o + 7], la
funzione somma f & ivi continua. Questo implica, in particolare, che f & continua
anche nel punto z. O

Vediamo altre proprieta delle serie di potenze.

Lemma (di invarianza del dominio di convergenza). Supponiamo che la serie di

potenze
o
Z an(x - x(])n
n=0
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abbia raggio di convergenza R > 0. Allora le due serie

oo
Z nay, (z — z9)"
n=1

[e.e]

Qn . n+l
Z n+1 (z = @0)

n=0

hanno raggio di convergenza R.

Il lemma precedente serve per provare che le serie di potenze sono “derivabili
termine a termine” e “integrabili termine a termine”; si ha cioe il seguente

Teorema (di derivazione e integrazione delle serie di potenze). Sia
oo
f(z) = Zan(x —x9)", x€ (xg— R,z0+ R)
n=0

una funzione definita da una serie di potenze. Allora f ¢é derivabile in (xo —
R,zo+ R) e si ha

f(z) = Z nay, (z — x0)" L.
n=1

Inoltre, per ogni x € (xg — R,z9 + R) si ha

T o0 an N
/xofu)dt:;)nﬂw—xo) +

Dimostrazione. (facoltativa) Fissato un qualunque punto x appartenente all’in-
tervallo di convergenza (z¢g — R,xzo + R) della prima serie, esiste un intervallo
(xg — ryxg + 1), con 0 < r < R, contenente z. Per il lemma precedente, R &
anche il raggio di convergenza della serie delle derivate, e quindi, in base al teore-
ma della convergenza totale per le serie di potenze, entrambe le serie convergono
totalmente in [xg — 7,29 + 7]. Dal teorema di derivabilita delle serie di funzioni
segue che f & derivabile in x e risulta

fl(x) = Z nay, (x — o))" L.
n=1

Inoltre, dal teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale, si ha

L:f(t)dt = /:i an(t — xo)"dt =

0n=0
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Y I S
. n+1 ’
n=0"T0 n=0

a

Osservazione. Poiché la derivata di una serie di potenze & ancora una serie di
potenze, dal teorema precedente segue che le funzioni definite tramite serie di
potenze sono di classe C.

Sia dunque
f(x) :=ag + ar(x — x0) + az(x — 20)® + - - - + an(x — )" + - - -

una funzione definita mediante una serie di potenze nell’intervallo (zo—R, xo+R).
Ponendo x = xy, si ottiene ag = f(zp). Derivando e ponendo di nuovo x = xy, si
ha a1 = f'(x0). Analogamente, mediante derivate successive (vedi I'osservazione
precedente), si ottiene

B f) (z0)

Qg |
n.

Pertanto, risulta necessariamente
[e.e]
f(x)—ZT(az—xg) )
n=0

dove fO)(zq) denota f(xo).

In altre parole, la serie di potenze Y ° an(x — xo)" coincide in (zg — R, zo + R)
con la serie di potenze

> f(n)
> ! n(t%) (z —z0)",
n=0 :

che & detta serie di Taylor di f di centro xy (o di MacLaurin, quando xg = 0).

Il ragionamento precedente prova cioe che se una funzione & definita mediante
una serie di potenze, essa risulta di classe C° in z( e la sua serie di Taylor ha
per somma la funzione stessa.

D’altra parte, data una funzione di classe C'*° in xg, si puo considerare la serie
di Taylor di f di centro zg, cioe

% £(n) (4
>
n=0

Ci chiediamo:
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1) se esista un intorno di zy nel quale questa serie sia convergente;

2) supposto che esista un tale intorno, se in esso la somma della serie sia
proprio f(x).

Definizione. Una funzione f si dice sviluppabile in serie di Taylor in un intorno
di un punto xo (o analitica in x() se esiste un intorno di z in cui vale 'uguaglianza

2 r(n)(y
fy =3 0 gy
n=0

Si dice che f & analitica se ogni punto del suo dominio ammette un intorno in
cui f & sviluppabile in serie di Taylor (ossia, se € analitica in ogni punto del suo
dominio).

Osservazione. Esistono funzioni di classe C°° ma non analitiche. Una di queste
é 2
= { 1 sex 0
0 se x = 0,

le cui derivate successive (come si potrebbe provare usando un corollario del
teorema di Lagrange) risultano tutte continue e nulle nel punto xyp = 0. Quindi,
se f fosse analitica, in un intorno del punto xg = 0 dovrebbe valere 'uguaglianza

> () (o .
Y0,

n!

/()

n=0
e cid ¢ impossibile perché f(z) # 0 per x # 0, mentre la sua serie di Taylor

(n) . .. . -
Yorto %x" ha per somma zero (essendo nulli tutti i suoi termini).

Si ha la seguente condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione sia
sviluppabile in serie di Taylor.

Teorema. Una funzione f di classe C™ in xg é sviluppabile in serie di Taylor
in un intorno (rg — R,xo + R) di xo se e solo se, per ogni x € (xg — R, z9 + R),
risulta limy, oo Ry (x — x9) = 0, dove

"R (g
Rula —0) = f2) = 3 20 (0 )t
k=0
denota il resto n-esimo della formula di Taylor.

Esempio. La funzione f(x) = e ¢ sviluppabile in serie di MacLaurin e tale serie
ha raggio di convergenza R = +00. Fissiamo un punto x € R. Sappiamo che se e
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¢ effettivamente sviluppabile in serie di MacLaurin, allora si deve necessariamente
avere

o oo
F(0) x
T __ n _ -
©= Z v Z n!’
n=0 n=0
Per il teorema precedente, cio equivale ad affermare che
lim R,(z) = lim (e* — P,(z)) =0,
n—oo

n—o0

dove la somma parziale n-esima

n xk
Py (z) = Z Tl
k=0

non & altro che il polinomio di MacLaurin di e® di ordine n. Scrivendo il resto
R, (x) nella forma di Lagrange, si potrebbe facilmente far vedere che in effetti
esso tende a 0 per n — +o00. Per I'arbitrarieta del punto z, possiamo concludere
che lo sviluppo e valido in tutto R.

Ponendo x = 1 nello sviluppo in serie di MacLaurin di e” si ottiene il numero e
espresso mediante una serie numerica;:

=1
e= g —.
n!

n=0

Mostriamo ora che la funzione e* & analitica, cioé che & sviluppabile in serie di
Taylor in ogni punto di R (facoltativo). A tale scopo fissiamo xg € R e poniamo,
per comodita, £ = xg + h. Si ha

h? h"
et = Mt = e 0eh = T (14 hh ) =
2! n!
h? h"
ezo+6$0h+ez(}§+"'+6xoﬁ+"‘
Quindi
_ 2 _ n
ex:eﬂvo+eﬂvo<x_x0>+€xo(:z2;r())_|_..._|_ex0($n"r0)_|_...

Esercizio. In maniera analoga a quanto fatto per la funzione esponenziale, si
puo provare che le funzioni cosx e sen x sono sviluppabili in serie di MacLaurin.
Determinarne lo sviluppo e I'intorno di validita.

Il metodo usato per sviluppare in serie di MacLaurin le funzioni e*, senx e cosx
(basato su una stima del resto della formula di Taylor) non ¢ adatto per la funzione
f(z) =log(1 4+ x). In questo caso conviene procedere diversamente:
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1. si determina prima lo sviluppo della derivata f'(x) di f(z);

2. successivamente, mediante il teorema di integrazione termine a termine delle
serie di potenze, si trova una primitiva dello sviluppo di f/(z);

3. infine, tra tutte le primitive di f’(x) espresse in serie di potenze, si sceglie
quella che coincide con f(z).

Tale metodo ¢ adatto anche per determinare lo sviluppo di arctang x e, in gene-
rale, di tutte le funzioni di cui ¢ facile sviluppare la derivata. A tale proposito ri-
cordiamo che due primitive di una stessa funzione (definita in un intervallo) diffe-
riscono per una costante e, di conseguenza, se coincidono in un punto, coincidono
in tutto l'intervallo di definizione.

Cominciamo col determinare, col metodo appena esposto, lo sviluppo di MacLau-
rin di log(14 ). La derivata (1+x)~! di log(1+ z) rappresenta, per x € (—1,1),
la somma di una serie geometrica di ragione —z e primo termine 1. Quindi, per
x € (—1,1), si ha

A+z)t=1—z+2 a3+ 4 (-1)"2" +---

Dal teorema di derivazione delle serie di potenze si deduce che

1,2 583 .’E4 xn—l—l

g(:v):x—?-l—?—z—k-"-i-(—l)"

-1

¢ una primitiva di (1 + x)~"; ma, & bene precisare, soltanto per z appartenente
al comune dominio di convergenza (—1,1) delle due serie. Dunque, log(1 + z) e
g(x) hanno la stessa derivata per € (—1,1). Poiché coincidono per z = 0, si
puo concludere che

1‘2 $3 .2134 xn+1

10g(1+:n):x—?+§—z+---+(—1)

+-o Vze(-1,1).

Esercizio. Provare che la funzione arctang x ¢ sviluppabile in serie di MacLaurin,
determinarne lo sviluppo e l'intervallo di validita.

Suggerimento. Sviluppare prima la derivata di arctang x.

Esercizio. Provare che la funzione e~*" & sviluppabile in serie di MacLaurin,
determinarne lo sviluppo e l'intervallo di validita.

Suggerimento. Si ricorda che I'uguaglianza

2 n

z x x
ef=142+—+--4+—=4---
2! n!
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e valida per ogni numero reale x, e quindi, in particolare, e valida per ogni numero

reale —z2.

Esercizio. Provare che la funzione degli errori,

2 /x 2
erfx = — e " dt,
VT Jo

& sviluppabile in serie di MacLaurin, determinarne lo sviluppo e l'intervallo di
validita.
Suggerimento. Sviluppare prima la derivata di erf x.

Esercizio. Provare che la funzione

f(m):{ = ose v #£0

1 se z=0
& sviluppabile in serie di MacLaurin, determinarne lo sviluppo e 'intervallo di
validita.
Suggerimento. Sviluppare prima sen x.
Dato « € R, consideriamo la funzione f(z) = (1 + x)“ che ¢ senz’altro definita e
C* nellintervallo (—1,+00). Si ha
™M)y =ala—1)---(a—n+1),
per cui la serie di MacLaurin di f &
oo
> ()
n=0 n

ove ricordiamo che (g) ¢ il coefficiente binomiale

(Z) :a(a—1).-7-l!(a—n+1)7 (3> L

Si puo provare che per |z| < 1 e qualunque sia « si ha

(1+a)* = i (Z)x"

n=0

Questa serie di potenze e detta serie binomiale. Se a & un numero naturale la
serie € una somma finita. Infatti si riduce alla somma dei primi « 4+ 1 termini
essendo 1 coefficienti binomiali tutti nulli per n > «. In questo caso prende il
nome di binomio di Newton.

Esercizio. Scrivere i primi quattro termini della serie di MacLaurin di f(z) =

Vit (a=1/2)edi f(z) = \/11Tx (a = —(1/2)).
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Seconda parte
(Argomenti di Analisi Matematica 2)

Funzioni di piu variabili

Lo spazio R? & I'insieme delle coppie ordinate di numeri reali; ossia delle coppie
di numeri (z,y), con z,y € R. Una coppia (z,y) si dice “ordinata” perché dei due
numeri x e y ¢ importante conoscere quale sia il primo e quale il secondo (ovvero,
lordine in cui si susseguono). In altre parole, una coppia (z,y), quando x # y,
si considera diversa da (y,z). Analogamente, lo spazio R? & I'insieme delle terne
ordinate di numeri reali. Pitl in generale, dato k € N, con R si denota I’insieme
delle k-uple (si legge “cappauple”) di numeri reali.

Gli elementi di R? [di R®, di R*] si dicono punti (o vettori). Dato un punto
P = (z,y) € R?, il numero z si dice la prima coordinata (o componente) di P e
il numero y la seconda. Analogamente, dato P = (x1,x2,...,2%) € R*, i numeri
x1,T2,...,2k sono le coordinate di P (la prima, la seconda, ... la k-esima). Il
punto di R* con componenti tutte nulle si chiama origine di R* (o vettore nullo,
o vettore banale) e si indica con 0 (come lo 0 dei reali).

Dati due punti P = (z,y) e Q = (z,7) di R?, la loro somma si definisce
“componente per componente”:

P+Q=(@x+z, y+vy).

Dato un punto P = (z,y) € R? e dato un numero A\ € R (detto scalare, per
distinguerlo dal vettore P) si definisce il prodotto AP moltiplicando per A ogni
componente di P. Ossia, AP = (Az, \y). Ovviamente anche la differenza tra
due punti di R?, che & definita come l'operazione inversa della somma, si fa
componente per componente. Analoghe definizioni si danno in R? e in RF (i
dettagli sono lasciati allo studente).

Se P = (z,y) ¢ un punto di R?, la sua norma (o modulo) & il numero

1Pl = Va2 +y2,

che rappresenta la distanza di P dall’origine di R?. Piu1 in generale, dato P =
(x1,22,...,7;) € R* la sua norma ¢ il numero

IPl=/e? + a3+ ... +a
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Si potrebbe provare che la norma gode di proprieta simili a quelle del valore
assoluto.

La distanza tra due punti P e @ di R¥ &, per definizione, il numero
d(P,Q)=|P-Q|.
In particolare, se P = (x,%) e Q = (Z,9) sono due punti di R?, si ha

d(P,Q) =P -Qll=+( -2+ (y—9)?.

Nello spazio R si definisce il prodotto tra due arbitrari vettori v = (ui,ug,...,ug)
ev = (vy,v,...,vx), detto prodotto scalare e denotato col simbolo u - v (si legge
“u scalare v”), ponendo

UV = ULV + UV + ... ULV -

Il significato geometrico ¢ il seguente: il prodotto scalare tra due vettori u e v &
dato dal prodotto dei moduli (dei due vettori) per il coseno dell’angolo 6 compreso
(tra i due vettori). Si ha pertanto

Ju- v = [lull[v]l [ cos 0] < [[ull[lo],
da cui si deduce la nota disuguaglianza di Schwarz:

Ju - v] < ulffloff -

Si osservi che la norma di un vettore v € R* puo essere definita anche attraverso
il prodotto scalare. Si ha infatti ||v|| = /v - v.

Dato un punto Py € R¥ e dato r > 0, I'intorno (sferico) di centro Py e raggio r
¢ l'insieme
B, (P))={PcR":|P- PRl <r}

dei punti P di RF che distano da Py meno di 7. In R2, lintorno sferico di un
punto Py si dice anche intorno circolare, ed e costituito da un cerchio di centro
Py privato della circonferenza (la frontiera del cerchio). In R?, I'intorno B,.(Fp) ¢
una palla di centro Py privata della superficie sferica, e in R ¢ l'intervallo aperto
(di ampiezza 2r) (Py —r, Py + ).

L’insieme ottenuto da B,(Fy) togliendo il punto Py, € detto intorno forato (di
centro Py e raggio r).
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4% settimana - lezione del 20.03.18

Analogamente a quanto si & visto per lo spazio R, dato A C R* e dato Py € R¥,
si dice che Py ¢ un punto di accumulazione per A se ogni suo intorno forato
contiene punti di A (o, in formule, se per ogni r > 0 si ha AN B, (FPy) \{Fo} # 0).
In maniera equivalente, Py € un punto di accumulazione per A se ogni suo intorno
contiene infiniti punti di A.

Un punto Py di A si dice isolato se non ¢ di accumulazione per A (cioe se esiste
un intorno forato di Py la cui intersezione con A & I'insieme vuoto o, in simboli,
se esiste r > 0 tale che AN B, (P) \ {F} = 0). In maniera equivalente, un punto
Py di A ¢ isolato se esiste un intorno di Py che non contiene punti di A diversi
da Py stesso (in simboli, se esiste r > 0 tale che AN B, (Py) = {Py}).

Esempio. Il punto (0,0) & di accumulazione per I'insieme
A= {(x,y) € R* : xy > 0}.

Infatti, per ogni r > 0, i punti del tipo (z,2) con 0 < |z| < r/v/2 appartengono
a B-((0,0)) N A.

Esempio. L’insieme
9 11
A= {(CU,Z/) ER”: (flf,y) = (777)7 ne N}
n'n
¢ costituito tutto da punti isolati. Infatti, sia Py = (nio, 170) un qualunque punto
di A. Denotato con P; il punto (ﬁ, ﬁ), e facile verificare che si ha B;,(Py)N
A = {Py} pur di scegliere 7o < ||P1 — By||.
D’altra parte, il punto (0,0) non appartiene ad A ma & di accumulazione per A.
Infatti fissato r > 0, il punto P = (X, 1) € B,((0,0)) non appena n > v/2/r.
Diremo che P ¢ interno ad A se esiste un intorno di Py contenuto in A, cioe se
esiste r > 0 tale che B, () C A.

Osservazione. Un punto interno ad un insieme deve necessariamente apparte-
nere a tale insieme, dato che ’intorno di un punto contiene il punto stesso. Non
¢ vero pero il contrario. Ad esempio, se

A={(a,y) eR? 12 +32 < 1)

il punto (1,0), pur appartenendo ad A, non & interno perché ogni suo intorno
contiene degli elementi che non stanno in A (osserviamo che negare che “esiste
un intorno interamente contenuto in A” equivale ad affermare che “ogni intorno
non ¢ interamente contenuto in A”, e quindi contiene punti del complementare).
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Un sottoinsieme A di R* si dice aperto se ogni suo punto ¢ interno; si dice chiuso
se il suo complementare & aperto. Si potrebbe provare che un insieme e chiuso se
e solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione.

Osservazione. Gli intervalli aperti, (a,b), (a,+00), (—00,b) di R sono in-
siemi aperti in R (ma non in RE k> 2), mentre gli intervalli chiusi
[a,b], [a,+00), (—o0,b] sono insiemi chiusi.

Si dice che Py € R* & di frontiera per A se ogni suo intorno contiene sia punti di
A sia punti del complementare di A. L’insieme dei punti di frontiera di A & detto
la frontiera di A e si denota con JA. Discende dalla definizione che un insieme e
il suo complementare hanno la stessa frontiera.

Dato A C R* la chiusura di A (denotata A) & l'insieme A = AU OA. L’insieme
A & un chiuso e, anzi, ¢ il pitl piccolo chiuso contenente A. Si pud provare che un
insieme & chiuso se e solo se coincide con la sua chiusura. Inoltre, si puo far vedere
che la chiusura di un insieme A si ottiene aggiungendo ad A tutti i suoi punti di
accumulazione. Si ha anche 94 = AN A¢, dove A€ denota il complementare di A
in R¥.

Ovviamente, esistono anche insiemi che non sono né aperti né chiusi; basti pensare
ad un insieme che contiene soltanto alcuni punti della sua frontiera, ma non tutti.
Ad esempio, ogni intervallo di R della forma (a,b]. Altri esempi sono i tre che
seguono.

Esempio. L’insieme
A={(z,y) eR?: 1 <z?+9? <4}

non & né aperto (i punti (z,y) tali che 22 + y?> = 1 appartengono ad A ma non
sono interni) né chiuso (infatti i punti (z,y) tali che 22 +%? = 4 non appartengono
ad A ma sono di accumulazione per A). Si ha

A ={(z,y) eR*: 2® +y* =1} U{(z,y) e R? : 2% +y* = 4}

A={(z,y) eR*: 1< 2?43 < 4}.
Esempio. L’insieme
A={(z,y) eR?*:0<2? +9° <1}

non & né aperto (i punti (z,y) tali che 22 + 3? = 1 appartengono ad A ma non
sono interni) né chiuso (infatti (0,0) ¢ A ma & di accumulazione per A). Si ha

OA = {(z,y) eR*: 22 + 4> =1} U {(0,0)}
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A=AU{(0,0)} = {(z,y) € R?*: 2 +¢* < 1}.
Esempio. Abbiamo provato in precedenza che 'insieme

A={(wy) €®: (ry) = (1), neN)

¢ costituito tutto da punti isolati e che (0,0) ¢ di accumulazione per A. Si ha
0A=A=AU{(0,0)}.
Esempio. L’insieme
A={(z,y) €eR*: 2y > 0}

€ un insieme aperto. Si ha

A={(z,y) eR?: 2y >0}, 0A={(z,y) eR?>:2=0Vy=0}.

Un sottoinsieme A di R¥ si dice limitato se esiste r > 0 tale che A C B,.(0) =
{P € R¥: |P|| <}, cioe se esiste r > 0 tale che ||P|| < r per ogni P € A.

Esempio. L’insieme
A={(z,y) eR?: (z -2’4+ (y—1)2 <1}

¢ un insieme limitato. Esso infatti ¢ I'intorno di centro (2,1) e raggio 1 ed &
contenuto ad esempio in B4(0) = {(x,y) € R? : 22 + y? < 16}. Osserviamo
inoltre che A ¢ aperto e si ha

9A={(z,y) € B2: (2 =22+ (y - 1)> = 1}

A={(z,y) eR*: (z —2)? + (y —1)* < 1}.

Esempio. L’insieme
A={(z,y) €R?:y > a?)

¢ un insieme non limitato. Infatti, preso un qualunque r > 0, il punto (0,2r)
appartiene ad A ma non a B,(0). Pertanto, non esiste r > 0 tale che A C B,.(0).
Osserviamo inoltre che A & chiuso e

0A = {(z,y) e R? : y = 2%},
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Ovviamente in questo caso risulta A = A.

Una successione {Pp}pen in RF & un’applicazione che associa ad ogni n € N il
punto P, € R,

Si dice che una successione {P,} di punti di R¥ tende (o converge) ad un punto
Py € R¥, ¢ si scrive P, — Py (per n — +00), se e solo se la distanza tra P, e Py
tende a zero, cioe se e solo se la successione reale {||P, — Py||} ¢ infinitesima. In
formule avremo che P,, — Py (per n — +00) se per ogni € > 0 esiste un indice N
(dipendente da €) tale che per n > N si ha || P, — Pyl < e.

Se una successione {P,} converge ad un punto Py, si dice anche che Py ¢ il limite
di {P,} e si scrive
nh_{rgo P,=PF, oppure lim P, =F,.

La seconda notazione, particolarmente sintetica, ¢ giustificata dal fatto che nei
reali estesi 400 € 'unico punto di accumulazione per N e quindi 'unica nozione
di limite che ha senso per le successioni ¢ per n — +o00. In generale, se in un
insieme X ¢ definita una distanza, si dice che una successione { P, } di punti di X
converge ad un punto Py € X se la distanza tra P, e Py tende a zero. In tal modo
il concetto di successione convergente in un insieme dotato di distanza (si chiama
spazio metrico) € ricondotto alla classica nozione di successione convergente (a
zero) di numeri reali (la distanza tra due punti ¢ infatti un numero reale). Ad
esempio, nell’insieme dei numeri complessi C & definita una distanza (la distanza
tra due punti € il modulo della differenza) e quindi una successione {z,} di numeri
complessi converge a zp se la successione di numeri reali {||z, — 20|/} tende a zero.

Osservazione. Una successione {P,} = {(z,,y,)} di punti di R? converge a
Py = (z0,y0) se e solo se x,, — xo € Yy, — Yo. Pil in generale, una successione
{P,} in R* converge a Py se e solo se ogni componente di {P,} converge alla
corrispondente componente di Py. In C una successione {z,} = {a, +1i5,} tende
a zp = ag + 15y se e solo se oy, — ag e B — Bo.

Esempio. La successione {P,} = {(, 2)} di punti di R? converge a Py =
(1,0). Infatti z, = 2t 5 1 ey, = % 0.

Si dice che una successione {P,} di punti di R¥ tende a oo, e si scrive P, — oo
(per n — +00), se e solo se la norma di P, tende a 400, cioé se e solo se la
successione reale {||P,||} ¢ divergente a +oo. In formule avremo che P, — oo
(per n — +00) se per ogni M > 0 esiste un N € N (dipendente da M) tale che
per n > N si ha ||B,|| > M.

Esempio. La successione {P,} = {(n? %1)} di punti di R? tende a oco. Infatti

[Pl = y/n* + ()2 — 400
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Funzioni reali di piu variabili

Una funzione f: A — R si dice reale di due [di tre, di k| variabili reali se il suo
dominio A & un sottoinsieme di R? [di R?, di R*]. Se f & una funzione di due
[tre, k] variabili, il valore che assume in un punto (z,y) [(z,y, 2), (x1,z2,...zk)]
si denota con f(z,y) [f(x,y,2), f(x1,22,...xk)] 0, pitt semplicemente, con f(P),
dove P sta per (z,y) [per (z,y,2), per (z1,22,...2x)]. Il grafico di una funzione
di due variabili ¢ il sottoinsieme di R? dato da {(z,y,2) € A xR : z = f(x,9)}.
In maniera analoga il grafico di una funzione di tre [k] variabili & un sottoinsieme
di R* [RF+1).

In alcuni casi le funzioni reali si possono comporre. Ad esempio si pud comporre
la funzione reale di due variabili reali f(z,y) = 9 — 22 — y? con la funzione reale
di variabile reale g(z) = 1/z, ottenendo cosi la funzione

(go fl(z,y) = V9 — 22 —y2

Il dominio, in questo caso, € I'insieme dei punti (x,y) per cui ha senso scrivere

V9 — a2 —y?,

cioe il cerchio di raggio 7 = 3 con il centro situato nell’origine di R2. In generale
il dominio della composizione di una funzione reale di due variabili reali f(x,y)
con una funzione reale di variabile reale g(x) & l'insieme dei punti (z,y) € dom f
tali che f(z,y) € domg.

Si osservi che se si compone una successione in R? (cio¢ una funzione da N in
R?) con una funzione f : R? — R, si ottiene una funzione da N in R, ossia
una successione di numeri reali. Ad esempio la composizione della successione
{(zp,yn)} = {(1/n% —2/n)} con la funzione f(x,y) = 3z + y? da la successione
reale {f(xn,yn)} = {7/n%}. In generale una successione {P,} in un insieme
(arbitrario) A si pud comporre con una funzione f : A — R, ottenendo cosi una
successione di numeri reali.

Esempio. Il dominio della funzione di due variabili

f(z,y) =log(\/222 +y? — 3 — 1)

¢ l'insieme
2 2

oy
R?:
{(z,9) € 5t

ciot ¢ la parte di piano esterna all’ellisse di equazione x2/2 + y%/4 = 1. Percio
tale dominio ¢ un insieme aperto e non limitato. La frontiera ¢ 'insieme {(x,y) :
22/2 + y?/4 = 1}, mentre la chiusura & l'insieme {(z,y) : 2%/2 +y%/4 > 1}.

> 1},
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Esempio. Il dominio della funzione di due variabili

r+y

f(x,y) = arcsen

¢ linsieme {(z,y) € R? : 2y > 0} \ {(0,0)} che non né aperto né chiuso. La sua
chiusura & I'insieme {(z,y) € R? : xy > 0} e la frontiera & costituita dai due assi
{(z,0) : z e R} U{0,y) : y € R}.

Esercizio. Determinare e disegnare il dominio delle seguenti funzioni di due
variabili: )
2
x,y) = arcsen(x” +vy), T,Y) = ———.

Stabilire se tale dominio € un insieme aperto, chiuso, limitato. Determinarne la
frontiera e la chiusura.

Esercizio. Determinare e disegnare il dominio delle funzioni di tre variabili:

f(.T,y,Z) = 10g($2 +4-y2 +Z2)7 f(:lf,y, Z) = \/1 - ((I}‘ - 3)2 - y2 - 22,

Talvolta, invece di rappresentare il grafico (tridimensionale) di una funzione di
due variabili si preferisce tracciare nel piano gli insiemi

Se={(z,y) € A: f(z,y) =c},

dove ¢ & una costante reale. Tali insiemi sono detti insiemi (o linee) di livello di
f.

Esempio. Determiniamo le linee di livello della funzione di due variabili:
flz,y) = 22 + y?> — 4x. Fissato ¢ € R, si ha 22 + y?> — 42 = ¢ o, equivalen-
temente, (v — 2)2 + y? = ¢+ 4. Percio, se ¢ > —4 I'insieme di livello S, & la
circonferenza di centro (2,0) e raggio vc+4, se ¢ = —4 si ha S. = {(2,0)},
mentre se ¢ < —4 si ha S, = 0.

Esercizio. Determinare e disegnare le linee di livello delle funzioni di due
variabili:
fl@y) =zl + |y, f(z,y) =log(z +y).

Sia f: A — R una funzione reale di k£ variabili reali e sia Py un punto di accumu-
lazione per il dominio A di f. Si dice che f(P) tende ad un numero reale [ per P
che tende ad Py se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che da

0<||P—Pl <9
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e P € A segue |f(P)—1| <e. In tal caso, si scrive

A, S =1

Se ad esempio f & di due variabili, posto Py = (z¢,%0) € P = (x,y) la definizione
precedente & equivalente alla seguente. Si dice che f(z,y) tende ad un numero
reale [ per (z,y) che tende ad (x,yp) se per ogni € > 0 esiste § > 0 (dipendente
da ¢) tale che da

0<V(z—m0)2+ (y—y0)? <9
e (z,y) € A segue |f(z,y) — | < e. In tal caso si scrive

lim z,y) =1.
(z,y)—(z0,y0) f(@)

Esempio. Calcoliamo
sen(4zy)

i
(z,y)—(0,0) Y
Osserviamo intanto che, ponendo x = 0, cioe restringendo la funzione f(z,y) =

sen(4zy)/y all’asse y, si ottiene f(0,y) = 0 e quindi il limite di tale restrizione ¢
0. Pertanto il limite della funzione data, se esiste, vale 0. Fissato ¢ > 0, si ha

4 4
sen xy)‘ < ’ﬁ” < dlz| < 4y/22 + 12 < 46,
y y

da cui
sen(4zxy)

Y

<.

pur di prendere § < /4.
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5% settimana - dal 27.03.18

Si dice che f(z,y) tende a +00 [ a —o0] per (z,y) che tende ad (zg, yo), e si scrive
f(z,y) = +oo [f(z,y) = —o0] per (z,y) = (x0,%0), se per ogni M > 0 esiste
d > 0 (dipendente da M) tale che da

0<V(z—20)2+(y—1%)? <5

e (z,y) € Asegue f(z,y) >M [f(z,y) < —M].

Analoghe definizioni valgono piu in generale, se f: A — R & una funzione reale di
k variabili reali.

Esempio. Proviamo che

1
lim ———-— =40c0(a>0).
(2.9)—(0,0) (22 + y?)* ( )
Fissato M > 0, si ha

1 1 1
= > —=—>M

pur di prendere § < 1/M1/20‘.

Esercizio. Provare che

sen ZU2 seny

lm ———=0 lim = +4o00.

@y) =00 /22 + 32 (y)—(00) 22y

Osservazione. Supponiamo che esista il limite per P — Py di f(P). Allora,
fissata una qualunque direzione v, cio¢ un vettore v € R¥ tale che ||v|| = 1, &
facile verificare che esiste ed e uguale al precedente anche

lim f(PO + tU).
t—0

Nel caso ad esempio di due variabili, se esiste il limite per (z,y) — (xo,y0) di
f(x,y), allora, fissato un qualunque vettore v = (h, k) € R? tale che h? + k% =1,
¢ facile verificare che esiste ed ¢ uguale al precedente anche

lim f(zo + th,yo + tk).
t—0
In altre parole, se esiste il limite per P — Py di f(P), allora il limite direzionale

lim f(Py + tv)
t—0
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esiste per ogni direzione v ed ¢ indipendente da essa. Di conseguenza, se il limite
direzionale (in Fy) dipende dalla direzione (o non esiste per qualche direzione),
allora f(P) non ammette limite per P — Py.

Esempio. Consideriamo il
(z.9)—(0,0) T2 + Y
Fissiamo un vettore (h, k) € R? tale che h? + k? = 1 ed eseguiamo le sostituzioni

x =th, y =tk. Si ha

Lo PRk ok
50 2R+ 2k R+ e

ricordando che h? + k%2 = 1. Ad esempio, nelle direzioni degli assi coordinati il
limite viene zero, mentre nella direzione (h, k) = (1/v/2,1/v/2), cio¢ nella dire-
zione della retta y = x il limite viene 1/2. Il limite direzionale dipende dunque
dalla direzione (h,k). Si pud pertanto concludere che la funzione zy/(z? + 3?)
non ammette limite per (x,y) — (0,0).

Osservazione (importante). L’esistenza del limite direzionale non garantisce
tuttavia ’esistenza del limite. Consideriamo ad esempio

lim E\/332—|—y2 :

(z,y)—(0,0) Y

Il limite direzionale

th h h
lim — /t2h2 + t2k2 = lim —|t|\/h% + k2 = lim — |t
tgnotk: * tgnokH + tgr(l)kH

esiste ed ¢ uguale a 0 lungo ogni direzione v = (h, k), k # 0. Percio, per 'osser-
vazione precedente, se esistesse il limite della funzione per (x,y) — (0,0), esso
sarebbe necessariamente uguale a 0. D’altra parte, considerando il limite della
restrizione della funzione data alla curva y = 22, z > 0, si ottiene

lim ﬁ\/:pz—i—x‘l:l.

r—0+ T2
Percio il limite considerato non esiste.
Per le funzioni reali di piu variabili si hanno teoremi analoghi a quelli gia in-

contrati nel caso di una variabile. Con le opportune modifiche, valgono infatti i
seguenti risultati (si invita lo studente a formularne gli enunciati):

Versione del giorno 5/06/18 45



Analisi Matematica — c.l. Ing. Meccanica e Gestionale E-N — a.a. 2017/18 — M.P.Pera

1. teorema sulle operazioni tra limiti;
2. teorema di unicita del limite;
3. teorema della permanenza segno;

4. teorema dei carabinieri (e del carabiniere).

Diremo che una funzione f: A — R, definita su un sottoinsieme A di R¥ ¢ limitata
[limitata superiormente, limitata inferiormente] se lo ¢ la sua immagine. Non ¢
difficile verificare che f ¢ limitata se e solo se esiste una costante M > 0 tale che
|f(P)| < M per ogni P € A.

Corollario (del teorema dei carabinieri). Siano f e g due funzioni reali definite
in un sottoinsieme A di R*. Supponiamo che f sia limitata e che g(P) — 0 per
P — Py. Allora f(P)g(P) — 0 per P — F.

Dimostrazione. Poiche f ¢ limitata, esiste M > 0 tale che |f(P)| < M per ogni
P e A Siha
0 <[f(P)g(P)| < M|g(P)[,

da cui, per il teorema dei carabinieri, |f(P)g(P)] — 0 per P — F,. Di
conseguenza, anche f(P)g(P) — 0 per P — Py. O

Esempio. Come applicazione del precedente corollario, calcoliamo il seguente
limite:
2
. Ty
lim 9, 2
(z,y)—=(0,0) T2 + ¥y
Osserviamo che la funzione f(z,y) = zy?/(2% + y?) ¢ il prodotto di tre funzioni:
z Yy
Vit ety

Le prime due non ammettono limite per (z,y) — (0,0), come si vede facilmente
controllando il limite direzionale (che, in questo caso, dipende dalla direzione).
La terza funzione, invece, tende a zero. Non ¢ dunque applicabile il teorema, del
prodotto dei limiti. Tuttavia, si ha

ol vy oy

VaZ+y2 T a2 T
Pertanto, per il corollario precedente, si puod concludere che zy?/(z? + y?) — 0
per (z,y) — (0,0).

La seguente osservazione illustra un metodo a volte utile per calcolare i limiti di
funzioni di due variabili.
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Osservazione (facoltativa). Dato un punto (xg,%0) € R?, ogni punto (z,v)
del piano si puo rappresentare nel seguente modo:

x = x9+ pcosb

Yy = Yo + psen
dove p > 0e 0 < 0 < 27 sono dette coordinate polari.

Usando la definizione di limite, si puo verificare che

lim z,y)=1€R
(z,y)—(z0,y0) fe.y)

se e solo se

lim sup |f(zo+ pcosB,yo+ psend) —1| =0.
P=0 gefo,2m)

Una condizione sufficiente a garantire che lim,—o supge 2x) [f(z0 + pcos, yo +
psenf) —1| = 0 si ottiene se & possibile trovare una funzione g(p) infinitesima per
p — 0 (e che non dipende da #) tale che

|f(zo + peos,yo + psend) — 1] < g(p), per ogni 6 € [0,2m).
Ad esempio, proviamo che
sen(z? + 3y?)

lim
(z.y)=(0,0) /22 + y?

| sen(p? cos? § + 3p? sen? 6)|
p
dove ovviamente | cos? § + 3sen? 0| < 4 e g(p) = 4p tende a 0 per p — 0. O

=0.

Si ha

< |pcos? @ + 3psen? ] < 4p,

La continuita di una funzione di pit variabili si definisce analogamente al caso di
una sola variabile:

Definizione (di continuita in un punto). Data f: A — R, con A C R* e dato
un punto Py € A diremo che f & continua in Py se Py ¢ un punto isolato di A
oppure, nel caso che Py sia un punto di accumulazione di A, se f(P) — f(P)
per P — Py. In ogni caso, f & continua in Py se per ogni € > 0 esiste un § > 0
tale che da P € Ae |P — Pyl < ¢ segue |f(P) — f(Py)| <.

In modo equivalente, usando il Teorema di collegamento tra limiti di funzioni e
limiti di successioni, si ha:

Definizione (di continuita in un punto con le successioni). Data f: A — R,
con A C R¥, e dato un punto Py € A di accumulazione per A diremo che f &
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continua in Py se per ogni successione {P, },en in A tale che P, — Py risulta
f(Pn) = ().

Si osservi che, in base alla precedente definizione, una funzione reale f(z,y)
definita in un insieme A C R? & continua in un punto Py = (zo,y0) € A se e solo
se & vera la seguente proposizione:

(T — 20) A (Yn = Y0) = f(Tn,yn) = f(T0,y0)

Esempio. La funzione f(z,y) = senxy & continua in ogni (o, y0) € R2. Infatti,
prese due successioni x, — %o € Yy, — Yo, dobbiamo provare che senzx, y, —
sen xq Yo . Questo segue immediatamente dal fatto che, posto z, = Tpyn € 20 =
ToYo, si ha sen z, — sen zy come provato nella parte riguardante le funzioni di
una variabile.

Esempio. La funzione

sen x2 2
D se () #(0,0)

1 se (x,y) =(0,0)

flz,y) =

e continua in (0,0). Infatti, prese due successioni x, — 0 e y, — 0, dobbiamo
provare che
sen(z; + yr)
3 5— — L
Tn, + Yn
Questo segue immediatamente dal fatto che, posto z, = 22 +y2, si ha % —1

come provato nella parte riguardante le funzioni di una variabile.

Definizione (di funzione continua). Sia f: A — R una funzione reale di k varia-
bili reali e sia B un sottoinsieme del dominio A di f. Si dice che f & continua
in B se & continua in ogni punto di B. Si dice semplicemente che f & continua
(senza ulteriori precisazioni), se & continua in ogni punto del suo dominio A.

Esercizio. Provare che se f: R¥ — R ¢ una funzione costante, allora & continua.

Osserviamo che la funzione di una sola variabile z puo essere pensata anche
come una funzione di due variabili (costante rispetto alla seconda variabile y).
Precisamente, la funzione x, pensata definita in R?, & quella legge che ad ogni
punto (z,y) € R? associa la sua ascissa (cioe la prima coordinata). Analogamente
la funzione y & quell’applicazione che ad ogni (z,y) € R? fa corrispondere la sua
ordinata, cioe la seconda coordinata di (z,y). Le funzioni z e y si chiamano,
rispettivamente, prima e seconda funzione coordinata (cartesiana).

Esercizio. Provare che le funzioni coordinate x e y sono continue.
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Teorema (di continuita delle funzioni combinate). Se una funzione reale di una
o pit variabili reali & ottenuta combinando funzioni continue mediante operazioni
di somma, prodotto, quoziente e composizione, allora € continua.

Si osservi che dal precedente teorema si deduce che i monomi di due variabili,
cioe le funzioni del tipo az"y™ (dove a & una costante ed n ed m sono interi non
negativi) sono funzioni continue. Di conseguenza anche i polinomi di due variabili
(essendo somma di monomi) e le funzioni razionali (cioé rapporto di polinomi)
sono funzioni continue.

Teorema di Weierstrass in R*. Sia f: A — R una funzione continua in un
sottoinsieme chiuso e limitato A C R*. Allora f ammette minimo e massimo
assoluti in A.

Derivate parziali

Sia f(z,y) una funzione reale di due variabili reali. Se si fissa una delle due
variabili, ad esempio se si fissa y = g, si ottiene la funzione di una sola variabile
x — f(x,y0), detta funzione parziale della x (per y = yp).

In modo analogo si puo fare per funzioni di tre variabili [di k& variabili].

Sia f: A — R una funzione reale definita su un aperto A di R? e sia Py = (0, yo)
un punto di A. La derivata (parziale) nel punto Py di f rispetto alla z (o meglio,
rispetto alla prima variabile) ¢ (se esiste) la derivata in z della funzione parziale
(reale di variabile reale) x — f(x, o), cioe & il limite (se esiste finito) per x — xg
del rapporto incrementale (nella variabile z)

f(x,90) — f(z0,y0)

T — T '

In modo analogo si definisce la derivata (parziale) rispetto alla seconda variabile.
La derivata parziale di f rispetto ad = in Py = (¢, %0) si denota con uno dei
seguenti simboli:

of of

%(J;Uuy())’ %(Po)a fe(z0,%0) 5  fu(Po)-

Un’analoga notazione vale per la derivata rispetto ad y. Diremo poi che f e
derivabile (parzialmente) rispetto ad x se & derivabile (rispetto ad z) in ogni
punto del dominio. In questo caso risulta ben definita la funzione, detta derivata
rispetto ad z, che ad ogni punto (z,y) € A associa il numero

fx(SUa y) .

La definizione della funzione derivata rispetto ad y & analoga.
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Si dice che f & derivabile se & derivabile sia rispetto ad x sia rispetto ad y.

Piu in generale, se f(z1,%2,...,2) € una funzione di k variabili, la derivata
(parziale) rispetto alla variabile z;, i = 1,....k, in Py = (29,...,20) si denota
of of
('CU?’"'?:B%)’ (PO)7 fxi(xg7""$2)7 fxl(PO)'

Osservazione. A differenza di quanto accade per le funzioni di una sola varia-
bile, una funzione di due (o piu) variabili puo essere derivabile senza che risulti
continua come mostra ’esempio che segue. Tuttavia, se una funzione & deriva-
bile e le sue derivate sono continue, allora si pud provare che ¢ continua (come
conseguenza del Teorema del Differenziale Totale che enunceremo in seguito).

Esempio (di funzione derivabile ma non continua). Consideriamo la funzione

[ se (my) £ (0,0)
f($7y){ 6y se (x,y) =(0,0).

Dalla definizione di derivata parziale segue subito che & derivabile in (0,0) e che
le due derivate parziali (in tale punto) sono nulle. D’altra parte ¢ immediato
verificare che f non e continua nell’origine: infatti, come visto in precedenza, il
limite direzionale dipende dalla direzione e, di conseguenza, non esiste il limite
per (z,y) — (0,0) di f(z,y). Per quanto osservato sopra, notiamo che f, non
essendo continua, non pud neppure avere le derivate continue (si invita lo studente
a verificare direttamente la discontinuita in (0,0) delle derivate parziali di f).

Sia f: A — R un’applicazione definita su un aperto A di R¥ e sia Py € A. Fissata
una qualunque direzione v, cio¢ un vettore v € R¥ tale che ||v|| = 1, la derivata
(direzionale) di f in Py lungo il vettore v & (se esiste) la derivata della funzione
di una variabile t € (—6,0) — f(Pp+tv) in tp = 0. In altre parole, f e derivabile
in Py lungo il vettore v se esiste finito

f(Po+tv) — f(Py)

lim .
t—0 t

Ad esempio, se f ¢ di due variabili, Py = (x0,%0) e v = (h, k) con h? + k% = 1,
diremo che f & derivabile in (xg,yo) lungo il vettore v se esiste finito
f(@o + th,yo + tk) — f(zo,y0)

lim .
t—0 t

La derivata direzionale di f in Py si denota con uno dei seguenti simboli:

Lir), fum).
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Esempio. Calcoliamo la derivata di

2

] E e @) # 0,0
f@y) { 8y se (x,y) =(0,0).

in (0,0) lungo una generica direzione v = (h, k) con h? + k? = 1. Si ha

f(th,tk) — f(0,0) . t2h2tk

. . _ p2
P t = e ey R
Si ottiene percio,
of 2
—((0,0)) = h*k.
(0.0

Ad esempio, lungo la direzione della bisettrice y = z (scegliendo il verso crescente
delle z) si ha v = (1/v/2,1/4/2) e quindi la derivata precedente vale 1/(2v/2).

Osservazione. E’ facile verificare che la funzione dell’esempio precedente & con-
tinua in (0,0) (la verifica & lasciata per esercizio). Non & vero pero, in generale,
che 'esistenza delle derivate lungo tutte le direzioni implichi la continuita di una
funzione. Ad esempio, la funzione

_ [ @ +y?) se y#£0
f(may)_{ 0 se y:O

<

¢ derivabile in (0,0) lungo tutte le direzioni v = (h, k), k # 0, essendo

5
150 ¢ 1242

h

2,2 | 4212

ma non & continua in (0,0) come si puo subito verificare osservando che ad esem-
pio limy—0 f(0,y) = 0, mentre lim,_,¢+ f(z,2?) = +oo (notiamo che in questo
esempio ogni limite direzionale, cioe lim;_o f(th, tk), vale 0).

Osservazione. Le derivate parziali di f in Py sono le derivate direzionali di f

in Py lungo le direzioni degli assi. Ad esempio, se f & di due variabili, la derivata
parziale f,(Fp) si ottiene per v = (1,0), mentre f,(FPp) si ottiene per v = (0, 1).

Introduciamo ora il concetto di differenziabilita. Consideriamo dapprima il caso
di una funzione di due variabili.

Definizione. Sia f: A — R una funzione reale definita su un aperto 4 di R? e sia
Py = (x0,yo) un punto di A. Supponiamo che esistano f,(Fp) e f,(Fp). Diremo
che f e differenziabile in Py, se

i @) = f(zo o) — foFo) (= — 20) — fy(F0)(y — o)

=0
(x,y)—(z0,Y0) \/($ - fCO)2 +(y — 90)2
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Percio, f e differenziabile in Py, se e solo se risulta

f(@,y) = f(z0,90) + fo(Po)(x — 0) + fy(Fo)(y — yo)+

o (Ve =20+ y=w)?).

Il polinomio omogeneo di primo grado

df(Po)(z — w0,y — yo) = fz(Po)(x — z0) + f,(Po)(y — o)

si chiama il differenziale della funzione f calcolato in Py e applicato al vettore
incremento P — Py = (x — 20,y — %o)-

Osserviamo che, se una funzione ¢ differenziabile in Py, il suo differenziale calco-
lato in Py e applicato al vettore incremento P — Py = (x — xo,y — yo) approssima
lincremento f(x,y) — f(xo,yo) di f in modo tale che la differenza tende a zero
piu velocemente rispetto alla norma dell’incremento stesso.

Geometricamente ’equazione

z = f(xo,y0) + fo(Po)(x — zo) + fy(PO)(y —Y0)

rappresenta un piano passante per il punto (g, 3o, f (2o, y0)) che & chiamato piano
tangente al grafico di f in (xo,yo, f(z0, Y0))-

Se una funzione f ammette derivate parziali in un punto (zg,yo), in tale punto
si definisce il vettore gradiente di f

grad f(zo,y0) = (fz(z0,%0), fy(z0,v0))-

Piu in generale, se f(x1,x3....,2x) € una funzione di k variabili che ammette
derivate parziali in un punto Py di un aperto A di R”, il gradiente di f in Py ¢ il
vettore

gradf(PO) = (fm(PO)v fo(PO)v cey f$k(P0))

Il gradiente di f in Py si indica anche V f(Fy). Avendo introdotto la nozione di
gradiente, possiamo dire, in maniera equivalente alla definizione data, che f &
differenziabile in Py se

f(P) — f(Po) — gradf(P) - (P — Po)

lim =0,
PP, |P — Pl
o anche se
lim f(Po+H) — f(Po) —gradf(Ry) - H _ 0
H—0 | H || ’
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dove H =P — PF,.

In questo caso il differenziale della funzione f calcolato in Py e applicato al vettore
incremento H ¢ il polinomio omogeneo di primo grado

df(Po)H = gradf(F) - H.

Per funzioni reali di una variabile, abbiamo visto che la derivabilita in un punto
xo implica la differenziabilita della funzione in xy (anzi, si pud provare che &
equivalente ad essa). In piu variabili, non ¢ piu vero che 'esistenza delle derivate
parziali (o, anche, delle derivate direzionali) implichi la differenziabilita, come
mostra I’esempio che segue.

Esempio. Consideriamo la funzione f(z,y) = y/|zy|. La funzione f & ovvia-
mente continua in (0,0), essendo prodotto e composizione di funzioni continue.
Poiché la restrizione di f sia all’ asse « che all’asse y € la funzione nulla, le derivate
parziali f;(0,0) e f,(0,0) esistono e valgono zero. D’altra parte,

lim —A——— [y
(2,y)—=(0,0) /22 + 92

non esiste come si verifica immediatamente considerando i limiti direzionali.
Percio f non ¢ differenziabile in (0, 0).

Osserviamo esplicitamente che ¢ il concetto di differenziabilita (e non quello di
derivabilita) che permette di estendere alle funzioni di piu variabili la nozione di
derivabilita introdotta nella prima parte del corso per funzioni di una variabile, in
modo tale che vengano ancora garantite importanti proprieta come, ad esempio,
la continuita. Infatti, come gia mostrato in precedenza con un esempio, per
funzioni di piu variabili, la derivabilita non implica la continuita. Si deduce,
invece, immediatamente dalla nozione di differenziabilita il seguente:

Teorema. Sia f:A — R una funzione reale definita su un aperto A di RF
differenziabile in Py € A. Allora f é continua in Py.

Dimostrazione. Si tratta di provare che f(P) — f(Py) per P — Py o, equivalen-
temente, che limp_, p (f(P) — f(Py)) = 0. Dalla differenziabilita di f in P si ha,
per P in un conveniente intorno di Py,

f(P) = f(P) = gradf(FPy) - (P — Po) +o(||P — Rl]) -

Tenendo conto della disuguaglianza triangolare e della disuguaglianza di Schwarz,
si ottiene

[f(P) = f(Po)| < [gradf(Fp) - (P = Fo)| + |o(| P = Ryl))| <
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lgradf (Fo)|[ [P — Foll + lo([[ P — Fol])] -

Poiché sia | P — Py|| che |o(||P — Ppl|) sono infinitesimi per P — Py, dal Teorema
dei carabinieri si deduce limp_,p, |(f(P) — f(P))| = 0. Di conseguenza, anche
limpﬂpo(f(P) — f(Po)) =0. O

La differenziabilita di una funzione fornisce anche un’utile formula per il calcolo
delle derivate direzionali:

Teorema. Sia f:A — R una funzione reale definita su un aperto A di RF
differenziabile in Py € A. Allora f ammette derivate direzionali in Py lungo ogni
direzione v e si ha

of

%(PO) = gradf(P) - v

Dimostrazione. Poiché f & differenziabile in Py che ¢ interno ad A, esiste 6 > 0
tale che, data una direzione v, si ha per ogni [t| < ¢,

f(Po+tv) — f(Po) = gradf(Fo) - (tv) + o([[tv]]),

da cui

fPo +tv) = [(R) _ gradf(P) - (tv) + ofitvl]) _ tegradf(F) v offltv])
t t t t

Passando al limite per ¢t — 0 e osservando che

olitvll) _ olitoll) Iitvll _ odlitell) [, o

t [tvfl ¢ [tvll ¢

si ottiene P P
o TR0 t0) = F(R)
t—0 t

= gradf(P) - v.
Percio f ammette derivata direzionale in Py lungo la direzione v e risulta

%(Po) = gradf(Fp) -v.

a

Osservazione. Il gradiente di una funzione, nei punti in cui € non nullo, in-
dica la direzione di massima e minima crescita della funzione stessa. Infat-
ti, la massima variazione di f si ha in quelle direzioni nelle quali gradf(F) e
v sono paralleli. In particolare la direzione di massima crescita si ha quando
v = gradf(Py)/||gradf(FPo)| (cioe gradf(Fy) e v concordi) mentre quella di mi-
nima crescita si ha quando v = —gradf(Py)/|lgradf(Fy)|| (cioe gradf(Py) e v
discordi).
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Osservazione. L’uguaglianza %(PO) = gradf(Py) - v non ¢ piu valida se f non
¢ differenziabile in Py. Consideriamo ad esempio la funzione

flx,y) = \/% se (z,y) # (0,0)
) 0 s€ (1‘7y):(0’0)

Poiché la restrizione di f sia all’asse x che all’asse y e la funzione nulla, si ha
ovviamente f,(0,0) = f,(0,0) = 0 e, quindi, gradf(0) - v = 0 qualunque sia la
direzione v (con 0 denotiamo il vettore nullo di R?, cioé 0= (0, 0)). D’altra parte,
per ogni direzione v = (h,k) con h #0 e k # 0, h? + k* = 1, si ha

970, 0) = im — K

——— = |hlk #0.

ov =0 £ /t2(h? + k2) Rk #

Cio prova che in questo caso 'uguaglianza %(Po) = gradf(Fp) - v non vale. Di
conseguenza, f non puo essere differenziabile in (0,0). (Si invita lo studente
a verificare cio anche applicando direttamente la definizione di differenziabilita,
cioe calcolando il limite, per (z,y) — (0,0), di |z|y/(2? + 3?)).

Per funzioni di pit variabili, mentre, come gia osservato, I’esistenza delle derivate
parziali non garantisce la differenziabilita, si puo invece provare che la continuita
delle derivate parziali implica la differenziabilita. Si ha infatti il seguente

Teorema (del Differenziale Totale). Sia f: A — R una funzione reale definita
su un aperto A di R* con le derivate parziali continue in Py € A. Allora f ¢
differenziabile (e, quindi, continua) in Fy.

La condizione espressa dal teorema del Differenziale Totale non & perod necessaria
alla differenziabilita. Consideriamo infatti il seguente

Esempio. La funzione

2,2 _1_
Fla,y) = TTYTsen oz se :L‘y;z_éO
0 se zy =10

¢ differenziabile in (0,0). Infatti f,(0,0) = f,(0,0) =0e
im &Y _
(2,y)—=(0,0) /22 + 92
D’altra parte, considerando ad esempio la derivata rispetto ad z, si ha

1 2 1
fx($,y) = 21”3/2 sen :L'Ty2 — E COS xTy2
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che non ammette limite finito per (z,y) — (0,0) come si puo verificare consi-
derando, ad esempio, il limite della restrizione di f, alla retta y = x. Percio
limy ) (0,0) fz(z,y) # f2(0,0), cio¢ f; non & continua in (0,0).
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6% settimana - dal 17.04.18

Definizione. Sia f: A — R una funzione reale definita in un sottoinsieme A di
RF. Un punto Py € A si dice di minimo [di massimo ] relativo (o locale) per f in
A se esiste un intorno Bg(Py) di centro Py e raggio § > 0 tale che f(P) > f(P)
[f(P) < f(Py)] per ogni P € Bs(FPy) N A. Un punto di minimo o di massimo
relativo per f (in A) si dice estremante per f (in A).

Teorema di Fermat (per funzioni di due variabili). Sia f: A — R una fun-
zione reale di due variabili reali e sia Py = (xg,y0) € A. Supponiamo che siano
soddisfatte le sequenti tre ipotesi:

1. Py éinterno ad A;
2. f e deriwabile in Py;

3. Py & un punto estremante per f in A.

Allora
fz(Po) =0, f,(F)=0

o0, equivalentemente,
gradf(Py) = (fo(Po), fy(Fo)) = (0,0).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione parziale ¢ : = +— f(z,yo). Dall’ipotesi
1), essendo il punto (zg,yo) interno ad A, essa risulta definita almeno in un
intervallo aperto di R contenente xy. Dalle ipotesi 2) e 3) segue immediatamente
che ¢ & derivabile in xg e che x( ¢ estremante per . Di conseguenza, il Teorema
di Fermat per funzioni di una variabile ci assicura che ¢'(xg) = 0. Pertanto,
ricordandosi la definizione di derivata parziale, si ha

fa(0,90) = ¢'(x0) = 0.

In modo analogo si prova che in (g, yp) si annulla anche la derivata parziale di
f rispetto ad y. O

Osserviamo che, in base al teorema precedente, i punti estremanti di una funzione
f(x,y) vanno cercati tra le seguenti tre categorie:

1. punti di frontiera;

2. punti in cui la funzione non & derivabile;
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3. punti in cui si annullano entrambe le derivate parziali.

Nessuna di queste tre condizioni ci assicura che un punto sia estremante. Tanto
per fare un esempio, per la funzione f(z,y) = x? — y? lorigine non ¢ né di
massimo né di minimo (per provarlo basta considerare la restrizione di f agli
assi), ma f(0,0) = f,(0,0) = 0. Tuttavia, se un punto ¢ estremante, almeno una

delle tre condizioni precedenti deve essere soddisfatta.

Definizione. Un punto Py € A C R? tale che f,(Py) = f,(Fp) = 0 & detto punto
critico per f. Un punto critico che non ¢ estremante ¢ detto punto di sella.

Nella ricerca dei punti estremanti di una funzione di due variabili definita in un
insieme A C R? si procede per esclusione: come primo provvedimento, tenendo
conto del Teorema di Fermat, si escludono tutti i punti interni ad A in cui la
funzione risulta derivabile ed una delle due derivate parziali ¢ diversa da zero.
Rimangono da analizzare i punti di frontiera, i punti interni in cui la funzione
non e derivabile e i punti interni in cui si annullano entrambe le derivate. Per
escludere altri punti di frontiera si tiene conto del fatto che se P € 9A non ¢
estremante per la restrizione di f alla frontiera di A, allora non lo é neppure per
f in A. Di solito, lo studio della restrizione di f a dA consente di escludere la
grande maggioranza dei punti di frontiera. Con tale procedimento, quasi sempre
rimangono pochi punti “sospetti” che possono essere analizzati a parte con metodi
vari; ad esempio, se si cercano gli estremi assoluti di una funzione continua
f in un insieme chiuso e limitato A (la cui esistenza e garantita dal teorema
di Weierstrass) si puo procedere direttamente mediante il confronto dei valori
assunti.

Esempio. Determinare gli estremi assoluti di f(z,y) = 22 + 4y? in
A={(z,y) eR?: (z —3)2 +92 < 1}.

Osserviamo innanzitutto che, essendo f continua e A chiuso e limitato, l'e-
sistenza degli estremi assoluti di f in A & assicurata dal teorema di Weier-
strass. E’ immediato verificare che 'unico punto critico di f & (0,0) che non
appartiene ad A. Il massimo e il minimo sono quindi assunti su dA. La re-
strizione di f alla semicirconferenza superiore € la funzione di una variabile
g(x) = f(z,/1—(x—-3)2) = 22 +4(1 — (x — 3)?) con 2 < x < 4. Come &
facile verificare, la funzione g nell’intervallo [2, 4] ha minimo in = 2 e massimo
in x = 4. Analogamente, la restrizione di f alla semicirconferenza inferiore e
h(z) = f(x,—/1—(z—3)2) = 22 +4(1 — (z — 3)?) con 2 < z < 4 e in questo

caso coincide con g(x), essendo la funzione f pari (rispetto a y). Di conseguenza,
miny f(z,y) = f(2,0) = 4 e maxy f(z,y) = f(4,0) = 16.
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Lo stesso risultato si puo ottenere anche in modo geometrico prendendo in esame
gli insiemi di livello di f. Per ¢ > 0, gli insiemi di livello

2 2
S.={(z,y) e R*: 2% + 4y* = ¢} = {(z,y) € R*: x——l—y—: 1}
c c/4
sono ellissi di semiassi /¢ e \/¢/2. Percid il minimo di f in A si ottiene quando
Ve =2 (e, quindi, & ¢ = 4), mentre il massimo si ha quando /c = 4 (cioe ¢ = 16).

Esercizio. Determinare gli estremi assoluti della funzione dell’esempio
precedente nell’insieme

A={(r,y) eR*: 2? +¢* < 1}.

Sugg. In questo caso il punto critico Py = (0,0) ¢ interno ad A e risulta di
minimo. Il massimo invece & assunto sulla frontiera di A.

Esempio. Determinare gli estremi assoluti di f(x,y) = 2? — y nel triangolo di
vertici A = (0,0),B = (1,0),C = (1,1).

Poiché f,(x,y) = —1 per ogni (x,y), la f non ha punti critici. Gli estremi
assoluti sono assunti percio sulla frontiera del triangolo. La restrizione di f al
lato AB ¢ g(z) = f(2,0) = 22 con 0 < z < 1 e quindi ha minimo in z = 0 e
massimo in z = 1. La restrizione di f al lato AC ¢ h(z) = f(x,z) = 2> — 2 con
0 <z <1 e quindi ha massimo in x = 0 e x = 1 e minimo in z = 1/2. Infine,
la restrizione di f al lato BC ¢ k(y) = f(1,y) =1 —y con 0 < y < 1 e quindi
ha massimo in y = 0 e minimo in y = 1. Confrontando i valori assunti si ottiene
f(A)=0,f(B)=1,f(C)=0,f(1/2,1/2) = —1/4. Concludendo, il minimo di
f nel triangolo considerato ¢ —1/4 ed & assunto in (1/2,1/2), mentre il massimo
¢ 1 ed ¢ assunto in (1,0).

Esercizio. Determinare gli estremi assoluti di f(z,y) = 222 + ¢ in
A={(z,y) eR®:a? +y” >4, 2] <4, |y <4}

Verificare il risultato trovato prendendo in esame gli insiemi di livello di f.

Esercizio. Provare che esistono gli estremi assoluti della funzione f(z,y) =
V1 — 22 —y?2 — x e determinarli.

Sugg. 11 dominio di f & I'insieme chiuso e limitato A = {(z,y) € R? : 22 +9? < 1}
e f risulta continua in tale insieme. Percio, per il teorema di Weierstrass, essa
ammette massimo e minimo assoluti in A. Per determinarli, osserviamo che
I'unico punto critico & Py = (—1/+/2,0), mentre, considerando la restrizione di f
a0A = {(z,y) € R? : 224+ 4% = 1} si ottengono i punti P, = (—1,0) e P, = (1,0).
La conclusione segue da un confronto tra i valori assunti da f in Py, P e Ps.
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Se la derivata di f rispetto ad x € di nuovo derivabile rispetto ad x, allora f si
dice derivabile due volte rispetto ad x (o che ammette derivata seconda rispetto

ad x due volte). La derivata rispetto ad x della derivata rispetto ad z, calcolata

in un punto (z,y), cioe a% % (x,y), si indica con uno dei seguenti simboli:

82
S L), felry).

In maniera analoga, la derivata rispetto ad y della derivata rispetto ad x, calcolata

in un punto (z,y), cioe 8% % (x,y), si indica con uno dei simboli:

82
8y8f$ (l’,y), fxy(xay)‘

In modo simile si definiscono le altre derivate seconde:

P o), Py
axay 7y ) 8y2 7y M

Esercizio. Definire le derivate parziali di ordine superiore al secondo per una
funzione di due variabili.

Definizione (di funzione di classe C™). Una funzione f(x,y) si dice di classe
C? (o che & C°, o che appartiene a CY) se & continua; si dice di classe C! se &
derivabile e le sue derivate parziali sono C°. In generale, si dice che f & di classe
C™ se & derivabile e le sue derivate parziali sono di classe C™~!. Infine, si dice
che f ¢ di classe C*° se & C™ per ogni n € N.

La nozione di funzione di classe C"™ puo essere banalmente estesa alle funzioni di
tre o piu variabili.

Sappiamo che se una funzione di una variabile € derivabile, allora ¢ anche conti-
nua. Come mostrato con un esempio, un risultato analogo e falso per le funzioni
di due (o piu) variabili. Tuttavia, come conseguenza del Teorema del Differen-
ziale Totale, se una funzione di due (o piut) variabili ¢ derivabile e le sue derivate
parziali sono continue, allora si puo affermare che essa ¢ continua. In altre parole,
dal Teorema del Differenziale Totale si puo dedurre il seguente risultato:

Teorema. Se f ¢ una funzione di classe C*, allora ¢ anche di classe CV.
Come conseguenza si hanno le seguenti proprieta:
Teorema. Se f ¢ una funzione di classe C™, allora ¢ anche di classe O™~ 1.

Teorema(di regolarita delle funzioni combinate). La somma, il prodotto, il quo-
ziente e la composizione di funzioni C™, quando (e dove) ha senso, é ancora una
funzione C™.
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Osservazione. Si osservi che in R? le funzioni costanti e le funzioni coordinate
x e y sono di classe C*°, quindi, in base al teorema di regolarita delle funzioni
combinate, i polinomi (e le funzioni razionali) di due variabili sono funzioni C*°.

Esercizio. Dedurre dal teorema di regolarita delle funzioni combinate che le

seguenti funzioni di due variabili sono di classe C'*°:

2
y* cos(xz — y) 9 \3 log(xy) 1
YESLTY) gy t .

Esercizio. Dedurre dal teorema di regolarita delle funzioni combinate che la
funzione

f(x,y) = zy /1yl
¢ di classe C* nell'insieme (aperto) costituito da R? meno l'asse delle z, cioe
nell’insieme A = {(z,y) € R? : y # 0}.

Esercizio (facoltativo.) Mostrare che la funzione

f(z,y) = 2y /|yl

¢ di classe C! su tutto il suo dominio R? (cio¢ anche nei punti dell’asse z) ma
non ¢ di classe C2.

Suggerimento. Sia (x0,0) un punto fissato sull'asse z. E facile verificare che
f(20,0) = fy(20,0) = 0. Per provare che f & di classe C! in (z¢,0) si tratta di
verificare che lim,, ), (20,0) f2(2,¥) = fz(20,0) = 0 e che lim, ) (z,,0) fy(T,y) =
fy(x0,0) = 0. D’altra parte, la derivata parziale f,(z,y) non e derivabile rispetto
ay in (29,0) e quindi f non pud essere di classe C? in tale punto.

Teorema di Schwarz. Se f: A — R ¢& una funzione di classe C? su un aperto
A di R?, allora

0% f 0% f
aya:l: (x’y)_m(l‘ay)v V(az,y)GA

Osservazione. Se una funzione ¢ sufficientemente regolare, il Teorema di Sch-
warz ci permette di scambiare I'ordine di due qualunque delle sue derivate. Si
considerino, ad esempio, le seguenti due derivate terze:

fxya:($7y) ) fzzy(wa Y) -

Si puo affermare che sono uguali? Mostriamo che se f ¢ di classe C?, la risposta
¢ affermativa. Infatti, in tale ipotesi, la funzione

9(x,y) = fao(z,y)
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¢ di classe C2. Di conseguenza, le due derivate terze di f(z,y) considerate sopra
risultano uguali, essendo le derivate seconde miste della funzione g(z,y). Non c’e
quindi nessuna ambiguita nell’adottare per tali due derivate la seguente notazione:

8 f

W (m,y),

che rappresenta la funzione che si ottiene derivando la f due volte rispetto alla
x e una volta rispetto alla y, indipendentemente dall’ordine in cui si eseguono le
tre derivate.

Abbiamo visto che, nel caso di funzioni di una variabile aventi derivata seconda
continua, il segno della derivata seconda in un punto critico fornisce informazioni
sulla natura di tale punto. In analogia, per una funzione di due variabili, vogliamo
ora dare una condizione sulle derivate seconde sufficiente a stabilire la natura di
un punto critico.

Sia f: A — R una funzione di classe C? su un aperto A di R? e sia Py € A.
Consideriamo la matrice

fym(PO) fyy(PO)

che e detta la matrice hessiana di f in Py. Notiamo che, in conseguenza del
Teorema di Schwarz, si ha fr, (Po) = fyz(Fo) €, pertanto, la matrice € simmetrica.
Si ha il seguente

sry = (e S

Teorema. Sia f: A — R una funzione definita su un aperto A di R? e di classe
C? in A. Supponiamo che in un punto Py € A si annullino le due derivate parziali
di f. Se il determinante della matrice hessiana in Py, detto hessiano della f in
Py, cioé il numero

det Hf(PO) = fxx(PO)fyy(PO) - (fmy(PO))Q ’

é positivo, allora Py é un punto estremante. Se & negativo, Py non é estremante.
In particolare, nel caso che det H f(Fy) sia positivo, Py é di minimo relativo o di
massimo relativo a seconda che la derivata f.(Po) sia positiva o negativa.

Osservazione. Se det H f(P)) = 0 non si ha nessuna informazione sulla natu-
ra del punto critico Py, come si vede immediatamente considerando i seguenti
esempi:

1. f(z,y) =z* +y* ((0,0) & di minimo);

2. f(z,y) = —(z* + 1) ((0,0) & di massimo);

Versione del giorno 5/06/18 62



Analisi Matematica — c.l. Ing. Meccanica e Gestionale E-N — a.a. 2017/18 — M.P.Pera

3. flz,y) =22+ ((0,0) & di sella).

Esempio. Stabiliamo la natura dei punti critici di f(z,y) = 22* —y? — 2% in R2.

Si ha gradf(x,y) = (823 — 827, —2y) = (0,0) nei punti Py = (0,0),P =
(1,0), P, = (—1,0). Calcolando I'hessiano in un generico punto P = (z,y) si ha
det Hf((z,y)) = —162%(3 — 72*). Percio, valutandolo nei punti critici si ottiene
det Hf(Py) =0 e det Hf(Py) = det H f(P,) = 64. Poiché f,,(P1) = fox(P2) =
—32, i punti P; e P> sono di massimo. Il teorema precedente non da informazioni
sul punto Py = (0,0) ma, considerando le restrizioni di f agli assi, cioe le due
funzioni x — f(z,0) e y — f(0,y), si verifica facilmente che esso & un punto di
sella.

Esercizio. Stabilire la natura dei punti critici di f(z,y) = cosz + y? in R2.
Funzioni vettoriali di piu variabili

Passiamo ora a considerare il caso di funzioni vettoriali di variabile vettoria-
le. Tali funzioni sono anche dette campi vettoriali. Sia f: A — R™, f(P) =
(f1(P), fo(P), ..., fm(P)) un’applicazione definita in un sottoinsieme A di R*.

Il limite di una funzione vettoriale di variabile vettoriale si definisce in modo
analogo a come ¢ stato fatto per una funzione reale di piu variabili reali. Sia Py
un punto di accumulazione per il dominio A di f. Si dice che f(P) tende ad un
vettore [ € R™ per P che tende a Py, e si scrive f(P) — [ per P — Py, se per ogni
e > 0 esiste § > 0 tale che da 0 < ||P — Pyl <0 e P € A segue ||f(P) —||m < €

(I llx € || - [} denotano la norma in R* e in R™ rispettivamente). In questo caso
si puo anche scrivere
li P)=1.
A, 1)

Si puo provare che

Plgr}ljof(P)zlz(ll,lg,...,lm) — Ph_gljofi(P):li Vi=1,2,...,m.

Diremo che f & continua in un punto Py € A se sono continue (in FPp) le sue
m funzioni componenti: fi, fo, ..., fm. Per quanto visto sopra sul limite di
una funzione vettoriale di variabile vettoriale, nel caso che P, sia un punto di
accumulazione per A, cio equivale ad affermare che

lim f(P) = f(Ry).

P—Py

(0, equivalentemente, che limp_,p, fi(P) = fi(FPo) Vi=1,2,...,m.)
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Analogamente, diremo che f ¢ derivabile in un punto Py € A se sono derivabili
(in Py) le sue m funzioni componenti: fi1, fo, ..., fm.

Sia f: A — R™ un’applicazione derivabile definita su un aperto A di R¥. Deno-
tiamo con f1, fa, ..., fm le m funzioni reali che compongono la f (ricordiamo
che sono funzioni reali di k variabili reali). Fissato un punto Py € A, la matrice

o1 Oxo oxy,

ox1 Oxo oxy,
Jf(Po) =

Ofm  Ofm ..  Ofm

ox1 Oxo oxy, Py

si chiama matrice jacobiana dell’applicazione f in Py (il simbolo Py in basso a
destra significa che tutti gli elementi della matrice si considerano calcolati nel
punto Fp).

Altre notazioni usate per indicare la matrice jacobiana sono J¢(Py) oppure f'(Fy).

Osserviamo che le m righe della matrice jacobiana sono rispettivamente i gradienti
delle m componenti fi, fo, ..., fin della funzione f.

Quando k& = m, la matrice Jf(Py) ¢ quadrata. In questo caso ha senso il suo
determinante, det J f(Fp), chiamato jacobiano dell’applicazione f in Py.

Descriviamo ora alcuni esempi di funzioni vettoriali di variabile vettoriale che
saranno particolarmente utili nel calcolo di integrali doppi e tripli.

Coordinate polari

f(p,0) = (pcosB,psenh), p=>0,0<6<2r.

La corrispondente matrice jacobiana ¢

T(p,0) = ( cosf) —psend >

senf  pcosf

€
det Jf(p,0) = p.
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Coordinate sferiche

f(p:p,0) = (psenpcos, psenpsend, pcosp),
p=>0,0<p<m 0<60< 27
(la coordinata ¢ & detta colatitudine, la coordinata 6 & detta longitudine).

La corrispondente matrice jacobiana e

cosflseny pcosfcosyp —psenfsenyp
Jf(p,p,0) = | senfsenyp psenfcose pcosfsenp
Cos —psenp 0

[§]

det J f(p,p,0) = p®sen p.
Coordinate cilindriche
f(p,0,2z) = (pcosh,psenb,z), p>0,0<60<2m zcR.

La corrispondente matrice jacobiana e

cos —psenf 0
Jf(p,0,z) = | senf pcosf 0O
0 0 1

[§]

det Jf(p,0,2) = p.
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7% settimana - dal 24.04.18

Divergenza e rotore
Sia f: A C RF — R¥,

f(xl, e ,$k) = (fl(ml, . ,xk),fg(.%'l, .. .,xk), .. .,fk(.%'l, e ,a;k))

un campo vettoriale di classe C! su un aperto A di R*. Si definisce divergenza
di f e si indica con divf la funzione a wvalori reali

divf(z1,...,xx) == Z%(xl,,xk)

Esempio. Sia f:R? — R? il campo vettoriale

f(z,y,2) = (zy,sen(zyz), yz°).
Si ha

0 0 0
v (0,,2) = @ 002) + (0 2) + 2w 2) =+ zcos(ays) + 20

Data una funzione u: A — R di classe C? su un aperto A C R¥, la funzione
reale divgradu: A — R ¢ detta laplaciano di u e si indica con Awu. Si ha, posto
P = (.f(}l,...,.%'k),

ou ou 92
AuUﬂ::mvgmth):dw(aa(PL.”,aaﬂPD 7Y py.
Esempio. Sia u(z,y) = 22 — y2. Si ha

0%u 0%u
Au(z,y) = @(m,y) + @(%?/) =2-2=0.

Sia f: A C R® — RS,
f(x7y7 Z) = (fl(x,:% Z)?fQ(x7y7 Z)?f?)(x?y? Z)),

un campo vettoriale di classe C'! su un aperto A di R?. Si definisce rotore di f e
si indica con rotf la funzione a valori vettoriali

ot fne) o (222 D808 010y
Y 2] oy 0z 0z Ox Ox Oy/’
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dove le derivate parziali sono calcolate in (z,y,2) € A. Se rotf = 0, il campo
vettoriale f & detto irrotazionale.

Un metodo utile per calcolare le componenti di rot f & quello di sviluppare rispetto
alla prima riga il seguente determinante “formale”

o) 0 0
det oz @ 9z

i fo f3

dove eq, eg, e3 rappresentano i versori degli assi z, y, z rispettivamente.

Esempio. Sia f:R3 — R3 il campo vettoriale

f(z,y,2) = (y2°, zyz, 2%y).

Si ha
€1 €9 €3
rot f(x,y,z) = det % 8% % = (2% — zy, 2yz — 2zy,yz — 22).

yz? wyz 22y

Osservazione. E’ facile verificare che se f: A C R? — R? ¢ di classe C?, si ha
div(rotf) = 0.
Considerando, ad esempio, il campo vettoriale dell’esempio precedente, si ottiene

div(rotf) = div(z?® — zy, 2yz — 22y, yz — 2°) = (2o —y) + (22 —22) + (y — 22) = 0.

Osservazione. Introduciamo in R? il seguente operatore formale di derivazione,
detto operatore nabla e denotato con il simbolo V,

o 0 0
V‘(ax’ay’az>

e data una funzione reale f: A C R? — R si ha

Vi) = (G55 ) = amad a2

Allora,
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e dato un campo vettoriale f: A CR3 — R3, f = (f1, fo, f3), si ha

_0n 0 0%

V- flz,y,2) = or "oy T or - divf(z,y, 2)
er ez e3
V x f(z,y,z) = det a% a% % =rotf(x,y, 2)

i fo fs

(dove, dati due vettori u e v, u - v denota il prodotto scalare di u con v
mentre u X v ne denota il prodotto vettoriale).

Integrali doppi
Una partizione di un rettangolo R = [a,b] X [¢, d] € R? & una coppia P = (P, P»)
di partizioni degli intervalli [a, b] e [c, d], rispettivamente.

Date due partizioni P, = {zg, z1,...2n, } di [a,b] € Po = {yo,y1,...Yn,} di [c,d],
il rettangolo R viene suddiviso in niny sottorettangoli

Rij:[xi—hxi]x[yj—l?yj]a ’L.Zl,...,nl, j:17'~-7n27

di area (Az); (Ay); = (xi—xi—1)(yj—y;j—1). In ogni sottorettangolo R;; scegliamo
un punto (&5,7:;). L’insieme S dei punti (&;;, ;) si dice una scelta di punti nella
partizione P = (P, P;) di R. La coppia a = (P, S), costituita dalla partizione P
di R e dalla scelta S, si dice una partizione puntata di R. Il parametro di finezza
di a« = (P, S), denotato con |«|, & la massima ampiezza dei lati di tutti i possibili
rettangoli individuati dalla partizione P.

Sia ora assegnata una funzione f:[a,b] x [¢,d] — R. Ad ogni partizione puntata
a di R = [a,b] X [¢, d] possiamo associare il numero

i=1,...,n1

Si ha cosi una funzione reale 3: P — R definita nell’insieme P delle partizioni
puntate del rettangolo R.

Per meglio comprendere il significato del numero »(«) individuato dalla parti-
zione puntata «, € bene osservare che se la funzione f ¢ positiva, ogni termine
f(&ij,mij)(Az); (Ay); della sommatoria rappresenta il volume di un parallelepi-
pedo di altezza f(&;,7:;) che ha per base il rettangolo R;;. Quindi, se tutti
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i rettangoli R;; sono abbastanza piccoli, c¢’¢ da aspettarsi che il numero X(«)
rappresenti una buona approssimazione del volume del solido

{(z,y,z) €R®:(z,y) €R, 0< 2 < f(xay)}

costituito dai punti che stanno sopra il rettangolo R e sotto il grafico z = f(z,y)
della funzione f.

Intuitivamente l'integrale doppio della funzione f nel rettangolo R e, quando
esiste, il valore limite che si ottiene facendo tendere a zero i lati dei sottorettangoli
individuati delle possibili partizioni puntate di R. Diamo la definizione precisa.

Definizione (di integrale doppio in un rettangolo). Sia f(x,y) una funzione reale
definita (almeno) in un rettangolo R con i lati paralleli agli assi cartesiani. Si
dice che un numero | € R e 'integrale doppio di f in R se, fissato un arbitrario
“errore” € > 0, esiste un § > 0 tale che, comunque si assegni una partizione
puntata « con parametro di finezza || minore di §, la distanza |¥X(«) — | tra la
somma Y («) e il numero ! & minore di €. Se cid accade, si scrive

lim (o) =1

|| =0
e la funzione f si dice integrabile in R (secondo Cauchy-Riemann).

Il numero ! si chiama “integrale (doppio)” di f in R e si denota con uno dei
seguenti simboli:

//Rf(x,y)dxdy, //Rfdxdy, /Rf(:n,y)dmdy.

Si osservi che il numero
1= [ fa.v)dzdy
R

non dipende dai simboli usati per indicare le variabili. Ad esempio al posto di x
e y si possono usare le lettere u e v (il limite di ¥(«) per |a] — 0 non cambia).

Dalla precedente definizione segue facilmente che I'integrale doppio, quando esi-
ste, € unico (unicita del limite). Inoltre, dalle note proprieta del limite si deduce
che se f e g sono due funzioni integrabili in un rettangolo R ed A e yu sono due
numeri, allora anche la funzione Af + pg € integrabile e si ha

//R(Af—k,ug)dxdy:)\//Rfd:cdy—iru//Rgd:cdy,

cioe l'integrale gode della proprieta di linearita. Piu precisamente: 'integra-
le & un funzionale lineare sullo spazio vettoriale delle funzioni integrabili (nel
rettangolo R).
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Sempre dalla definizione di integrale si deduce che se f e integrabile in un
rettangolo R e f(z,y) >0, V(z,y) € R, allora

Lééfdwdyz(h

e da cio segue (tenendo conto della linearita) la seguente proprieta dell’integrale
doppio.

Proprieta di monotonia. Siano f,g due funzioni integrabili in un rettangolo

R. Se f(z,y) < g(z,y), ¥ (x,y) € R, allora

//Rfd:cdyg//Rgdajdy.

Un sottoinsieme di R? si dice trascurabile (in R?) oppure di misura (bidimen-
sionale) nulla se per ogni € > 0 esso puod essere ricoperto con una famiglia (al
pitt) numerabile di rettangoli di area totale minore di € (nel senso che la somma,
o la serie, delle aree dei rettangoli ¢ minore di €). Si potrebbe dimostrare che
il grafico (y = g(z) o © = g(y)) di una funzione continua in un intervallo & un
insieme trascurabile di R2?. Inoltre 1'unione di un numero finito (o, addirittura,
di un’infinita numerabile) di insiemi trascurabili & ancora un insieme trascura-
bile. In particolare gli insiemi costituiti da un numero finito (o da un’infinita
numerabile) di punti sono trascurabili.

Analogamente a quanto si e visto per gli integrali semplici, si ha il seguente

Teorema (di integrabilita). Una funzione f:[a,b] x [c,d] — R é integrabile
nel rettangolo [a,b] X [c,d] se e solo se é limitata e linsieme dei suoi punti di
discontinuita é trascurabile.

Una prima conseguenza del teorema di integrabilita ¢ che la somma, il prodotto e
la composizione di funzioni integrabili ¢ ancora integrabile (il quoziente potrebbe
essere una funzione non limitata, e quindi non integrabile). Facciamo notare,
inoltre, che se una funzione & continua in un rettangolo chiuso R, allora € anche
integrabile (in tale rettangolo), essendo limitata (per il Teorema di Weierstrass)
ed avendo un insieme vuoto (quindi trascurabile) di punti di discontinuita. Pit in
generale, se una funzione ha un numero finito (o un’infinita numerabile) di punti
di discontinuita, allora, purché sia limitata, & integrabile (la limitatezza, questa
volta, non ¢ assicurata).

Teorema di equivalenza. Siano f e g due funzioni integrabili in un rettangolo
R. Se esse differiscono soltanto in un insieme trascurabile di punti di R, allora

Agmmmwzﬁgmmmw-
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Osservazione. Per integrare una funzione f(x,y) in un rettangolo R non occorre
che questa sia necessariamente definita in tutti i punti del rettangolo. Ad esem-
pio, se e definita in tutto R tranne un numero finito di punti, puo essere estesa
assegnandole dei valori arbitrari in tali punti (per esempio il valore zero). In base
al teorema di equivalenza, due differenti estensioni hanno lo stesso integrale.

In pratica tutte le funzioni che uno studente di ingegneria puo incontrare nello
svolgere gli esercizi hanno un insieme trascurabile di punti di discontinuita. Il mo-
tivo & dovuto al fatto che ogni “ragionevole funzione” & deducibile (con un numero
finito di operazioni di somma, prodotto, quoziente, composizione, restrizione ad
un intervallo e inversione) dalle cosiddette funzioni fondamentali (vedi appunti
sugli integrali di funzioni di una variabile), ciascuna delle quali ha un insieme
trascurabile di punti di discontinuita (spesso ¢ addirittura continua). Stabilire
quindi se una funzione & integrabile (in un rettangolo) o se non lo ¢ si riduce a
controllare se (in tale rettangolo) ¢ limitata oppure no.

Esempio. La funzione
1

¢ integrabile in un rettangolo (chiuso) R se e solo se R non contiene il punto (0, 0).
Infatti, se R non contiene 'origine, allora, essendo continua in tutti punti del suo
dominio R?\{(0,0)}, & continua anche in R ed & quindi integrabile in un tale R.
Se invece R contiene l'origine, allora la funzione non puo essere limitata in tale
rettangolo, dato che f(x,y) — 400 per (z,y) — (0,0). Si fa notare che in questo
caso la non integrabilita non dipende dal fatto che non & definita in (0,0): puo
essere estesa assegnandole un valore qualunque nell’origine, ma ogni estensione
non potra renderla limitata (casomai la rendera discontinua in un punto, ma un
punto costituisce un insieme trascurabile).

f(z,y) =
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8% settimana - dal 02.05.18

Una risposta al problema del calcolo di un integrale doppio ¢ data dal seguente ri-
sultato che riconduce il calcolo di un integrale doppio a due successive integrazioni
semplici:

Teorema di Fubini (per gli integrali doppi). Sia f una funzione reale delle
variabili (z,y) definita in un rettangolo R = [a,b] X [¢,d]. Allora, “quando ha

senso”, risulta //Rf(x’y) o /ab ( /Cdf(iv,y) dy) .
U/Rf(x’y)dxdy:/cd </abf(m,y)dx) dy] .

In sostanza, il Teorema di Fubini afferma che per calcolare l'integrale doppio
di f(z,y) in [a,b] x [c,d] & possibile integrare prima in [c, d] la funzione f(z,y)
rispetto alla variabile y, ottenendo cosi una funzione

d
g() —/ f(x,y)dy,

ed integrare poi  — g(z) nell’intervallo [a, b].

Con l'affermazione “quando ha senso” vogliamo significare quando siano sod-
disfatte ipotesi che garantiscano che gli integrali in questione siano ben definiti.
Tanto per fare un esempio, se f ¢ continua nel rettangolo [a, b] X [c, d], gli integrali
hanno senso (ma ci sono ovviamente situazioni molto piu generali).

Esempio. Sia R = [0, 1] x [2, 3]. Calcoliamo

// 22y dxdy.
R

Applicando il teorema di Fubini si ha
1 3 1,2 1
//x2ydxdy:/ (/ x2ydy> da::/ $(9—4)dx:5/ a:2d9::§.
A 0 \J2 0o 2 2 Jo 6

Vogliamo ora estendere la nozione di integrale doppio ad insiemi che non siano
necessariamente rettangoli. Dato un insieme A di R? e data f: A — R, la funzione
f:R? = R definita da

f(x,y):{g(x’y) se (z,y) €A
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si chiama estensione standard di f (relativa ad A).

Sia (z,y) — f(x,y) una funzione di due variabili definita in un sottoinsieme
limitato A di R2. Consideriamo un (arbitrario) rettangolo R contenente A.
Diremo che f ¢ integrabile in A se & integrabile in R la sua estensione standard
f. In tal caso lintegrale di f in A si definisce nel modo seguente:

//A f(, ) dudy := //R f(, ) dudy

Dal fatto che f ¢ nulla fuori da A si potrebbe dedurre che il secondo integrale
non dipende dal rettangolo R contenente A. Pertanto, la definizione € ben posta.

Definizione. Un sottoinsieme limitato A di R? si dice misurabile (secondo Peano-
Jordan) quando e integrabile in A la funzione f(x,y) = 1. In tal caso la misura
(bidimensionale) di A, detta anche area, & il numero

M(A)://Adxdy.

Osservazione. Si puo provare che un sottoinsieme limitato A € misurabile se
e solo se la sua frontiera e trascurabile. Ad esempio, ¢ misurabile ogni insieme
limitato la cui frontiera & unione finita di grafici (y = ¢(z) o z = ¥(y)) di funzioni
continue.

Elenchiamo alcune proprieta dell’integrale doppio che discendono facilmente dalla
definizione.

Proprieta di linearita. Siano f,g: A — R due funzioni integrabili in un insieme
limitato A C R? e siano \, pn € R. Allora risulta

//A(Af(:c,y) + pg(a,y)) dedy = )\//Af(z:,y) dmdy+u/[49(x,y) ddy

Proprieta di monotonia. Siano f,g: A — R due funzioni integrabili in un
insieme limitato A C R? e supponiamo f(z,y) < g(x,y) per ogni (x,y) € A.

Allora risulta
// f(z,y) dxdyé// g(w,y) drdy .
A A

Proprieta di additivita (rispetto all’insieme di integrazione). Supponiamo
che f sia una funzione integrabile sia in un insieme A che in un insieme B, con
ANB =10 (o, pit in generale, AN B trascurabile). Allora f é integrabile in AUB

e si ha
/AUBf(ﬂc,y) dxdy = //Af(:zt,y) dxdy + //Bf(:zs,y) dzdy .

Versione del giorno 5/06/18 73




Analisi Matematica — c.l. Ing. Meccanica e Gestionale E-N — a.a. 2017/18 — M.P.Pera

Sia A C R? un insieme del tipo
A={(z,y):a<z<b, oi1(x) <y <pa(z)},

dove 1, p2:[a,b] — R sono due funzioni continue. Si dice che A & semplice
(o normale) rispetto all’asse delle y. Infatti ogni retta parallela a tale asse lo
interseca in un intervallo (di estremi ¢1(x) e @o(x), per x € [a, b]).

Supponiamo che f sia una funzione integrabile in A. Dato un rettangolo R
contenente A, per definizione, 'integrale di f in A &

//Rf(:c, y) dxdy .

Per quanto osservato in precedenza, tale integrale non dipende dalla scelta del
rettangolo R che contiene A. Per semplicita prendiamo allora R = [a,b] X [c,d]
con ¢ < min{y(z) : « € [a,b]} e d > max{pa(z) : € [a,b]}. Dal Teorema di

Fubini si ha b
//Rf(ﬂ%y)dﬂfdyz//f(x,y)dydx-

D’altra parte, per 'additivita degli integrali di funzioni di una variabile rispetto
agli intervalli,

d e1(z) p2(z) d
/ f(w,y)dyz/ f(w,y)der/ f(fv,y)dy+/ f(z,y)dy,
c c p1(x) p2(z)
e, tenendo conto che f ¢ nulla fuori da A, si ottiene
d p2(x)
/ f(x,y)dyz/ f(z,y)dy.
c e1(z)
Poiché in A le due funzioni f ed f coincidono, si ha
d p2(w)
[iwwar= [ sy,
c e1(z)

Si ottiene cosi la seguente importante formula di riduzione, valida per gli
insiemi che sono semplici rispetto all’asse delle y:

J[ sty oy = [ b L i:)f(%y) dy di

Analogamente, se A C R? & un insieme del tipo

A=A{(z,y):c<y<d, ¢i(y) <z <oy},
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dove 1, 19: [c,d] — R sono due funzioni continue, ed f & integrabile in A, si ha
l'altra formula di riduzione, valida quando A € semplice rispetto all’asse delle

. J[ st oy = [ ' /w T:j)ﬂx,y) didy.

Esempio. Usando le formule di riduzione, calcolare

// 22ydrdy dove A= {(z,y) e R?:2? <y <2z}
A

Applichiamo la formula di riduzione con ¢;(z) = 22 e po(x) = 2z, osservando

inoltre che ¢1(z) < pa(z) per 0 < x < 2. Si ha

2 2 2 .2
// 22y dedy = / </ z%y dy) dr = / —(42® — 2" dx.
A 0 z2 0o 2

L’ultimo termine ¢ l'integrale definito di una funzione di una variabile e il suo
calcolo e lasciato per esercizio.

Esempio. Usando le formule di riduzione, calcolare

//(:U—y)d:z:dy dove A= {(z,y) e R*:2”? <y, 2* + 4> <1}.
A

//A(w—y)dwdy=/ab (/xj@(w—y)dy> dzx

b
:/a (:m/l—x2—m3—(1/2)(1—x2—m4)) dx ,

dove a = —\/ (=1 ++5)/2 eb= /(-1 +5)/2.

Esercizio. Usando le formule di riduzione, calcolare

Si ha

//xydxdy nei due casi A= {(z,y) eR*: y>2? y< vz}
A

e A={(zy) eR* :x+y>1y>a’ y< o}

Un altro importante risultato spesso utilizzato nel calcolo degli integrali doppi e
il seguente

Versione del giorno 5/06/18 75



Analisi Matematica — c.l. Ing. Meccanica e Gestionale E-N — a.a. 2017/18 — M.P.Pera

Teorema (di cambiamento di variabile per gli integrali doppi). Sia ¢(u,v) =
(p1(u,v), p2(u,v)) un’applicazione continua da un insieme chiuso e limitato D C
R? in R2. Supponiamo che le frontiere di D e di (D) siano trascurabili e che ¢
sia C' e iniettiva nell’interno di D. Allora, data una funzione di due variabili f
continua su p(D), risulta

/@(D) flz,y)dedy = //D flo1(u,v), p2(u,v)) |det Jo(u, v)| dudv .

Esempio. Facendo uso delle coordinate polari x = pcosf, y = psenf, e del
teorema di cambiamento di variabile per gli integrali doppi, calcoliamo

y VT

2 dedy
A TT+Y

ove A={(z,y) eR*:0<r* <z +y* <R* x>0,y >0}

Sia ¢:R? — R? I’applicazione definita da

@(p,0) = (pcost,p send).

I punti di A si ottengono tramite ¢, facendo variare la coppia di numeri (p, ) nel
rettangolo chiuso e limitato D = [r, R] x [0,7/2] del piano p#. In altre parole,
Iimmagine ¢(D) del rettangolo D tramite ¢ coincide col dominio d’integrazione
A. Ricordando che lo jacobiano di ¢ (in un generico punto (p, €)) coincide con p,
dalla formula di cambiamento di variabile per gli integrali doppi si ha

0 e ©/2 rR
// pSGI12€pdpd9:/ / senf e” dpdf = eft — ¢
D p 0 T

Si osservi che le ipotesi del teorema di cambiamento di variabili sono soddisfatte.
Infatti D & chiuso e limitato, 9D e A = J¢(D) sono insiemi trascurabili, ¢ &
continua in D, & C'! nell'interno di D (¢ addirittura C°°) ed & iniettiva nell’interno
di D (in questo caso lo e anche su 0D). Notiamo che se consideriamo invece la
corona circolare A = {(z,y) € R? : 0 < r? < 22 + y? < R?}, allora si ottiene
D = [r,R] x [0,27] e ¢ ¢ iniettiva solo nell'interno di D e non lo ¢ su 9D in
quanto per § = 0 e § = 27 si ottengono gli stessi punti di A.

Esempio. (facoltativo) Calcoliamo

// V2 + y?dxdy
A

ove A= {(z,y) eR?: (z —1)2+4? <1, 22 + (y — 1)2 < 1}. Usando coordinate
polari, I'insieme A & immagine dell’insieme

D ={(p,0) ER*:0< p<2senf, 0 <0< 7/4}
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U{(p,0) € R?:0 < p<2cosh, /4 <6< m/2}.
Si ha

/ \/x2+y2d:cdy:// ppdpdf =
D
w/4 [2senf w/2 r2cosf w/4 w/2
/ / p dﬂd9+/ / p* dpdf = 8(/ sen® 0 d«9+/ cos® 9d9>
0 3\ Jo /4

Esempio. Tenendo conto della proprieta di additivita dell’integrale, calcoliamo

//A(:L'2 + %) dxdy

ove
1
A={(z,y) € R*: (x—i)z—i—y > 7 o2 +y? <1}
Si ha
// (2% 4+ y?) dedy = // (2% + y?) dedy — // (2 + y?) dady
A A Az
essendo
Ay ={(z,y) eR*: 2” +9° < 1}
¢ 1 1
Ay ={(z,y) €R*: (2= 5)* +y* < 7}
Si ha
! ™
// (2% + %) dady = 27r/ pPdp ==
A 0 2
e, considerando il cambiamento di variabile z = % + pcosf,y = psend con

0<0<2me0<p<1/2 siottiene

2w
// z? 492 dxdy—/ / ( + pcos 0)? +pQSen20)pdpd9—37r
4y 32

Pertanto
// 22+ ) dzdy = T_3T_ 1—3
y)dedy =5 — g5 =

Esempio. Calcoliamo
[ a2 2
/ /A 1-— 2z dxdy
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ove
2 2

T Y

Introducendo le coordinate ellittiche

x=apcost, y=>bpsend, 0<p<1,0<6<2m,

e osservando che il determinante della matrice jacobiana & abp, si ottiene

1
2
271'/ V1—p2abpdp = §7rab.
0
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9¢ settimana - dal 08.05.18

Dato un insieme di misura non nulla A C R?, il suo centro di massa (geometrico)
¢ il punto (z., y.) che ha per ascissa la media delle ascisse e per ordinata le media
delle ordinate. Si ha pertanto

A)//Axdxdy, yc—'u(lA)//Ayda?dy,

dove ricordiamo che con p(A) abbiamo indicato 'area di A.

Esempio. Determiniamo il centro di massa (geometrico) del semicerchio
A= {(w,y) eR?:a? +y? <1, yZO}

Per ragioni di simmetria risulta z. = 0. Occorre quindi calcolare soltanto I’or-
dinata y.. L’area u(A) del semicerchio & 7r2/2 e quindi, usando le formule di
riduzione, si ottiene

2 VrE—a? T, 4r
Ye=—3 yd:cdy— dx ydy—— (r“—z*)de = —.
mr A _r _r 3T

Si osservi che 4r /37 ¢ un numero tra 0 ed r; anzi, ¢ addirittura minore di r/2.

Pit in generale, determiniamo il centro di massa del settore circolare di raggio r
e di angolo al centro 2«

S ={(z,y) e R?: 2® +¢* <r?,|y/z| < tanga}.

L’area di S & ar? e, per motivi di simmetria, risulta ovviamente y. = 0. Usando
il teorema di cambiamento di variabile e le coordinate polari, si ottiene

2/ /pcosepdpde_ e
ar

Osserviamo che facendo tendere « a 0 si ottiene x, — %r che ovviamente non &
il centro di massa di una sbarra omogenea.

Esercizio. Determinare il centro di massa (geometrico) del cerchio forato
A= {(x,y) ER?: 2% 442 < 16,(x—1)2+y221}.

Suggerimento. Usare la proprieta di additivita dell’integrale rispetto all’insieme
di integrazione.
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La massa m di una piastra A C R? (non necessariamente omogenea) di densita
(superficiale) §(z,y) ¢ data da

m = //A&(m,y) dxdy .

Talvolta il prodotto della densita (superficiale) 6(x,y) per l’elemento di area
do = dzdy si denota col simbolo dm, detto elemento di massa. Percio, si usa

anche scrivere
m = / / dm .
A

Esempio. Calcoliamo la massa di un disco di raggio r sapendo che la densita
superficiale € proporzionale alla distanza dal centro del disco. Si puo supporre che
il disco considerato sia I'insieme ove A = {(z,y) € R?: 22+ y? < r?}. La densita
superficiale risulta allora 6(z,y) = kv/2? + y? dove k & una costante positiva. Si

ha percio
m= // kv/x? + y? dzdy .
A

Data la simmetria circolare della funzione integranda \/x2 + y2? e del dominio
di integrazione A, & conveniente individuare i punti di A mediante le coordinate
polari ed esprimere la funzione integranda in tali coordinate. Dalla formula di
cambiamento di variabile per gli integrali doppi si ha

,
2

m = 27T/ kppdp = =mkr3
0 3

Se un sottoinsieme (limitato) A C R? rappresenta una piastra (non necessaria-
mente omogenea) di densita superficiale §(z, y), le coordinate del centro di massa
sono date da

1 1
mC://mé(az,y)dxdy, yc://y5($ay)d$dya
m JJa mJJA

dove m & la massa della piastra.

Sia A C R? una piastra (non necessariamente omogenea) di massa m. Fissato
un punto Py = (g, yo) € R?, il momento d’inerzia di A rispetto a Py (o, equiva-
lentemente, rispetto ad una retta passante per Py e perpendicolare al piano) & il
numero

I:/Ad(P,Po)zé(x,y)da:dy,
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dove d(P, Py) = \/(z — x0)2 + (y — yo)? denota la funzione distanza di un ge-
nerico punto P = (z,y) € A da Py = (z0,y0) e d(x,y) rappresenta la densita
(superficiale). Ricordando che il prodotto della densita (superficiale) §(z,y) per
I’elemento di area do = dxdy si indica anche con I’elemento di massa dm, si puo

I= //Ad(P,PO)2dm.

Se la piastra ¢ omogenea, la densita § € costante ed € data da § = m/u(A).

anche scrivere

Come esempio, calcoliamo il momento d’inerzia di un disco omogeneo di massa
m e raggio r rispetto al centro. Denotiamo con A il disco e poniamolo, per sem-
plicita, nel piano xy col centro nell’origine degli assi. Poiché il disco ¢ omogeneo,
la sua densita superficiale ¢ § = m/7r2. Occorre calcolare

I://(:c2+y2)5dxdy.
A

Data la simmetria circolare della funzione integranda z? + y? e del dominio di
integrazione A, e conveniente individuare i punti di A mediante le coordinate
polari ed esprimere la funzione integranda in tali coordinate. Dalla formula di
cambiamento di variabile per gli integrali doppi si ha

r 1 1
1 :// (x2+y2)5d$dy = 27'('5/ pgdp: 77'(7“45: 7m7‘2.
A 0 2 2

Teorema di Pappo-Guldino (per i solidi di rotazione). Sia A un insieme
misurabile e limitato contenuto in un semipiano delimitato da una retta «. 11
volume del solido che si ottiene ruotando A di un angolo 2w intorno alla retta
« & dato dal prodotto dell’area di A per la lunghezza della circonferenza percorsa
dal centro di massa di A.

Come applicazione del Teorema di Pappo calcoliamo il volume di una sfera di
raggio r. Tale sfera si puo ottenere (ad esempio) facendo fare un giro completo
intorno all’asse = al semicerchio A di raggio r di cui abbiamo appena determinato
il centro di massa. Poiché la distanza y. del centro di massa di A dall’asse delle
x ¢ 4r /3w, tale punto, nella rotazione, descrive una circonferenza di lunghezza
(27)(4r/37) = 8r/3. Dato che l'area di A & 7r2/2, il volume della sfera risulta
ar? 8r 4 3
= —7r°.

2 3 3
Esempio (importante). Nel capitolo degli integrali impropri, abbiamo

affermato che oo
/ e dg = ﬁ
0 2
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Mediante 1'uso degli integrali doppi e possibile provarlo. A questo scopo, sia r > 0
e consideriamo il rettangolo R = [0, r] x [0,7]. Denotiamo inoltre

Ay ={(z,y) eR? 12 + > <r? 2 >0,y >0}

Ag, ={@y) eR? 1 a® +y> <2072 >0,y >0}

Si ha ovviamente
A CRCAg,

da cui

// e (@ +y?) dx dy < // e~ (@) dx dy < // e~ (@) dx dy .
A, R A

V2r

Passando in coordinate polari, risulta

. o Jo

e, in maniera analoga,

// e~ @) dy dy = %(—efw2 +1).
Avar

D’altra parte, per il teorema di Fubini, si ha

//Re(x2+yz) drdy = </0Tex2 da:) (/Drey2 dy) = </0Tex2 da;>2

e, quindi,

r 2
// e~ @+ go dy < (/ e ? d:c) < // e~ @*+v?) 4o dy,
A, 0 Ay,

da cui, per il calcolo precedente,

1/%(—6*’"2 +1) < / e dr < %(—6*27“2 +1).
0

Passando al limite per r — 400 e ricordando il teorema dei carabinieri, si ottiene

T +o0o

) .2 .2 T
lim eV dxr = ezd$:£.
r—+oo Jq 0 2
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Integrali tripli

Una partizione di un parallelepipedo
Q = [a1,b1] x [az, bo] x [as,b3] C R?

¢ una terna P = (P, Py, P3) di partizioni degli intervalli [a1, b1], [az, ba] € [as, b3],
rispettivamente.

Date tre partizioni, P, = {xo,x1,...2n,} di [a1,01], Po = {yo,y1,-.-Yn,} di
[a2,b2) € Ps = {20, 21,...2n,} di [as,bs], il parallelepipedo @ viene suddiviso in
ninong sottoparallelepipedi

Qijr = [i—1, 2] X [yj—1,y5] ¥ [2p—1, 2]

di volume (Az); (Ay); (Az)r = (x5 — xi—1)(y; — yj—1)(2k — 2k—1). In ogni pa-
rallelepipedo @Q);;r scegliamo un punto (fijk,mjk,gjk). L’insieme S dei punti
(&ijk> Mijk, Ciji) si dice una scelta di punti nella partizione P = (P, P, P3) di Q.
Ogni parallelepipedo Qi della partizione con il punto (&;jk, 7ijk, Gijk) scelto si
dice un parallelepipedo puntato. La coppia a = (P, S), costituita dalla partizione
P = (P, P, P3) di Q e dalla scelta S, si dice una partizione puntata di Q. 11
parametro di finezza di @ = (P,.5), denotato con |a/, ¢ la massima ampiezza dei
lati di tutti i possibili parallelepipedi individuati dalla partizione P.

Sia ora f:Q — R una funzione definita in ). Ad ogni partizione puntata o =
(P, S) di Q possiamo associare il numero

S(a) = > Fjksmigrs Giin) (Az)i (Ay); (Az)g,,

(i,,k)EC
dove la terna di indici (4, j, k) varia nell’insieme

K={(i,j,k) eEN*:1<i<ny, 1<j<ny, 1<k<ng}.

Intuitivamente 'integrale triplo in @ della funzione f &, quando esiste, il valore
limite che si ottiene facendo tendere a zero i lati dei sottoparallelepipedi indi-
viduati delle possibili partizioni puntate di Q. Diremo infatti che il numero [ &
Iintegrale triplo di f in @ se, fissato un “errore” e > 0, esiste un § > 0 tale
che, comunque si assegni una partizione puntata a con parametro di finezza |a
minore di 0, la somma () sopra definita dista da [ meno di e. Se cio accade, si
scrive

lim ¥(«a) =1

|| —0
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e la funzione f si dice integrabile (in @) (secondo Cauchy-Riemann). Il numero [
si chiama “integrale (triplo)” di f in @ e si denota con uno dei seguenti simboli:

///Qf(x,y,z)dazdydz, //Qfdxdydz, /Qf(:z:,y,z)dxdydz,

E ovvio che il numero
l= ///f(:v,y,z) dr dydz
Q

non dipende dai simboli usati per indicare le variabili. Ad esempio al posto di
x, y e z sl possono usare le lettere u, v e w (il limite di ¥(a) per |a| — 0 non
cambia).

Un sottoinsieme di R3 si dice trascurabile (in R?) oppure di misura (tridimensio-
nale) nulla se per ogni € > 0 puo essere ricoperto con famiglia (al pilt) numerabile
di parallelepipedi di volume totale minore o uguale ad €. Si potrebbe dimostrare
che il grafico di una funzione continua (reale di due variabili reali) & un insieme
trascurabile di R3. Inoltre I'unione di un numero finito (o, addirittura, di un’in-
finita numerabile) di insiemi trascurabili & ancora un insieme trascurabile. In
particolare gli insiemi costituiti da un numero finito (o da un’infinita numerabile)
di punti sono trascurabili.

Analogamente a quanto si e visto per gli integrali doppi, una funzione f(z,y, 2)
€ integrabile in un parallelepipedo () se e solo se € limitata e I’insieme
dei suoi punti di discontinuita & trascurabile.

Dalla definizione segue facilmente che I'integrale, quando esiste, & unico (unicita
del limite). Inoltre, dalle note proprieta del limite si deduce che se f e g sono
due funzioni integrabili in un parallelepipedo ) ed « e 8 sono due numeri, allora
anche la funzione af + Bg € integrabile e si ha

///Q(Ozf—i-ﬁg)d:rdydz—a///@fdxdydz—i—ﬁ///cggdxdydz,

cioe l'integrale gode della proprieta di linearita. Pilu precisamente: 'integra-
le & un funzionale lineare sullo spazio vettoriale delle funzioni integrabili (nel
parallelepipedo Q).

Sempre dalla definizione di integrale si deduce che se f & integrabile in @ e
flx,y,2) >0,V (x,y,2) € Q, allora

// fdxdydz >0,
Q

e da cio segue (tenendo conto della linearita) la seguente proprieta dell’integrale
triplo:
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Proprieta di monotonia. Siano f,g due funzioni integrabili in un
parallelepipedo Q. Se f(x,y,2) < g(z,y,2), V(z,y,2) € Q, allora

//Qfdacdydzg ///dixdydz.

Il seguente risultato riconduce il calcolo di un integrale triplo a due successive
integrazioni: una semplice seguita da una doppia, o una doppia seguita da una
semplice.

Teorema di Fubini (per gli integrali tripli). Sia f una funzione reale delle
variabili (z,y,z) definita in un parallelepipedo Q = [a1,b1] X [az2,ba] X [as, b3].
Allora, “quando ha senso”, risulta

///Qf(:r,y,Z)dxdde://R( a:3f(:r,y,z) dz> dzdy,
///Qf(w,y,z)dxdydz = /ajg <//Rf(m,y,z) dwdy) dz

dove R denota il rettangolo [a1,b1] X [az, bs] nel piano xy.

La prima formula del Teorema di Fubini afferma che per calcolare l'integrale
triplo di f(z,y,2) in @ & possibile integrare prima in [as, b3] la funzione f(z,y, 2)
rispetto alla variabile z, ottenendo cosi una funzione
bs
g(@,y) = [ [f(z,y,2)dz,
a3

ed integrare poi g(x,y) nel rettangolo [ay, b1] X [ag, ba].

La seconda formula afferma che si ottiene lo stesso risultato facendo prima l'inte-
grale doppio in R = [a1, b1] X [ag, ba] della funzione f(z,y, z) rispetto alle variabili
x ed y, ottenendo cosi una funzione

h(z) = //R F(z,y,2) dady,

ed integrando poi h(z) nell’intervallo [as, bs].

Ovviamente, nel Teorema di Fubini in R? i ruoli delle variabili =, y e z possono
essere permutati.

Per I’affermazione “quando ha senso” valgono osservazioni analoghe a quelle fatte
in precedenza per gli integrali doppi.
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Dato un insieme A di R? e data f: A — R, la funzione f:R? — R definita da

; [ fz,y,2) se (z,y,2)€A
f($7y7z)_{0 se (gj’y’z)¢A
si chiama estensione standard di f (relativa ad A).

Sia f una funzione di tre variabili definita in un sottoinsieme limitato A di R3.
Consideriamo un (arbitrario) parallelepipedo @) contenente A. Diremo che f &
integrabile in A se & integrabile in () la sua estensione standard f . In tal caso
Pintegrale di f in A si definisce nel modo seguente:

///Af(x,y,z) dzdydz = ///Rf(m,y,z)dxdydz,

Dal fatto che f ¢ nulla fuori da A si puo dedurre che il secondo integrale non
dipende dal parallelepipedo ) contenente A. Pertanto, la definizione € ben posta.

Definizione. Un sottoinsieme limitato A di R? si dice misurabile (secondo Peano-
Jordan) quando ¢ integrabile in A la funzione f(z,y,z) = 1. In tal caso, la misura
(tridimensionale) di A, detta anche volume, € il numero

,ug(A):///Adxdydz.

Teorema (di additivita rispetto all’insieme di integrazione). Supponiamo che
una funzione f(x,y,z) sia integrabile sia in un insieme A che in un insieme B,
con ANB =10 (o, pit in generale, trascurabile). Allora f é integrabile in AU B

//AUBf(x’ y,z)dxdydz =

///Af(x,y,z)da:dydz—l—///Bf(x,y,z)dxdydz,

Diamo ora un’applicazione del Teorema di Fubini al calcolo di integrali tripli in
insiemi che hanno una forma particolare.

Sia A C R? un insieme del tipo

A={(z,y,2): (x,y) € C, 1(x,y) < z < @a(,y)} ,

dove 1, pa: C' — R sono due funzioni continue definite in un sottoinsieme chiuso
e limitato C di R?. Si dice che A ¢ semplice (o normale) rispetto all’asse delle
z, perché ogni retta parallela a tale asse lo interseca in un intervallo (di estremi

o1(z,y) e pa(z,y), per (z,y) € C).
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Supponiamo che f sia una funzione integrabile in A. Dal Teorema di Fubini
si ottiene la seguente importante formula di riduzione, detta anche formula
degli spaghetti (paralleli all’asse z), valida per gli insiemi che sono semplici
rispetto all’asse delle z:

f(z,y, z) dedydz = - flz,y,2)dz | dedy,
Il T o)

dove C' ¢ la proiezione ortogonale di A sul piano zy e @1, p2: C — R sono due
funzioni i cui grafici delimitano A.

Ovviamente si hanno altre due formule degli spaghetti: una con spaghetti paralleli
all’asse = e l'altra con spaghetti paralleli all’asse y. I dettagli sono lasciati allo

studente.
/ / / zdxdydz
A

A={(z,y,2) eR®: 22 + 4> <1, 0 < 2 < 2% + 49°}.

Esempio. Calcoliamo

ove

Usando la formula degli spaghetti si ottiene

2 4+4y? 2 4 2\2
///zdxdydz:// </ zdz) dxdy ://wdxdy,
A c\Jo c 2

ove C = {(x,y) € R? : 2% 4+ 4y? < 1}. L’ultimo integrale si calcola facilmente
facendo uso di coordinate ellittiche, cioé ponendo = = pcosf, y = % psend. Siha

cioe
492
// v’ + v) dxdy—Qﬂ' —fpdp—l
0 12

Esempio. Calcoliamo il volume V di una sfera di raggio r con la formula degli
spaghetti. Si ha

V Vri—a2—y?
/// )dmdy:/ V2 —x2 —y2dxdy,
C

ove C = {(z,y) € R? : 22 + y? < r2}. Passando alle coordinate polari si ottiene

" 2
//\/TQ—xz—y2d$dy :27T/ \/r2—p2pdp:§7rr3
C 0
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Dal Teorema di Fubini si deduce anche un’altra formula di riduzione per il calcolo
di un integrale triplo in un insieme limitato A: la formula delle fette. Anche
in questo caso, in realta, si avranno tre formule, a seconda che le fette siano
perpendicolari all’asse z, all’asse x o all’asse y.

[lustriamo ora la formula delle fette (perpendicolari all’asse z). Sia (z,y,z) —
f(x,y, z) una funzione integrabile in un insieme limitato A C R3. Fissato z € R,
denotiamo con

A, = {(z,y) ER*: (2,y,2) € A}

la “fetta” (eventualmente vuota) che si ottiene “tagliando” A con il piano per-
pendicolare all’asse z e passante per il punto (0,0, z). Sia [a, b] un intervallo con-
tenente la proiezione ortogonale di A sull’asse z. Allora vale la seguente formula
delle fette:

f(z,y, 2) dedydz = b fz,y,2)dady | dz .
A a A

Osservazione. Dalla formula delle fette si deduce che il volume puz(A) di un
solido A la cui proiezione ortogonale sull’asse z risulti contenuta in un intervallo
[a,b] si ottiene integrando tra a e b l'area us(A,) della generica fetta A,. Se
I'intervallo [a,b] & troppo grande, alcune fette A, sono vuote, e quindi, per tali
fette, risulta pa(A,) = 0 (pertanto, tanto vale scegliere a = inf{z : (z,y,2) € A}
e b=sup{z: (z,y,2) € A}). Risulta percio

_///Admdydz—/ab(//Azdxdy) dz_/abMQ(Az)dz.

Esempio. Calcoliamo il volume V di una sfera di raggio r con la formula delle

fette. Si ha v ., . 5
— = / pa(Ay)dz = / n(r? — 2% dz = Smrd,
2 0 0 3

dove A, ¢ la fetta alla quota z, ossia A, = {(x,y) € R?: 2% + ¢y < r? — 22},

Esempio. Calcoliamo il volume del “cono col gelato”
A={(z,y,2) eR®: 22 4y +22 - 2 <0, 22 > 22 +4°}.

Usando la formula delle fette si ha

1 1 1
V= / pa(A,) dz —I—/ p2(A,) dz :/27rz2dz ~I—ﬁ m(z — 2%) dz,
0 2
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ove
A, = {(z,y) € R*: 2 +y* < 2%}

A, ={(z,y) e R : 22 + 92 < 2z — 2°}.

Con la formula degli spaghetti si avrebbe

Ve L e

2 +y

// ,_$2_y —\/mz—l—y)dzdy,

ove C' = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1/4}. In questo caso, la conclusione si ottiene
usando coordinate polari.

Esercizio. Calcolare il volume di un cono circolare retto di altezza h e raggio di
base 7.

Suggerimento: Sia

2

A={(z,y,2) €ER3:2? +¢* < —h)?,0 <z <h}.

h2(

Usando la formula di integrazione per fette e denotato con A, 'insieme

2
A, ={(z,y) eR*: 2? + <h2( —h)?*},

si ottiene
h ho 2 -
V= /0 wa(A,)dz = /0 Trﬁ(z —h)?dz = §r2h.

Allo stesso risultato si perviene ovviamente anche usando la formula degli
spaghetti. Si invita lo studente a verificarlo.

Esempio. Sia f:[a,b] — R una funzione continua e non negativa. Vogliamo
calcolare il volume V' del solido ottenuto dalla rotazione intorno all’asse z dell’in-
sieme {(y,2) € R?:a < 2 < b,y = f(2)}. Usando la formula di riduzione per

fette, si ha
b b
V= [y ds=x [ 1)z

dove A, = {(z,y) € R?: 22 + y% < f2(2)}.
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Ad esempio, il volume del paraboloide ottenuto facendo ruotare il grafico di

f(z) =z [0,1]

! 7r
vV —7r/ zdz = 7[2?2/2h = =
0 2
In maniera analoga, facendo ruotare y = z intorno all’asse z si ottiene il volume
del cono circolare retto di altezza 1

™

1
V:W/ZQdZ =7n[23/3)§ = =.
) 3

Teorema (di cambiamento di variabile per gli integrali tripli). Sia ¢(u,v,w) =
(o1 (u, v, w), pa(u, v, w), p3(u,v,w)) un’applicazione continua da un insieme chiu-
so e limitato D C R3 in R3. Supponiamo che le frontiere di D e di ¢(D) siano
trascurabili e che @ sia C' e iniettiva nell’interno di D. Allora, data una funzione
di tre variabili f continua su p(D), risulta

//L(D) f(z,y,2)dvdydz =

///D flo1(u,v,w), p2(u,v,w), e3(u, v,w)) |det Jp(u, v,w)| dudvdw.

Esempio. Come esempio calcoliamo il volume V di una sfera di raggio r usando
coordinate sferiche. Poniamo A = {(z,y, z) € R3 : 22 +y%+22 < r?} e osserviamo
che i punti di A sono immagine tramite I’applicazione ¢ che definisce le coordinate
sferiche, dei punti del parallelepipedo chiuso e limitato D = {(p,0, ) € R3: 0 <
p<r,0<0<2m,0<¢ <7} Lapplicazione ¢ ¢ continua in D e di classe ct
e iniettiva nell’interno di D (non ¢é iniettiva su dD). Applicando il teorema di
cambiamento di variabile si ottiene

V:/// dxdydz:///p2|senga|dpd9d<p:
A D
T 2T opr
/ / / p’sen@dpdd dp =
0 JO 0

2
37 r3/0 sen pdp = 3™ 3[— cos p|f = 3T

Le definizioni di massa, di centro di massa fisico di un solido (non necessariamente
omogeneo) sono analoghe a quelle date per una piastra piana.
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Esempio. Determiniamo la massa e il centro di massa di una semisfera di raggio
r sapendo che la densita e proporzionale alla distanza dal centro. In un sistema
di assi cartesiani, il solido considerato puo essere descritto nel modo seguente:

A={(z,y,2) eR®: 2 + 2 + 22 <r? 2 >0}

e la densita di volume ¢ data da d(x,y, z) = kv/22 + y? + 22 dove k & una costante
positiva. Si ha percio (introducendo coordinate sferiche e facendo uso del teorema
di cambiamento di variabile)

m:/// 5(z,y, 2)dx dy dz :k/// Va2 +y?+22dedydz
A A

r /2 1
= 27rk:/ / p2sen @ dpdp = = knrt.
0 Jo 2

Per quanto riguarda il centro di massa, per motivi di simmetria risulta,
ovviamente, . = y. = 0. Basta dunque calcolare

Ze = 1/// z20(x,y, z)dzdy dz .
m A

In coordinate sferiche si ottiene

1 r /2 A 92
Ze = 27rk/ / pcospsenpdpdp = —r.
m 0 0 5
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Curve e integrali curvilinei

Una curva parametrica in R & una funzione continua +(t) da un intervallo I C R
in R*. Si avra percio v(t) = (v1(t),...,(t)), dove le funzioni v;: I — R, dette
le componenti di v, sono ovviamente funzioni continue per ogni i = 1,...,k. Se
I & un intervallo chiuso e limitato [a,b], i punti y(a) e v(b) si dicono, rispettiva-
mente, primo e secondo estremo della curva. Se y(a) = y(b) (ossia, se gli estremi
coincidono) la curva si dice chiusa. La variabile ¢ di y(¢) si chiama il parametro
della curva. Ovviamente, al posto di ¢ si puo usare una qualunque altra lettera
(le pit usate sono T, s, 6, ¢, mentre, di solito, si preferisce non denotare con x il
parametro della curva).

Le equazioni
z1 =m(t),

T = Yk(t)
si chiamano equazioni parametriche della curva y(t). Se k = 2 la curva si dice
piana e le componenti talvolta vengono denotate x(t) e y(¢). Una curva parame-
trica v in R? (o in R3) rappresenta dal punto di vista cinematico il moto di un
punto nel piano (o nello spazio) e il parametro ¢ rappresenta il tempo (si chiama
anche curva oraria del moto).

L’immagine di una curva parametrica, cioé I'insieme 7(I) ¢ detto il sostegno della
curva. Ad esempio, la curva y(t) = (rcost,rsent), t € [0, 7], ha come sostegno
la semicirconferenza di centro 1’origine e raggio r, con primo estremo ~(0) = (r,0)
e secondo estremo y(m) = (—r,0).

E importante non confondere la curva parametrica con il suo sostegno. Tornando
all’esempio della cinematica, la curva oraria  rappresenta non solo la traiettoria
(che ¢ il sostegno di ) percorsa dal punto y(t), ma l'intera legge di percorrenza:
uno stesso sottoinsieme di R? (o di R?) puo essere sostegno di differenti curve
parametriche; puo essere infatti percorso in pitt modi e con velocita diverse. Il
seguente esempio illustra quanto detto:

Esempio. Le tre curve
v(t) = (cost,sent), t € [0,27] ,

3(t) = (cost,sent), t € [0, 47]

7(t) = (cos2t,sen2t), t € [0, ]
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hanno tutte come sostegno la circonferenza di centro l'origine e raggio 1. Tale
circonferenza pero ¢ percorsa, rispettivamente, una volta, due volte e una volta
ma con velocita doppia.

Una curva parametrica 7: [a,b] — R¥ si dice semplice se comunque si prendano
due punti ¢; ,t2 € [a,b] di cui almeno uno appartenente ad (a,b) si ha y(t1) #
v(t2). Osserviamo che se y(a) # v(b) la definizione equivale all’iniettivita di
in [a, b]. Nella precedente definizione rientrano pero anche le curve chiuse. In tal
caso, essendo y(a) = 7(b), la funzione v non potra ovviamente essere iniettiva
nell’intervallo chiuso [a, b].

Osservazione. Il sostegno di una curva parametrica piana, semplice e chiusa &
detto curva di Jordan. Un esempio di curva di Jordan & dato da una circonferenza,
o anche dalla frontiera di un triangolo o, piu in generale di un poligono. Un
famoso risultato di topologia, intuitivo nell’enunciato ma la cui dimostrazione
non ¢ semplice, afferma che ogni curva di Jordan divide il piano in due insiemi
aperti di cui uno é limitato (insieme dei punti racchiusi dalla curva) e laltro é
non limitato.

Esempio.

1. La curva ~:[0,27] — R?, y(t) = (acost,bsent),a > 0,b > 0, & semplice e
chiusa e il suo sostegno e l'ellisse i—; + z—j = 1. In particolare, se a = b, il

sostegno ¢ la circonferenza di centro l'origine e raggio a.

2. La curva v:R — R2, y(t) = (acosht,bsenht),a > 0,b > 0, & semplice e il

2
y
> = 1.

suo sostegno e il ramo per x > a dell’iperbole 2—; -

3. Sia g: I — R una funzione continua. La curva parametrica v:1 — R?
definita da v(t) = (¢, g(t)) € semplice e piana e il suo sostegno coincide con
il grafico di g.

4. Le equazioni z(t) = zo + pt, y(t) = yo + qt, z(t) = 20 + rt, t € R, sono
le equazioni parametriche di una retta nello spazio passante per il punto
(.TO, Yo, Z()) .

5. La curva 7:R — R3, (t) = (rcost,rsent,kt),r,k € R, & semplice, non
e chiusa e il suo sostegno & un’elica che si appoggia al cilindro {(z,y,z2) €
R3 : 22 + % = r2}. L’innalzamento, dopo un periodo 27, della quota z di
un punto che percorre ’elica & detto passo dell’elica e vale 27k.
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10% settimana - dal 15.5.18

Una curva semplice v induce una orientazione del suo sostegno, cioe un ver-
so di percorrenza di esso al crescere del parametro t. Diremo che il punto
~v(t1) precede (t3) sul sostegno di 7, se t; < ta. Ad esempio, la circonfe-
renza che & sostegno della parametrizzazione y(t) = (cost,sent), t € [0,27],
€ percorsa in senso antiorario. Se consideriamo invece la parametrizzazione
(t) = (cos(—t),sen(—t)), t € [—2m, 0], lo stesso sostegno e percorso in senso
orario.

Data una curva parametrica -, la sua derivatae in un punto tg €, quando esiste, il
limite per t — £y del rapporto incrementale

y(t) = ~(to)
t—ty

Ovviamente, tale rapporto ha senso perché ¢ il prodotto del vettore y(t) — v(¢o)
per lo scalare 1/(t — tg). E facile verificare che v & derivabile in t se e solo se
sono derivabili in ty le sue funzioni componenti. In tal caso la derivata di v puo
essere eseguita componente per componente. La derivata di v in ¢y si denota
col simbolo 7/(tp). Diremo inoltre che v ¢ di classe C™ se sono C" tutte le sue
funzioni componenti.

Quando v & la curva oraria del moto, il vettore +/(¢) rappresenta la velocita
istantanea, mentre la sua norma [|/(¢)|| & la velocita scalare.

Una curva v:[a,b] — R¥ si dice C! a tratti se & continua in [a,b] (questo & gia
implicito nella definizione di curva) e se & possibile dividere [a,b] in un numero
finito di intervalli chiusi J; = [t;—1,t; ], a =tg < t; < ... < t, = b, in ognuno dei
quali v & C1.

Esempio. La curva piana

’Y(t) = (t, ’t’)a te [_17 1]

& C1 a tratti ma non CL.

Sia v: [a,b] — A una curva parametrica con sostegno in un aperto A di RF e sia
f: A — R una funzione continua definita su A. Vogliamo introdurre la nozione
di integrale curvilineo (non orientato) di f lungo la curva ~.

Fissiamo una partizione puntata « di [a,b] costituita da una partizione
{to,t1,...,tn} di [a,b] e da una scelta {01,0s,...,0,} di punti tali che 6; € I; =
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[ti—1,t;]. Alla partizione puntata « possiamo associare il numero
n
Y(a) = Z FOO@)Ilyv(t:) =~
i=1

dove ||y(t;) —v(t;—1)|| denota la lunghezza del segmento che ha per estremi i due
punti y(t;—1) e y(t;) sul sostegno della curva ~.

In questo modo risulta definita, nell’insieme P delle partizioni puntate di [a, b],
una funzione reale ¥ che ad ogni o € P associa la somma ().

L’integrale curvilineo (non orientato) lungo « di f in ds &, quando esiste, il valore
[ a cui tende X(a) quando il parametro di finezza || della partizione o tende a
zero. Pill precisamente scriveremo che

lim Y(a)=1€R

|a|—=0

se fissato € > 0 esiste § > 0 tale che da |a| < § segue |X(a) — ] < e.

Denoteremo tale limite col simbolo

/Wf(P)ds o, anche, /7de.

Il termine ds viene detto elemento di lunghezza d’arco.

Dalle proprieta dei limiti discende facilmente che se A1 e Ay sono due costanti e
f1, fa: A — R due funzioni continue, allora

/(Alfl(P)-f-/\gfg(P)) dS:Al/fl(P)d8+)\2/f2(P)dS.
Y ol ol

Dalla proprieta del confronto dei limiti discende la monotonia:

se f1(P) < fo(P) per ogni P sul sostegno di vy, allora
/fl(P) ds < /fQ(P) ds.
gl gl

Un’altra proprieta importante e I’additivita.

Siano 7;: [a,b] — A e y2: [b, ] = A due curve parametriche tali che v1(b) = v2(b).
La curva v: [a, c] — A definita da

_ (t) setéela,b]
() —{ fvyl(t) set e [bd
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e detta unione di 1 e 2 e denotata y; U~s. Notiamo che se 71 e 2 sono regolari,
in generale 1 U ~s & solo regolare a tratti. Data f: A — R continua, si ha

[ sevas= [ gerass [ sy
Y1Uy2 Y1

2

Con riferimento alla definizione di integrale curvilineo non orientato, si osservi
che quando f(P) = 1, la somma ¥(«) associata ad una partizione puntata « non
e altro che la lunghezza della poligonale inscritta al sostegno di 7y con vertici y(tp),
v(t1), ..., v(tn). Pertanto, se esiste il limite per |a] — 0 delle lunghezze delle
poligonali associate alle partizioni « di [a, b], tale limite puo essere assunto come
definizione della lunghezza di 7. Ovviamente, in questo caso, essendo f(P) = 1,
¢ superfluo che le partizioni di [a, b] siano puntate.

Definizione. Una curva parametrica v si dice rettificabile se esiste l'integrale
lungo v della funzione f(P) =1 in ds. In tal caso, si definisce lunghezza di 7 il

numero
L(y) = / ds.
g

Non tutte le curve parametriche (continue) sono rettificabili. Per avere un’idea
di cio, si fa presente che nel 1890 l’illustre matematico torinese Giuseppe Peano
(1858-1932) forni uno esempio di curva parametrica (continua) il cui sostegno &
un intero quadrato (pieno!): una tale curva non ¢ certo rettificabile. Nel 1935,
tuttavia, A.B. Brown mostro che un tale fenomeno non puo verificarsi se la curva
¢ di classe C', perché il suo sostegno risulta privo di punti interni (sono appunto
le curve di classe C, le curve che pii1 aderiscono alla nostra concezione intuitiva
di curva). Come vedremo nel teorema che segue, le curve di classe C! (o di classe
C! a tratti) sono rettificabili.

Il seguente importante risultato riconduce il calcolo di un integrale curvilineo
(non orientato) a quello di un integrale definito.

Teorema (di riduzione agli integrali semplici per gli integrali curvilinei non
orientati). Se f: A CR* — R ¢ continua e v:[a,b] — A ¢ C a tratti, allora

b
/ f(P)ds = / F((0)) 1 ()] de

In particolare, v ¢é rettificabile e si ha

b
Liy) = / MOILE
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Esempio. Calcoliamo la lunghezza della curva +,(t) = (rcost,rsent), t €
[0, 27], il cui sostegno & ovviamente la circonferenza di centro 'origine e raggio .

Si ha

2 2m
L(v) = / v ()] dt = Vr2sen2t + r2cos?t dt = 2mr.
0 0

Calcoliamo invece la lunghezza della curva 7,.(t) = (rcost,rsent), t € [0,4n],
il cui sostegno e ancora la circonferenza di centro 'origine e raggio r, ma tale
sostegno & percorso due volte. Si ha

4
LG,) = /0 IFL(0))l dt = dar-

In generale percio, calcolare la lunghezza di una curva non significa calcolare la
lunghezza del suo sostegno. Infatti, ad esempio, quando v & la curva oraria del
moto, il numero L(+y) rappresenta proprio la lunghezza della traiettoria percorsa
(ricordare che ||7/(¢)|| & la velocita scalare).

Esempio. Consideriamo I’arco di parabola g(t) = t2, t € [0,1], e sia y(t) =
(t, %), t € [0,1], la curva il cui sostegno coincide con il grafico di g. Calcoliamo
J,zds. Siha

1 1
/xds:/t\/1+4t2dt:1[(1+4t2)3/2} :i(5\/5—1).
7 0 12 0o 12

Esempio. Calcoliamo la lunghezza dell’arco di elica cilindrica ~(¢) =
(rcost,rsent, kt), t € [0,27]. Si ha

27 27
L(y) = / 17 ()] dt = Vr2sen2t +r2cos?t + k2 dt = 2m\/r? + k2.
0 0

Se invece vogliamo calcolare 'integrale curvilineo della funzione f(z,y,z) = z
lungo lelica v si avra

2
/zdS:/ kt \/r2sen2t + r2 cos? t + k2 dt =
¥ 0

27
= k72 + k:2/ tdt = 2m2k/r2 + k2.
0

Una curva « si dice regolare se ¢ C' in I e se ||7/(t)|| # 0 per ogni valore ¢ del
parametro interno ad I. In altre parole, v & regolare se & C! e le derivate delle
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sue funzioni componenti non si annullano mai simultaneamente nei punti interni
di 1. In tali punti risulta ben definito il versore

detto versore tangente.

Osservazione. Quando ~ rappresenta la curva oraria del moto di un punto
materiale nel piano o nello spazio e il moto ¢ C!, dire che & regolare significa
affermare che il punto 7(¢) non si ferma mai.

Esempio. Sia g:[a,b] — R una funzione di classe C'. La curva v(t) =
(t,g(t)), t € [a,b], il cui sostegno ¢ il grafico di g, € ovviamente una curva regolare
essendo v/(t) = (1,4'(t)) # (0,0) per ogni ¢ € [a,b]. Inoltre la lunghezza di v &

b
L(v) = / V14 g'2(t)dt.

Una curva v:[a,b] — R si dice regolare a tratti (o generalmente regolare) se &
continua in [a, b] (questo & gia implicito nella definizione di curva) e se & possibile
dividere [a, b] in un numero finito di intervalli chiusi J; = [t;—1,t; |, a =to < t1 <
... <ty =>b, in ognuno dei quali vy e regolare.

Esempio. La curva piana
v(t) = (3,13, t € [-1,1]

¢ regolare a tratti ma non regolare.

Definizione. Un’applicazione o: [, 8] — [a, b] tra due intervalli chiusi e limitati
si dice un cambiamento di parametro se ¢ di classe C', suriettiva, con derivata
sempre diversa da zero. Un cambiamento di parametro t = o(7) & detto concorde
se o/(1) > 0 e discorde in caso contrario.

Osserviamo che se t = o(7) & un cambiamento di parametro, allora o & invertibile
e anche 7 = o~ !(t) & un cambiamento di parametro.

Definizione. Due curve parametriche v e ¢ si dicono equivalenti se una si ottiene
dall’altra (mediante la composizione) con un cambiamento di parametro. In altre
parole, v: [a,b] — R¥ e d: [a, 8] — R* sono equivalenti se esiste un cambiamento di
parametro o: [a, 8] — [a, b] tale che 6(7) = v(o (7)) per ogni T € [, 5]. Due curve
parametriche equivalenti si dicono concordi o discordi a seconda che sia concorde
o discorde il cambiamento di parametro che fa passare dall’'una all’altra.
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Osservazione. Se t € [a,b] — 7(t) € una curva parametrica, la curva 7 €
[-b, —a] — ~v(—7) & equivalente a v e discorde con essa. In questo caso si ha
o(7) = —7. Per motivi evidenti, di solito la curva o ¢ viene denotata con —.

Osservazione. Ovviamente curve equivalenti hanno lo stesso sostegno. Vice-
versa, non ¢ vero in generale che curve con lo stesso sostegno siano equivalenti.
Ad esempio le due curve (t) = (cost,sent), t € [0,27] e 6(t) = (cost,sent), t €
[0, 47] hanno lo stesso sostegno (come gia osservato in precedenza) ma non sono
equivalenti in quanto la prima e semplice mentre la seconda no.

Rafforzando le ipotesi, si puo pero dimostrare il seguente risultato:

Teorema. Se due curve semplici e regolari hanno lo stesso sostegno, allora sono
equivalents.

Teorema (di indipendenza per gli integrali curvilinei non orientati). Sia f: A C
R*F — R un’applicazione continua e siano v e 6 due curve parametriche regolari
(0, regolari a tratti), con sostegno in A ed equivalenti. Allora

[ﬂmwzﬁUWS

indipendentemente dal fatto che v e § siano concordi o discordi. In particolare,
le due curve v e & hanno la stessa lunghezza.

Dimostrazione. Siao: [, 8] — [a,b] un cambiamento di parametro tale che §(7) =
~v(o (7)) per ogni T € [a, B]. Si ha

/ “—/f ||5’ldf—/f ) IV (@) e’ (7)] dr

Se 7y e § sono concordi, si ha o’(7) > 0 e quindi |o/(7)| = o/(7) e 0(a) = a,0(B) =
b. Di conseguenza, operando nell’ultimo integrale la sostituzione t = o(7), si
ottiene

/f DI (o)l (- m—/f DI (8] dt = /f

Se invece 7y e ¢ sono discordi, si ha ¢/(7) < 0 e quindi |0/(7)| = —0'(7) ,0(a) =
b,o(8) = a, da cui

[ et e o= - [Taw o= [re)

Percio, si ha in ogni caso [ f(P)ds = [;f(P)ds. O
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I due teoremi precedenti giustificano I'uso di espressioni come “lunghezza di una
circonferenza”, “lunghezza di un filo”, “integrale curvilineo sulla frontiera di un
quadrato”, ecc. Si intende cioe riferirsi a sottoinsiemi di R? o di R? che siano
sostegno di curve semplici e regolari (o regolari a tratti).

Esempio. Calcoliamo fvy ds dove v & una curva (semplice e regolare) il cui
sostegno & S = {(x,y) : 22 +y* — 2 = 0,2 > 0,y > 0} di estremi P, = (0,0) e
P, = (1,0). Delle equazioni parametriche per S sono

(1) = (2(8), y (1)) = (% + %Cost,%sent}, 0<t<n

Osserviamo che queste equazioni parametriche inducono sul sostegno S il verso
di percorrenza da P, a Pj. Per il teorema precedente il risultato e indipendente
dal verso di percorrenza del sostegno di v. Si ha

1 1 1 1
[yy dSZ/O 2sent\/4sen2t+40032tdt:2.

Esempio. Calcoliamo f7 2% ds dove v & una curva semplice il cui sostegno &

il triangolo di vertici A = (—1,1), B = (1,1), C = (0,0) percorso in senso
antiorario. Per ’additivita dell’integrale si ha

3
/aszs:Z/ z? ds,
0 i=1 Y7

dove y; ha come sostegno il segmento AB, 72 ha come sostegno il segmento AC
e 73 ha come sostegno il segmento BC. Una parametrizzazione di AB ¢, ad
esempio, 1 (t) = (¢,1) con —1 <t <1 e quindi, essendo ||} (¢)|| = 1 per ogni ¢,

1 2
/m2ds:/ 2 dt = =.
Y1 -1 3

In maniera analoga, definiamo y2(t) = (¢,—t) con —1 <t <0 e y3(t) = (¢,t) con
0 <t <1 Siha[4%(®)] = l4(t)] = v2 per ogni ¢, da cui

0
2
/l‘QdS:/ 752\@(115:£
Y2 1 3

1
/.Z‘QdS—/ tzﬂdtzﬁ.
73 0 3
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Di conseguenza,

/ﬁds:m.
~ 3

Come gia osservato, il risultato non dipende dall’orientazione di v;, ¢ = 1,2, 3.

Esempio: L’ascissa curvilinea. (Facoltativo) Data una curva regolare
7: [a, b] — R¥, definiamo

s=s(t)= [ I¥©)]do

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, la funzione s(t) & di classe C*
in [a,b] e s'(t) = |7/ (t)]] # 0. Percid essa & un cambiamento di parametro tra
gli intervalli [a,b] e s([a,b]) = [0, L(y)]. Di conseguenza, risulta ben definito il
cambiamento di parametro inverso t = ¢(s) e la curva d(s) = v(¢(s)) & equivalente
a 7. Si ha, ricordando la regola di derivazione della funzione inversa,

1 , 1
=V D e

da cui

156 = I DN oy =

11 valore s misura la lunghezza dell’arco di curva tra y(a) e y(t) ed & detto ascissa
curvilinea. In particolare, data f: A C RF — R, usando come parametro 1’ascissa

curvilinea, si ha
[ fPras
o 0

Un integrale curvilineo non orientato puo avere vari significati fisici o geometrici.
Ad esempio:

L(v)
f(é(s))ds.

e la massa di un filo (quando f(P)ds ¢ '’elemento di massa dm, ossia quando
la funzione (di due o di tre variabili) f rappresenta la densita lineare di
massa);

e la carica elettrica su un filo (quando f ¢ una densita di carica);

e il momento d’inerzia di un filo rispetto ad una retta (se f rappresenta il
quadrato della distanza dalla retta per la densita di massa o, equivalente-
mente, quando f(P)ds ¢ il prodotto del quadrato della distanza dalla retta
per 'elemento di massa dm);
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Data una curva parametrica v in R2, il centro di massa geometrico del sostegno
di v & il punto (z,y.) dato da

1 / 1
Te=—— [ xds e yc—/yds.
L(v) Jy L(v) Jy

Il centro di massa fisico di un filo (non necessariamente omogeneo) che sia il
sostegno di una curva 7 in R? & quel punto le cui coordinate (z.,y.) si ottengo-
no facendo la media ponderata delle funzioni coordinate omologhe mediante la
densita lineare di massa d(x,y). Ad esempio, la prima coordinata ¢ data da

1 1
xc:/az5(1:,y) ds:/xdm,
M Jy mJy

dove dm = §(z,y) dz dy si chiama elemento di massa e

m—/yé(x,y) ds—Ldm

¢ la massa del filo.

Esempio. Determinare la massa di un filo che ha la forma di una semicircon-
ferenza di raggio 1 sapendo che la densita di massa ¢ §(P) = d?(P, M) ove M ¢
il punto di mezzo del filo e d(P, M) denota la distanza del generico punto P del
filo da M. Nel piano xy si pud pensare che il filo sia il sostegno di 7: [0, 7] — R?
data da y(t) = (x(t),y(t)) = (cost,sent). Percid d(z,y) = 2> + (y — 1)% e
M =~(m/2) = (0,1).

Si ha

m:// dmzLé(x,y) ds:A(x2+(y—1)2)ds:

—/ (cos2t+(sent—1)2)\/(—sent)2+cos2tdt—2/ (1—sent)dt = 2(r—2).
0 0

Esercizio. Determinare il centro di massa fisico del filo dell’esempio precedente.
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I numeri complessi (C)

Introduzione ai numeri complessi. L’unita immaginaria. Somma e prodotto di
numeri complessi. Dato un numero complesso z = a + ¢b, i numeri reali a e b
si dicono rispettivamente parte reale e parte immaginaria di z; il numero reale
Va? +b% & detto modulo di z e si indica |z|, mentre il coniugato di z = a + ib &
il numero complesso a — ib e si denota Z.

Esistenza delle operazioni inverse della somma e del prodotto.
Osservazione. [l prodotto di un numero complesso per il suo coniugato ¢ uguale

al quadrato del modulo. Infatti, se z = a + b si ha

2z = (a+ib)(a—ib) = a® + > =|2|*.

Esercizio. Provare che coniugato di un prodotto [di una somma] & il prodotto
[la somma] dei coniugati.

Osservazione. Metodo pratico per eseguire il quoziente di due numeri complessi:
si moltiplica numeratore e denominatore per il coniugato del denominatore. Ad
esempio

a+ib  (a+ib)(c—id) (a+ib)(c—id) ac+bd . bc—ad

c+id  (c+id)(c—id) 2+ d? “erE T ara

In particolare, il reciproco di un numero complesso z # 0 & dato da

1z
PEEE
Infatti, se z = a + b, si ha
1 a—1b a—1b

a+ib  (a+ib)(a—ib) a2+

I numeri complessi sono in corrrispondenza biunivoca con i punti del piano car-
tesiano. E naturale perciod rappresentarli in un piano, detto piano complesso (o
anche piano di Argand-Gauss).

Forma trigonometrica di un numero complesso. Argomenti di un numero
complesso.

Teorema. Siano p(cosf + isenf) e r(cosp + iseny) due numeri complessi in
forma trigonometrica. Se

p(cosf +isenf) = r(cos p + isen p),
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allora p =r ed esiste k € Z tale che  — o = 2km.

Tra tutti gli argomenti di un numero complesso, il piu piccolo in valore assoluto
(con la preferenza di 7 rispetto a —7) viene detto argomento principale. In altre
parole, ’argomento principale di un numero complesso ¢ 'unico, tra gli infiniti
argomenti, che appartiene all’intervallo (—m, .

Teorema. Il prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica é un
numero complesso che ha per modulo il prodotto dei moduli e per argomento la
somma degli argomenti.

Esercizio. Dedurre dal teorema precedente che il modulo del rapporto di due
numeri complessi € il rapporto dei moduli e 'argomento & la differenza degli
argomenti.

Suggerimento. Ricordarsi del significato di quoziente (come operazione inversa
del prodotto).

Sia cos § 4 i sen # un numero complesso di modulo 1 in forma trigonometrica. La
potenza n-esima di tale numero ¢ data dalla seguente relazione, detta formula di
De Moivre,

(cosf +isenf)™ = cosnf + isennf .

Di conseguenza, la potenza n-esima del numero p(cosf + isenf) e data da

(p(cos @ +isenf))"” = p"(cosnb + isennd) .

Versione del giorno 5/06/18 104



Analisi Matematica — c.l. Ing. Meccanica e Gestionale E-N — a.a. 2017/18 — M.P.Pera

11% settimana - dal 22.5.18

Definizione. Dato un numero complesso w e dato un numero naturale n > 1,
le soluzioni dell’equazione z"™ = w si chiamano radici n-esime di w. Nel caso
particolare w = 1, le soluzioni dell’equazione z™ = 1 sono dette radici n-esime
dell’unita.

Per il calcolo delle radici n-esime di un numero complesso si ha il seguente

Teorema. Sia data l’equazione z™ = w. Allora

i) sew =0, si ha z=0;

it) se w # 0, lequazione ha esattamente le sequenti n soluzioni complesse
distinte

2k 2k
2z = V/|wl ((:osu +isenu) k=0,1,....,n—1,
n n
dove @ e l’argomento principale di w.

Dimostrazione. Posto w = r(cos¢ + isen ), si tratta di trovare i numeri z =
p(cos@ +isend)) tali che

(p(cos @ +isenf))"” = p"(cosnb + isennb) = r(cos p + isen ).

Per il teorema sull’'uguaglianza di due numeri complessi in forma trigonometrica,
si ha che i due numeri precedenti sono uguali se e solo se hanno lo stesso modulo
e se 1 loro argomenti differiscono per un multiplo di 2. Si ottiene percid p = ¥/r
enf = ¢+ 2km, k € Z. La conclusione segue immediatamente osservando che
si ottengono n valori di 6 distinti e appartenenti all’intervallo [0, 27) se e solo se
k=0,1,...,n—1.0

E facile verificare che, nel piano complesso, le radici n-esime (n > 2) di un
numero complesso w sono i vertici di un poligono regolare di n lati iscritto in una
circonferenza centrata nell’origine e di raggio {/|w].

Esempio. Risolviamo I’equazione 22 = 1 o, in maniera equivalente, determi-

niamo le radici cubiche dell’'unita. Scrivendo 1 in forma trigonometrica si ha
cos0 + isen 0, da cui, per il teorema precedente, si ottengono le tre soluzioni

0+ 2km . 0+ 2kn
_|_

— —, k=0,1,2
3 tsen 3 ) [t R

2l = COS

e, cioe,
zg =cos0+12sen0 =1,
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z *coso+2ﬂ+isen0+2ﬁf—1+i£
- 3 2727

O0+4r . O0+4rm IEVE]
Z9 = COS + 72sen 3 :—5—17.

Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni:

z4:z'; 2 =1+1.

Monomi in campo complesso. Polinomi in campo complesso.

Come in campo reale, una radice di un polinomio complesso P(z) ¢ (per defini-
zione) una soluzione dell’equazione P(z) = 0 (cioé un numero complesso z; che
verifica la condizione P(z1) = 0). Si dice che una radice z; di P(z) ¢ semplice
(o di molteplicita 1) se si puo scrivere P(z) = (z — z1)Q(z), con Q(z1) # 0;
ossia se z; ¢ radice di P(z) ma non lo & per il quoziente Q(z) della divisione
di P(z) per z — z1. Si dice che z; € una radice doppia (o di molteplicita 2) se
P(z) = (z — 21)?Q(2) e Q(21) # 0. In modo analogo si definisce il concetto di
radice tripla e, piu in generale, di molteplicita k.

Teorema Fondamentale dell’Algebra. In campo complesso ogni polinomio
non costante (cioé, di grado non nullo) ammette almeno una radice.

Dal Teorema Fondamentale dell’Algebra si deduce immediatamente il seguente
risultato.

Corollario. Un polinomio di grado n ammette (in campo complesso) esattamente
n radici, contate con la loro molteplicita.

Osservazione. Le radici n-esime di un numero complesso w non sono altro che
le radici del polinomio P(z) = z™ — w (e, come abbiamo visto, sono esattamente
n e tutte semplici).

Notazione esponenziale dei numeri complessi: si pone

610

=cosf +isenf, 6 cR.

Si ha: e1ei2 = ¢/(01402) Inoltre e?™ =1, k € Z, e |¢?| = 1.

Piu in generale, per ogni numero complesso z = a + b poniamo
et = ¢%(cosb + isenb).

Pertanto, e+ & un numero complesso di modulo e® e argomento b. La funzione,

detta esponenziale complessa, che a z = a + ib associa e* = e%(cosb + isenb)
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¢ un esempio di funzione complessa di variabile complessa, ossia di una fun-
zione con dominio e codominio in C. Dalla definizione precedente si ottiene
immediatamente

a—ib _ ea(

e cosb —isenb),

da cui sommando e, rispettivamente, sottraendo membro a membro si ricavano
le cosiddette formule di Fulero

6a+ib 4 eafib
2

=e%cosb

ea-l-ib _ 6a—ib

21

=e%send.
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Equazioni differenziali ordinarie

Sia f: A — R una funzione continua su un aperto A di R?. Un’uguaglianza del
tipo
y, = f(d?, y)

si chiama equazione differenziale (ordinaria del prim’ordine) in forma normale. Si
fa presente che per capire cosa sia un’equazione (anche non differenziale), a parte
il modo di chiamarla o di scriverla, ¢ indispensabile aver ben definito il concetto
di soluzione. In altre parole, ¢ necessario avere un criterio chiaro per decidere
quando, in un assegnato insieme in cui si cercano le soluzioni, un elemento di tale
insieme € o non & una soluzione. Per quanto riguarda la precedente equazione,
I'insieme in cui si cercano le soluzioni e l'insieme delle funzioni reali definite in
un intervallo non banale e derivabili con continuita. Piu precisamente,

Definizione. Una funzione reale di una variabile y: I — R definita in un inter-
vallo non banale I e di classe C! in I ¢ una soluzione dell’equazione differenziale
y' = f(z,y) se, per ogni z € I, si ha (z,y(r)) € A e

Y (@) = flz,y(x)).

L’insieme di tutte le soluzioni di un’equazione differenziale si dice soluzione
generale o integrale generale.

Esempio. 1) Il pit banale esempio di equazione differenziale &

y = f(z),

dove f & una funzione continua definita in un intervallo I C R. In questo caso la
soluzione generale ¢ data dall’insieme delle primitive di f.

2) Un altro esempio semplice di equazione differenziale si ha quando ci poniamo
il problema di cercare una funzione definita in un intervallo che ivi coincida con
la sua derivata, cioe
y=y.

In questo caso si ha f(x,y) = y e una funzione che risolve tale equazione &
ovviamente y(z) = e”. Si verifica immediatamente che anche y(x) = ce®, ¢ € R,
e soluzione. Come nell’esempio precedente, anche in questo caso troviamo infinite
soluzioni, dipendenti da una costante ¢ € R. Come vedremo meglio in seguito
questo fatto non e casuale ma ha un preciso riscontro teorico.

Osserviamo che, data una soluzione y: I — R, la sua restrizione ad un sottointer-
vallo non banale di I € ancora una soluzione. Tra tutte le soluzioni, quelle che
non sono restrizione di altre soluzioni si dicono massimali (o non prolungabili).
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Si potrebbe dimostrare che ogni soluzione non massimale ¢ la restrizione di una
massimale. In altre parole, ogni soluzione non massimale si puo prolungare fino
ad ottenere una soluzione massimale.

Non sempre la variabile di un’equazione differenziale viene indicata con x, e non
sempre la funzione incognita si denota con y. Ad esempio,

a = f(t,[li’)

¢ un’equazione differenziale dove ¢ ¢ la variabile e z(t) la funzione incognita.
Spesso, quando ¢ denota la variabile “tempo”, si scrive & invece che z’.

Sia ¢’ = f(z,y) un’equazione differenziale del prim’ordine in forma normale e sia
A C R? I'aperto su cui & definita la funzione f. Dato un punto (zg, o) € A4, ci
si pone il problema di trovare, tra tutte le soluzioni y(z) dell’equazione, quella
che verifica (o quelle che verificano) la condizione y(zg) = yo. In altre parole,
tra tutte le soluzioni, si cercano quelle il cui grafico contiene il punto (zg,yo)
assegnato. Tale problema viene detto di Cauchy e si scrive

{ y' = f(z,9)

y(w0) = Yo -

La condizione y(xg) = yo si chiama condizione di Cauchy o anche condizione
iniziale. Il punto x, si dice punto (o istante) iniziale (della soluzione cercata) e
Y, ¢ il valore iniziale.

Il seguente risultato da una risposta al problema posto e asserisce che la continuita
della funzione f assicura l’esistenza di almeno una soluzione del problema di
Cauchy per l'equazione y' = f(x,y).

Teorema (di esistenza di Peano). Sia f: A — R wuna funzione continua su un
aperto A C R2. Allora, per ogni (zg,y0) € A, Uequazione 3y’ = f(x,y) ammette
almeno una soluzione che verifica la condizione y(zo) = yo.

Esempio (di non unicita della soluzione di un problema di Cauchy). Si osservi che
le funzioni y1(z) = 0 e y2(z) = 2 sono due soluzioni (massimali) dell’equazione

differenziale
y =312
e verificano entrambe la condizione di Cauchy y(0) = 0.
Il risultato che segue fornisce una condizione sufficiente affinché il problema di

Cauchy ammetta un’unica soluzione massimale. Ovviamente se si considerano
le soluzioni non massimali non si puo avere unicita perché la restrizione di una
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soluzione ad un sottointervallo non banale del dominio ¢ ancora una soluzione
(ed ¢ diversa dalla precedente).

Teorema (di esistenza e unicita per le equazioni del prim’ordine). Consideriamo
l’equazione differenziale

y/:f($7y)7

dove f & una funzione continua in un aperto A C R2. Se f ¢ derivabile rispetto
ad y e la derivata parziale fy, é continua, allora, per ogni (zo,y0) € A, l'equazione
ammette un’unica soluzione massimale che verifica la condizione y(zg) = yo.

Dal teorema di esistenza e unicita si deduce un’importante conseguenza:

Corollario. Consideriamo l’equazione differenziale

y'zf(x,y),

dove f & una funzione continua in un aperto A C R2. Supponiamo che f sia
derivabile rispetto ad y con derivata continua. Allora i grafici di due differenti
soluzioni massimali non possono intersecarsi.

(Facoltativo) Una proprieta significativa delle soluzioni di un’equazione differen-
ziale & espressa dal teorema che segue. Per enunciarlo occorre introdurre la se-
guente nozione: una soluzione y:I — R che non sia restrizione di un’altra so-
luzione definita in un intervallo pitt ampio a destra (sinistra) si dice massimale
a destra (a sinistra), o non prolungabile a destra (a sinistra). Ovviamente, una
soluzione ¢ massimale se e solo se ¢ massimale sia a destra sia a sinistra.

Teorema (di Kamke). Sia f: A — R una funzione continua su un aperto A C
R2. Il grafico di una soluzione massimale a destra (a sinistra) dell’equazione
differenziale

y/ = f(l',y)

non puod essere contenuto in un sottoinsieme limitato e chiuso di A.

In un certo senso il Teorema di Kamke afferma che il grafico di ogni soluzione
massimale (che, ricordiamo, ¢ un sottoinsieme del dominio A della funzione f) &
una curva che “prosegue” (sia verso destra sia verso sinistra) finché le ¢ consentito
proseguire. In parole povere prosegue verso destra (ma anche verso sinistra) fino a
raggiungere la frontiera di A (e allora si deve arrestare), oppure se ne va all’infinito
(sempre rimanendo dentro A). Cid che non puo accadere ¢ che il grafico di una
soluzione non prolungabile si arresti in un punto interno ad A: il Teorema di
Peano gli consentirebbe di proseguire, contraddicendo la non prolungabilita.
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Equazione a variabili separabili.

Un’equazione differenziale del tipo

y' = a(x)h(y),

dove a e h sono funzioni di una variabile definite in aperti di R, si dice a va-
riabili separabili. Cerchiamo di spiegarne il motivo, illustrandone il metodo di
risoluzione. Supponiamo a continua e h di classe C''. Con tali ipotesi la funzione
f(z,y) :== a(x)h(y) soddisfa le condizioni del teorema di esistenza e unicita.

Supponiamo inoltre che a si annulli soltanto in punti isolati. Se yo € R & un
punto tale che h(yp) = 0, allora la funzione costante y(z) = yo ¢ chiaramente
una soluzione dell’equazione differenziale. Viceversa, (avendo supposto che a si
possa annullare soltanto in punti isolati), ogni soluzione costante y(x) = y ¢ tale
h(yo) = 0. Le soluzioni costanti sono quindi in corrispondenza biunivoca con gli
zeri di h.

Occupiamoci quindi di determinare le soluzioni non costanti. Se x — y(x) ¢ una
tale soluzione, per il teorema di esistenza e unicita si deve avere h(y(z)) # 0 per
ogni z nell’intervallo I in cui ¢ definita y (altrimenti il grafico di y intersecherebbe
il grafico di una soluzione costante). Dividendo I'uguaglianza

Y (2) = a(x)h(y(z))

per h(y(z)) si ha allora

Integrando entrambi i membri dell’uguaglianza si ottiene

/ hl(;(é)»d‘” = [ et

Dunque, denotando con H(y) una primitiva di 1/h(y) (in un intervallo in cui h
non si annulla) e con A(x) una primitiva di a(z), si ottiene

H(y(z)) = Alz) + ¢,

dove ¢ & un’arbitraria costante. (Ovviamente, per verificare che H(y(x)) € una
primitiva di y'(x)/h(y(z)), occorre tener conto del teorema di derivazione di una
funzione composta).

Ricavando la y (osserviamo esplicitamente che H & iniettiva perché la stiamo
considerando in un intervallo in cui la sua derivata H'(y) = 1/h(y) ha segno
costante) si ha la formula
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che da le soluzioni non costanti dell’equazione a variabili separabili
considerata. Si lascia per esercizio la verifica che ogni funzione del tipo

y(z) = H™(A(z) + ¢,

purché la si consideri definita in un intervallo, & effettivamente una soluzione
dell’equazione differenziale

y = a(z)h(y).

Si avverte che nell’eseguire la verifica, la presenza di H~! rende indispensabile
I’'uso del teorema di derivazione di una funzione inversa.

Torniamo per un momento all’'uguaglianza

T (),

h(y(x))

Essa esprime il fatto che la funzione y(x) verifica I’equazione differenziale

1 d
Y a(a),

h(y) dx

che, per abuso di notazioni (e per tradizione), viene talvolta scritta nella forma

dove la variabile dipendente y & separata dalla variabile indipendente x, nel sen-
so che una sta soltanto nel primo membro dell’equazione e 1’altra nel secondo
(ed ecco perché 'equazione iniziale si dice “a variabili separabili”). Il metodo
tradizionale (ma poco ortodosso) per risolvere I'ultima equazione (quella con le
variabili separate) consiste nell’integrare entrambi i membri.

/hcéz) :/a(:c)dw

da cui, con le notazioni introdotte sopra, si ottiene

Si ha quindi

H(y) = A(z) +c,
0, anche,

y=H Y(A(z) +c).

Osservazione. Il metodo per risolvere le equazioni a variabili separabili esposto
sopra si puo applicare anche quando h & solo continua (non sono cioé soddisfatte
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le ipotesi del teorema di esistenza e unicita), purché ci si limiti alla ricerca delle
soluzioni y(x) tali che h(y(x)) # 0. Sifa presente che se la funzione reale y — h(y)
non ha la derivata continua, possono esistere soluzioni non costanti il cui grafico
incontra il grafico di una soluzione costante, come, ad esempio, accade per la
soluzione y(r) = 2® dell’equazione a variabili separabili v/ = SW .

Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale
/2
y=y.

Essa ¢ a variabili separabili con a(r) = 1 e h(y) = y?. Ovviamente I’equazione
possiede la soluzione nulla che ¢ 'unica soluzione costante. Cerchiamo ora le
soluzioni non costanti. Sia y una soluzione non costante. Come gia osservato,
essa non potra annullarsi in nessun punto e quindi sara o sempre positiva o sempre
negativa. Dividendo per y?(x) entrambi i membri dell’uguaglianza /() = y?(z)

e integrando si ottiene
/
/y2(a:) dac:/ldac
y*(x)

da cui 4
———=x+c, ceR
y(z)
Di conseguenza, le soluzioni non costanti dell’equazione sono date dalla formula
1
r)=—
yl@) = ———

e lintervallo massimale di definizione ¢ (—oo, —c) se y(z) > 0 e (—¢,+0) se
y(x) < 0. Ad esempio, la soluzione (massimale) dell’equazione con dato iniziale
y(0) = 1 si ottiene per ¢ = —1 ed & quindi data dalla restrizione della funzione

y(fﬂ)zlix

all'intervallo (—oo,1). Si osservi che anche la soluzione con dato iniziale y(2) =
—1 si ottiene per ¢ = —1, ma non coincide con la precedente soluzione perché in
questo caso U'intervallo di definizione & la semiretta (1,+00). Se invece conside-
riamo il dato iniziale y(3) = 0, otteniamo la soluzione costante y(x) = 0 per ogni
x, il cui intervallo di definizione ¢ R.

Osservazione. Nel caso (molto frequente) in cui la funzione f di un’equazione
differenziale in forma normale ¢y’ = f(z,y) sia definita in una striscia A = (a, b) xR
(con a e b reali estesi), il dominio di una qualunque soluzione & necessariamen-
te contenuto nella base (a,b) della striscia. Talvolta perdo puo coincidere con
I'intervallo (a,b) stesso. In tal caso si dice che la soluzione ¢ persistente (o glo-
bale). Ovviamente ogni soluzione persistente & necessariamente massimale (ossia
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non ¢ prolungabile). L’equazione differenziale 3’ = y? considerata in precedenza
mostra che possono esistere soluzioni massimali non persistenti (il Teorema di
Kamke implica che tali soluzioni non possono essere limitate).

Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

;o 14y
Y= 1z
y(0) =1.

L’equazione differenziale & a variabili separabili con h(y) = 1+%? che ovviamente
¢ derivabile infinite volte e quindi il problema di Cauchy ammette una e una
sola soluzione massimale. Essendo h(y) > 0 per ogni y, possiamo dividere per
h(y) > 0 e integrare. Si ha

/Hy';ﬁ’zw)dx: [t

arctang y(x) = arctangx + ¢, ¢ € R.

da cui

Considerando la condizione iniziale y(0) = 1, si ricava ¢ = arctang 1 = 7/4, per
cui la soluzione massimale del problema di Cauchy ¢

T
arctang y(z) = arctang x + 1

definita se | arctang z+m /4| < 7/2, cioé nell'intervallo (—oo, 1). In questo caso, fa-
cendo uso di formule note di trigonometria, si riesce anche a ricavare 1’espressione
esplicita della soluzione. Si ottiene

r+1
1—2°

™
y(z) = tang (arctangg; + Z) —

Esercizio. Trovare le soluzioni dell’equazione differenziale
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Essa soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e unicita essendo la funzione
f(x,y) = (2 — y)? addirittura derivabile infinite volte. Sia y(x) una soluzione
dell’equazione. Poniamo

z(x) =2x —y(x).
Poiché 2/(z) = 2 — y/(x), si ricava che z(x) ¢ soluzione dell’equazione

2 =222,
Quest’ultima equazione e a variabili separabili e la sua risoluzione e lasciata per
esercizio.

Equazioni lineari del prim’ordine.

Una classe particolarmente importante di equazioni differenziali del prim’ordine
in forma normale sono le equazioni lineari.

Un’equazione differenziale del prim’ordine si dice lineare se ¢ della forma

Y = a(z)y+b(z),

dove a e b sono due funzioni continue definite in un intervallo I. In particolare,
quando il termine noto b ¢ identicamente nullo, ’equazione si dice lineare omo-
genea, e in questo caso la funzione identicamente nulla e soluzione dell’equazione
differenziale (si chiama soluzione banale o nulla).

Cominciamo con lo studiare I’equazione lineare omogenea. Il teorema seguente
descrive l'integrale generale di tale equazione.

Teorema. Sia a una funzione continua in un intervallo I C R. Le soluzioni
(massimali) dell’equazione (lineare omogenea del prim’ordine)

sono le funzioni del tipo
y(z) = ce@

dove A(z) é una primitiva di a(x) in I e c un’arbitraria costante.

Dimostrazione. L’equazione & a variabili separabili. Si osserva che I'unica soluzio-
ne costante & quella banale (cioe la funzione identicamente nulla). Per trovare le
soluzioni non costanti separiamo le variabili. Sia y(x) una soluzione non costante.
Per quanto osservato in precedenza, si ha y(z) # 0 per ogni z e, dividendo, si
ottiene
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da cui,

/Z/((f)) dz = /a(a:) dz .

logly(z)| = A(z) + &,

dove A(z) € una primitiva di a(z) e k & un’arbitraria costante. Pertanto

Quindi

A(x)+k k A(x) ,

ly(a)| = AW = che

cioe

y(z) = +efed®
0, equivalentemente, tenendo conto che e & un’arbitraria costante positiva, una
qualunque soluzione non costante e data da

y(z) = ™™ conc#0.

Poiché ponendo ¢ = 0 nella precedente equazione si ottiene la soluzione banale
(che avevamo considerato a parte), si puo affermare che la soluzione generale
dell’equazione differenziale y' = a(z)y & data da

con c costante arbitraria, anche nulla. O
Consideriamo ora l’equazione lineare non omogenea.

Teorema. Supponiamo che § sia una soluzione dell’equazione differenziale
lineare

y' = a(x)y + b(z),

dove a e b sono funzioni continue in un intervallo I C R. Allora la soluzione
generale dell’equazione non omogenea si ottiene aggiungendo ad iy la soluzio-
ne generale dell’equazione omogenea associata y' = a(x)y, cioé ogni soluzione
dell’equazione non omogenea € del tipo

y(z) = g(z) + @, ceR.

Dimostrazione.  Proviamo prima che se u € una soluzione dell’equazione
omogenea, allora la funzione § + u ¢ soluzione della non omogenea. Dalle
uguaglianze

J(x) =a(@)y(x) +b(x) e u'(z)=a(x)u()
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segue
(H(@) +u(@)) = 7'(z) +u'(z) = (a(z)y(z) + b(z)) + a(z)u(z) =
a(z)(y(z) + u(z)) + b(x).
Cio prova che § 4+ u € soluzione della non omogenea.

Viceversa, rimane da provare che se § ¢ una qualunque soluzione dell’equazione
non omogenea, allora esiste ¢ € R tale che §(z) = §(z) + ce*®) . In altre parole,
rimane da provare che, posta @(x) := g(x) — y(z), la funzione @ & soluzione
dell’equazione omogenea. Si ha

u(z) = (§(z) - y(@)) = §(z) - y(a)' =
a(x)y(z) + b(z) = (a(z)y(x) + b(x)) = a(z)(y(x) — y(z)) = alz)u(z).

~

a

Osservazione. Il teorema precedente, nel caso particolare in cui la funzione a
sia nulla, si riduce ad un risultato ben noto: data una primitiva § di b, ogni altra
primitiva si ottiene aggiungendo ad y un’arbitraria costante (ossia, la soluzione
generale dell’equazione differenziale omogenea y' =0).

Osservazione. Notiamo che nel caso di un’equazione differenziale lineare la
funzione (x,y) — a(z)y + b(z) & definita nella striscia I x R, essendo I C R
Iintervallo di definizione delle funzioni a e b. Si puo dimostrare che per tale
equazione le soluzioni massimali sono definite in I, cioe, ricordando la definizione
data in precedenza, che esse sono persistenti.

Abbiamo visto che per trovare la soluzione generale di un’equazione non omogenea
occorre prima trovarne almeno una (comunemente detta soluzione particolare).
Un metodo per trovare una soluzione particolare ¢ il cosiddetto metodo di varia-
zione della costante (per equazioni di ordine superiore al primo si chiama metodo
di variazione delle costanti).

Consideriamo ’equazione
y' = a(@)y + b(z).
Sappiamo che la soluzione generale dell’omogenea associata ¢ data da

u(z) = ce®
dove A ¢ una primitiva di a e ¢ una costante arbitraria. Il metodo consiste nel cer-
care una soluzione particolare dell’equazione non omogenea, pensando “variabile”
la costante c. In altre parole, si cerca una soluzione del tipo

j(z) = e(x)et®)
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Derivando si ottiene
7 (x) = ¢ (2)e® + e(z)a(x)et@ .
Sostituendo l’espressione trovata nell’equazione differenziale, si ha
(2)er® 4 a(z)e(x)e™ = a(z)c(z)e™ + b(x),
da cui si deduce che y ¢ soluzione se (e solo se)
d(x) = e A@p(z),

ossia se (e solo se) ¢(z) & una primitiva di e=4@®)p(z).

Di conseguenza, la soluzione generale dell’equazione non omogenea ¢ data da
y(x) = cet® 4 A /e_A(x)b(x) dx,

dove ¢ e un’arbitraria costante, ed e definita nell’intervallo I.
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12% settimana - dal 29.5.18

Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale
y +2zy=1x.

Supponiamo di voler trovare, tra tutte le soluzioni, quella che verifica la
condizione di Cauchy %(0) = 0. Poiché A(x) = —x2, si ha

y(x) = ce ™ + c(a:)qff"’“"2 ,

con

Integrando, si ottiene percio
e, quindi,

Dobbiamo ancora determinare la costante ¢ in modo che sia verificata la
condizione y(0) = 0. Abbiamo

1
y(O):C+§:O,

da cui si ricava ¢ = —1/2. La soluzione cercata ¢ dunque

yw) =5 (1-e),

come si puo facilmente verificare (si invita lo studente a farlo). Osserviamo che
I’equazione precedente € a variabili separabili e quindi puo anche essere risolta
con il metodo visto per tali tipi di equazioni.

Esempio. Consideriamo ’equazione

yl _ .Z'y—i—emQ/Z.

Le soluzioni dell’equazione omogenea y' = zy sono della forma y(z) = ce®’/ 2 ce
R. Per trovare una soluzione dell’equazione non omogenea usiamo il metodo della
variazione della costante, cioé cerchiamola nella forma g(z) = c(z)e® /2. Si ha
d(z) = 1, per cui si pud prendere come soluzione particolare y(z) = ze®’ /2,
Pertanto, l'integrale generale dell’equazione data e

y(x) = (x+c)ex2/2,c€R.
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Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

y’:xy+:v3

y(0) =1.

Applichiamo direttamente la formula risolutiva delle equazioni lineari. Una pri-
mitiva di a(z) = z & A(x) = 22/2; 'integrale generale dell’equazione ' = xy + 23
& percio

y(z) = ce”/? + <6x2/2/1‘3e_5‘2/2 d:v) , ceR.

Usando due volte la formula di integrazione per parti e tenendo conto della
condizione y(0) = 1, si ottiene

y(z) = —(2% +2) + 3" /2.

Esercizio. Data I’equazione Ly’ + Ry = E, con L, R, E > 0, trovare la soluzione
tale che y(0) = Iy e tracciarne il grafico se Iy > E//R. Mostrare che ogni soluzione
tende a E/R per z — +o00. Osserviamo che questa equazione puo rappresentare
ad esempio un modello di circuito elettrico con resistenza R, induttanza L e forza
elettromotrice E; in tal caso la soluzione y(z) € l'intensita di corrente.

Equazioni di ordine superiore al primo.

Passiamo ora a considerare equazioni differenziali di ordine superiore al primo.
Un’espressione del tipo

y' = fz,y,y),

dove f ¢ una funzione continua definita su un aperto A di R?, si dice un’equazione
differenziale del second’ordine (in forma normale). Come precedentemente affer-
mato, se di un’equazione non e ben definito il concetto di soluzione, non € ben
definita I'’equazione stessa; e per introdurre in modo corretto la nozione di equa-
zione occorrono due ingredienti: 1) un insieme in cui si cercano le soluzioni; 2)
un criterio chiaro per stabilire quando un elemento di tale insieme abbia il diritto
di chiamarsi soluzione.

Per quanto riguarda 1’equazione del second’ordine considerata sopra, le soluzioni
si cercano nell’insieme delle funzioni definite in un intervallo e aventi derivata
seconda continua in tale intervallo. Una funzione y di tale insieme si dira una
soluzione se per ogni x appartenente all’intervallo I in cui ¢ definita risulta

(z,y(x),y'(x) € A e y'(x) = fla,y(x),y (z)).
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Dal punto di vista fisico, un’equazione del secondo ordine puo rappresentare la
legge di moto di un punto materiale di massa unitaria, vincolato a muoversi in
una retta e sottoposto ad una forza f dipendente dal tempo (in questo caso
la variabile “tempo” si denota con t invece che con xz), dalla posizione e dalla
velocita (denotate rispettivamente con z e con #). Ovviamente, non ¢ 'unica
interpretazione fisica: un’equazione del second’ordine ne puo avere molte altre o,
piu precisamente, molti fenomeni fisici (e non solo di dinamica) sono governati
da equazioni differenziali del second’ordine (e non solo del second’ordine).

Piu in generale, un’equazione differenziale di ordine n (in forma normale) &
un’espressione del tipo

y™ = flz,y, 9. .., y™Y),

dove f: A — R ¢ una funzione continua da un aperto A di R"*! in R. Una solu-
zione € una funzione y definita in un intervallo I, con derivata n-esima continua
in I e tale che, Vz € I,

y " (z) = flo,y(z),y (2),...,y" (@)

Come per le equazioni del prim’ordine, anche per quelle di ordine n il proble-
ma di Cauchy consiste nella ricerca delle soluzioni che “passano” per un punto
assegnato dell’aperto A in cui e definita la f. In altre parole, dato un punto
p = (0,Y0,Y1,---,Yn—1) € A, tra tutte le soluzioni y dell’equazione

y™ = f(z,y,9,...,y" ),

si cerca quella che verifica (o quelle che verificano) le n condizioni
y(x0) = 0, ¥'(x0) = y1, -+ y" " (20) = Y1 -

Anche per le equazioni di ordine n si puo definire il concetto di soluzione mas-
simale e vale ancora un teorema di esistenza e unicita. Ci limitiamo a dire che
se la funzione di n 4 1 variabili (z,v,7/,...,y™ ) — f(z,y,9/,...,y™ V) &
continua e se & derivabile rispetto alle n variabili y, v/, ..., ¥ 1) con derivate
continue, allora il problema di Cauchy ammette una ed una sola soluzione mas-
simale. Tornando all’esempio fisico dell’equazione di moto di un punto vincolato
ad una retta, cio significa che se ad un certo istante tg si assegna la posizione xg
e la velocita g, il moto € determinato.
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Esaminiamo ora delle particolari equazioni del secondo ordine.

Caso 1: Equazioni della forma

y// = f(l',y/)

(cioe f non dipende esplicitamente da y) con f continua nelle due variabili e
derivabile con continuita rispetto alla seconda variabile. Si procede trasformando
I’equazione del second’ordine in una del prim’ordine come ¢ illustrato negli esempi
che seguono

Esempio. Consideriamo ’equazione

x

Essa € un’equazione lineare (vedi dopo la trattazione generale di tali equazioni)
e le soluzioni massimali sono definite o per z > 0 o per x < 0. Consideriamo
ad esempio il caso x > 0. Sia y(z) una soluzione dell’equazione in (0,+00).
Poiché nel secondo membro non compare esplicitamente la variabile y, la funzione
2(x) = y/(x) soddisfa ’equazione del prim’ordine

z
/
Zz = —

Percio
z(x) =z
per qualche costante ¢; € R, da cui
22
y(z) = 5 e

con ¢ € R.

Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

y" =3(zy')?
y(1) =1
y'(1)=—1.

Questo problema ha una e una sola soluzione massimale y definita in un opportu-
no intorno del punto zp = 1. Ponendo y/(z) = z(x) si ottiene che z & la soluzione
del problema di Cauchy

{ 2 =3(x2)?

z(1) =—1.
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Risolvendo ’equazione si ottiene z(z) = —Ficl per qualche costante reale c; da
cui, essendo z(1) = —1, si ricava ¢; = 0 e quindi
1
__ = ——,
o) =1/ (2) =~
Di conseguenza,
y(r) = 272 +c2
ed essendo y(1) = 1 si ottiene infine
1.1
z)==(—=+1

che, nell’intervallo (0,+00) ¢ la soluzione massimale cercata. Osserviamo che
la stessa equazione differenziale con condizioni iniziali y(z¢) = o, ¥'(z0) = 0
ha come soluzione (che si vede per immediata sostituzione) la funzione costante
y(x) = yo.

In maniera analoga si possono trattare le equazioni di ordine n del tipo y(™ =
f(z, y(”*l)). Ad esempio, lasciamo per esercizio la risoluzione dell’equazione del
terz’ordine 33 = (zy")2.

Caso 2: Equazioni della forma

y' = f(y)

con f di classe C'. Questa equazione, nell’interpretazione fisica come equazione
fondamentale della dinamica, rappresenta il caso interessante in cui la forza dipen-
de solo dalla posizione. Illustriamo con un esempio un metodo per determinare
una soluzione dell’equazione.

Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

y" = —2senycos®y

Essendo soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza e unicita, il problema ha
una e una sola soluzione massimale. Se y(z) & questa soluzione, poiché y'(1) #
0 si ha y/(z) # 0 in un intorno di zp = 1. Moltiplicando entrambi i membri
dell’equazione per y/(z) e integrando si ottiene

/y"(:v)y'(m) dx = —2/sen y(x) cos® y(z)y' (z) dz
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da cui .
y'(2)® _ cos'y(z)
2 2
Dalle condizioni iniziali si ricava ¢; = 0 e quindi, essendo y/(1) > 0, si ha che la
soluzione y(z) soddisfa I’equazione del prim’ordine (a variabili separabili)

+cr.

y = cos?y
Di conseguenza y € tale che
tangy(z) = x + co
per un’opportuna costante co. Ponendo y(1) = 0, si ottiene 0 = 1 + ¢2 e quindi

y(z) = arctang(x — 1)

Equazioni lineari del second’ordine.

Un’equazione differenziale del second’ordine si dice lineare se & del tipo

y" +ai(x)y + ao(x)y = b(z),

dove ag, a1 e b sono funzioni continue in un intervallo I. Le funzioni ag e a1
si dicono i coefficienti dell’equazione e b rappresenta il termine noto. Quando
b(x) = 0, Pequazione si dice omogenea.

Pitt in generale un’equazione differenziale lineare di ordine n sara del tipo
Y + a1 (2)y" T + @)y 4+ ar(@)y + ao(z)y = b(z),

con ag, ...,a,_1 € b funzioni continue in un intervallo I.

Per le equazioni lineari vale il teorema di esistenza e unicita e si potrebbe dimo-
strare che ogni soluzione massimale & globale (o persistente), il che ricordiamo
significa che e definita in tutto 'intervallo I in cui sono definite le funzioni ay,
..., ap—1 € b.

L’integrale generale di un’equazione lineare del second’ordine a coefficienti conti-
nui ¢ descritto dal seguente teorema. Un analogo risultato e valido per le equazioni
di ordine n.

Teorema. Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale lineare non omogenea
y" +a1(@)y’ + ao(z)y = b(z)

st ottengono sommando ad una soluzione dell’equazione non omogenea tutte le
possibili soluzioni dell’equazione omogenea associata. In altre parole, se y € una
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soluzione dell’equazione non omogenea, ogni altra soluzione ¢ del tipo y = § + u,
dove u e una soluzione dell’equazione omogenea associata.

Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a quella fatta per le equazioni lineari
del prim’ordine. La inseriamo per completezza. Mostriamo prima che, fissata
una soluzione (detta particolare) § dell’equazione non omogenea, ogni funzione
del tipo g + u, dove u risolve I'equazione omogenea y” + a1(x)y’ + ap(x)y = 0, &
ancora una soluzione dell’equazione non omogenea. Per la linearita degli operatori
di derivazione, si ha infatti

(5(x) +u(2)” + a1(z)(G(x) + u(x)) + ao(x)(G(x) + u(x)) =
7" (x) + a1 (2)7 (x) 4+ ao(2)y(x) +u" () + a1 (x)u' () + ao(x)u(r) =
b(z) + 0 = b(z).

Rimane da provare che se 4 ¢ una qualunque soluzione dell’equazione non omo-
genea, allora la differenza w4 := § — § & una soluzione dell’lomogenea. Risulta
infatti

(4(z) = g(=))" + ar () (§(x) = §(2)))" + ao(x)(H(x) — F(x)) = b(z) — b(x) = 0.0

Denotiamo con C*°(R) l'insieme costituito dalle funzioni di classe C*° da R in
sé. Osserviamo che due funzioni di C°°(R) si possono sommare ottenendo ancora
una funzione di C*°(R). Inoltre, se si moltiplica una funzione di C*°(R) per uno
scalare reale (ossia per una costante appartenente ad R) si ottiene ancora una
funzione dello stesso insieme. Si ha cosi quello che viene chiamato uno spazio
vettoriale sui reali (i reali si dicono gli scalari e gli elementi dello spazio i vettori).
In tale spazio c¢’¢ un vettore che & neutro rispetto alla somma (cioe, sommato
ad un qualunque vettore da il vettore stesso): & la funzione identicamente nulla
(chiamata zero dello spazio).

Definizione. Si dice che due funzioni yi, y2 € C*(R) sono linearmente
indipendenti se dall’uguaglianza

cyi(w) +caye(r) =0, VrxeR

segue ¢; = co = 0, ossia se I'unica combinazione lineare che da la funzione
(identicamente) nulla & quella con i coefficienti tutti nulli.

Esempio. Proviamo che se A\; e Ao sono due numeri reali distinti, allora le
funzioni e*?® e e*2% sono linearmente indipendenti. Supponiamo infatti che la
funzione

y(x) = c1eM® 4 cpe?2®
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sia identicamente nulla. Di conseguenza, lo € anche la sua derivata. In particolare
si ha y(0) = 0 e ¥/ (0) = 0, da cui si ottiene il sistema (di due equazioni in due
incognite)
cir+co=0
{ A1c1 + Agco =0

che, come si verifica subito, ha come unica soluzione ¢; = ¢ = 0 essendo A1 # Aa.

Esempio. Mostriamo che le funzioni coswz e senwz (dove w € R) sono
linearmente indipendenti. Supponiamo infatti che la funzione

y(x) = c¢1 coswz + ca senwzw

sia (identicamente) nulla. Poiché y(x) & zero per ogni z, deve essere anche per
x = 0. Ponendo = = 0 si ottiene ¢; = 0. Per provare che anche il coefficiente ¢y
¢ nullo, basta porre x = 7/(2w).

Az

Esercizio. Dato A € R, provare che le funzioni e** e ze’® sono linearmente

indipendenti.

Esercizio. Dati due numeri reali o e 3, provare che se 5 # 0, allora le due
funzioni e** cos Sx e e** sen Bx sono linearmente indipendenti.

Studiamo ora in dettaglio il caso di un’equazione lineare del second’ordine a
coefficienti costanti con termine noto che supporremo per semplicita definito
in tutto R e di classe C'°°, ossia consideriamo un’equazione della forma

Y+ a1y +apy = b(x),

con ag,a1 € Reb: R — R di classe C*.

In base al teorema precedente, il problema di risolvere I’equazione lineare presa
in esame si scinde in due sottoproblemi:

1) risolvere I’equazione omogenea associata;

2) trovare almeno una soluzione dell’equazione non omogenea.
Cominciamo percio col risolvere I’equazione omogenea associata.

Il risultato che segue e una facile conseguenza dei teoremi di esistenza e unicita.
Per brevita ne omettiamo la dimostrazione.

Teorema (della dimensione). L’insieme delle soluzioni (massimali) di un’equa-
zione differenziale omogenea di ordine 2 a coefficienti costanti (o, pit in generale,
a coefficienti di classe C°) é un sottospazio vettoriale 2-dimensionale di C*°(R).
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Il teorema che segue descrive l'integrale generale dell’equazione omogenea e non
¢ altro che una riformulazione del Teorema della dimensione.

Teorema. Le soluzioni massimali dell’equazione differenziale lineare omogenea
! /
Yy +ary +apy=0

sono della forma
y(x) = ey (z) + coya()

dove ¢1 e co sono coefficienti in R, e y1 e ya sono due soluzioni linearmente
indipendenti.

Osservazione. E facile verificare che applicazione L: C®(R) — C°°(R) definita
da
Ly =y" + a1y’ + aoy

¢ lineare e che il suo nucleo, ker L, non ¢ altro che lo spazio vettoriale delle solu-
zioni dell’equazione differenziale omogenea. Il teorema della dimensione afferma
percio che ker L & uno spazio di dimensione 2.

Torniamo al problema di risolvere ’equazione omogenea associata ad una equa-
zione lineare del second’ordine a coefficienti costanti. Come osservato in prece-
denza, il problema di trovare tutte le soluzioni dell’equazione omogenea € ri-
condotto (per il teorema della dimensione) a quello di trovarne due linearmente
indipendenti.

Un ruolo fondamentale nella ricerca di due soluzioni linearmente indipendenti &
giocato dal polinomio caratteristico

PA\) =X+ a1\ +ag

associato all’equazione omogenea.

Il seguente risultato fornisce una regola pratica per trovare due soluzioni linear-
mente indipendenti di un’equazione differenziale omogenea del second’ordine a
coefficienti costanti. La sua dimostrazione risulta chiara se si introduce il concet-
to di soluzione complessa di un’equazione differenziale lineare, cosa che faremo
subito dopo i quattro esempi seguenti.

Teorema (risoluzione delle equazioni differenziali del second’ordine lineari, omo-
genee, a coefficienti costanti). Sia y” + a1y’ + apy = 0 un’equazione omoge-
nea del second’ordine a coefficienti (reali) costanti. Se il polinomio caratteristico
P(A\) = A 4 a1\ + ag ha due radici reali e distinte M1 e A2, allora eMT ¢ ho¥
sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale. Se P(\)
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ha una radice doppia X, allora due soluzioni linearmente indipendenti sono e e

ze*. Se P(X) ha una radice complessa o+ (con 5 # 0) allora ammette anche
la radice coniugata o — i3, e le funzioni reali e** cos fx e e** sen fx sono due
soluzioni linearmente indipendenti.

Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale
y —y=0.

Il polinomio caratteristico & P(\) = A? — 1 che ha le due radici reali e distinte
A1 = —1 e Ay = 1. Pertanto ogni soluzione dell’equazione ¢ del tipo

y(r) = cre”® + coe”

con ¢y e ¢y costanti arbitrarie.

Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale
y' =2y +y=0.

Il polinomio caratteristico @ P(A\) = (A —1)2 che ha la sola radice (di molteplicita
due) A = 1. Pertanto ogni soluzione dell’equazione & del tipo

y(x) = c1€” + cowe®

con c¢1 e ¢y costanti arbitrarie.

Esempio (equazione del moto armonico). Consideriamo ’equazione differenziale
' +wly=0,w>0.

I polinomio caratteristico @ P(\) = A? + w? che ha le due radici complesse e
coniugate —iw e +iw. Pertanto, ogni soluzione ¢ del tipo

y(z) = ¢1 coswx + casenwx ,

con ¢y e ¢y costanti arbitrarie.
Da elementari considerazioni di trigonometria si deduce facilmente che ogni
soluzione puo essere scritta anche nella forma

y(z) = Asen(wz + ),
dove le costanti reali A > 0 e ¢ (dette, rispettivamente, ampiezza e fase della
oscillazione) sono arbitrarie e w (detta pulsazione) ¢ assegnata.

Esempio (equazione delle oscillazioni smorzate). Consideriamo l’equazione
differenziale
y' 2y + Wiy =0,
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dove 0 < € < w. Il polinomio caratteristico & p(A) = A2 + 2eA + w?, le cui radici
sono —e & ivw? — €2. Dunque la soluzione generale ¢ data da

y(x) = cre”“ cos (\/ w? — €2 x) + coe”““ sen (\/ w? — €2 a:)
0, equivalentemente come osservato nell’esempio precedente, da
y(x) = Ae”“sen (\/ w2 —e2x+ <p) ,
dove A e ¢ sono costanti arbitrarie.

Cenno alle soluzioni complesse delle equazioni differenziali lineari
omogenee. (Facoltativo)

Per lo studio delle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti € opportuno
introdurre uno spazio pitt ampio di C*°(R), cioé lo spazio vettoriale C*°(R, C)
costituito dalle funzioni di classe C"™° da R in C. Una funzione z di tale spazio
si scrive nella forma z(x) = a(z) + if(x) dove « e (B, dette rispettivamente
parte reale e parte immaginaria della funzione z(z), appartengono a C*°(R). La
derivata di z & la funzione 2/(x) = o/(z) + i’ (x), e quindi appartiene ancora allo
spazio C*°(R, C). Ovviamente, ogni funzione di C*°(R) puo essere pensata anche
in C*°(R, C) (con parte immaginaria nulla).

Si fa notare che le funzioni di C*°(R,C), non solo si possono moltiplicare per
dei numeri reali, ma anche per dei numeri complessi, ottenendo ancora delle
funzioni di classe C* da R in C. Per questo motivo si usa dire che C*(R,C)
& uno spazio vettoriale sui complessi (o uno spazio complesso) e gli elementi di
C rappresentano gli scalari dello spazio. In maniera analoga a quanto fatto in
C*°(R), si puo introdurre la nozione di funzioni linearmente indipendenti per gli
elementi di C*°(R, C).

Una volta introdotto lo spazio C*°(R, C), diremo che una funzione z € C*(R, C)
€ una soluzione complessa dell’equazione a coefficienti costanti se

2(x) + a12'(x) + apz(z) =0

per ogni x € R.

Esercizio. Siano z(z) = a(x) + if(x) e Z(x) = a(z) — i8(z) due funzioni
complesse e coniugate di C*°(R,C). Allora si ha

5 =alr) e ———==0(z).

Versione del giorno 5/06/18 129



Analisi Matematica — c.l. Ing. Meccanica e Gestionale E-N — a.a. 2017/18 — M.P.Pera

Dedurre da cio che se z e Z sono soluzioni di un’equazione differenziale omogenea,
allora lo sono anche « e § (notiamo esplicitamente che a(x) e S(x) sono funzioni
reali).

Esercizio. Provare che se A\; e Ay sono due numeri complessi distinti, allora le
funzioni e*® e €*2% sono linearmente indipendenti (nello spazio C*(R, C)).

Esercizio. Dato A € C, provare che le funzioni e** e ze*® sono linearmente

indipendenti (in C*(R, C)).

Cerchiamo di illustrare con un esempio la definizione di soluzione complessa.

Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale
y// +y= 0.

Proviamo che essa ammette soluzioni complesse. Facciamo vedere che ammette
soluzioni del tipo z(z) = e**, dove p & un numero complesso. Si ha 2/(z) = pe!*
e 2"(x) = p?et*. Quindi z(x) & soluzione se e solo se

(W2 +1)e =0, VzeR,

ossia (essendo e#® = 0) se e solo se u? +1 = 0, da cui si ricava p = +i. Pertanto
e e e sono soluzioni dell’equazione differenziale considerata, e sono le uniche
del tipo e**. Si osservi che non solo

e =cosx+isenr e e " =cosz—isenx

sono soluzioni dell’equazione in esame, ma lo & anche z(z) = c1e™ + coe ™™ qua-
lunque siano c1, co € C. Cio dipende dal fatto che ’equazione 3" +y = 0 ¢ lineare
omogenea, e quindi (come ¢ facile verificare) la somma di due soluzioni ¢ ancora
una soluzione e se si moltiplica una soluzione per una costante si ottiene ancora
una soluzione. L’insieme delle soluzioni dell’equazione 3’ +y = 0 & dunque uno
spazio vettoriale. E facile verificare che questo fatto € vero per una qualunque
equazione differenziale lineare omogenea di ordine n.

Torniamo dall’esempio al caso generale. Una semplice verifica mostra che la
funzione complessa z(x) = e#* & soluzione dell’equazione differenziale y” + a1y’ +
aopy = 0 se e solo se p € radice del polinomio, detto polinomio caratteristico,

PO\ =X +ai)+ag

(ossia, se e solo se yu? + ajp + ag = 0).

Prendiamo allora in esame le radici (in C) del polinomio caratteristico. Osservia-
mo esplicitamente che, essendo il polinomio che stiamo considerando a coeflicienti
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reali (infatti abbiamo supposto ag, a; € R), se esso ha una radice complessa a+i3,
allora necessariamente ha anche la coniugata o — i5. Il polinomio & di secondo
grado; percio i casi che si possono presentare sono i seguenti:

e P()) ha due radici reali e distinte A;, Aa. Allora le due funzioni y; (z) = eMz
e y2(z) = €% sono soluzioni dell’equazione differenziale e, per quanto
osservato in precedenza, sono linearmente indipendenti. In questo caso
ogni soluzione (complessa) y dell’equazione differenziale ¢ della forma

y(x) = €M% + pe?®
con c¢q, co € C. In particolare, se c1, co € R si ottengono tutte le soluzioni
reali.

e P()\) ha un’unica radice reale A (ovviamente) con molteplicita due. Allora
le due funzioni y;(x) e y2(z) = ze™ sono due soluzioni linearmente
indipendenti dell’equazione. In questo caso ogni soluzione complessa [reale]
y dell’equazione differenziale & della forma

— e)\z

y(z) = c1e™ + cowe”
con ¢, c2 € Cley, 2 € R.

e P()) ha due radici complesse e coniugate a+i3 e « —if. Allora le funzioni
elatiB)r o o(a=if)r 3510 due soluzioni complesse dell’equazione differenziale e
(vedi esercizio) sono linearmente indipendenti. In questo caso ogni soluzione
complessa y dell’equazione differenziale e della forma

(atif)x (a—if)x

y(x) = cre + coe

con c1, cg € C. D’altra parte, usando le formule di Eulero introdotte sopra
e tenendo conto che l’insieme delle soluzioni di un’equazione lineare & uno
spazio vettoriale, si ottiene che ’equazione ammette anche come soluzioni
le due funzioni reali e®* cos fx e e** sen fx. Si pud provare che anch’esse
sono linearmente indipendenti. In particolare, percio, tutte le soluzioni reali
dell’equazione sono della forma

y(x) = e**(cy cos B + ez sen B)
con ci, c3 € R.

Fine cenni sulle soluzioni complesse.
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Una volta trovato l'integrale generale dell’equazione differenziale omogenea, pos-
siamo passare al secondo problema che avevamo da risolvere cioe quello di deter-
minare almeno una soluzione dell’equazione non omogenea, la cosiddetta
soluzione particolare.

Il metodo generale per determinare una soluzione particolare di un’equazione
lineare (anche non a coefficienti costanti) ¢ il metodo di variazione delle costanti
che illustreremo nel seguito. Quando pero 'equazione differenziale e a coefficienti
costanti e quando il termine noto & di un certo tipo, si puo usare un metodo
piu rapido per trovare una soluzione della non omogenea. Il metodo consiste nel
cercare una soluzione in una classe di funzioni dello stesso tipo del termine noto.
C’¢ un motivo teorico che giustifica questo procedimento, ma lo spiegarlo esula
dai nostri scopi. In questi appunti percio il metodo che descriveremo costituisce
semplicemente una “regola pratica”.

Supponiamo pertanto che il termine noto sia della forma
b(z) = e**(p(x) cos Bz + q(x) sen fx) ,

dove « e 8 sono due numeri reali (eventualmente nulli), mentre p(x) e g(z) sono
polinomi (eventualmente di grado zero, cio¢ costanti). Si potrebbe dimostrare
che, in questo caso, otteniamo una soluzione particolare ancora dello stesso tipo.
Per decidere in che forma cercarla e fondamentale il ruolo giocato dal numero
complesso a + if5.

Impariamo, innanzi tutto, a riconoscere quando il termine noto b(x) si presenta
in una di tali forme e a determinarne il corrispondente numero A = o + 5. Ecco
alcuni esempi:

| b(x) | a+if [ p) | q(@) |
sen ) 0 1
xle 2 -2 x2 0
-3 0 -3 0
—e” cos 2x 1420 —1 0
re 2T senmx -2+ 0 x
23— 0 3 —x 0
2e” 1 2 0
2senwxr — T cos wx w —x 2

Regola pratica (per determinare una soluzione particolare). Supponiamo che
il termine noto b(x) sia del tipo

e (p(x) cos fx + q(x) sen fx),
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dove p(z) e g(x) sono due polinomi di grado k; e ks rispettivamente (non occorre
che abbiano lo stesso grado) e a, § € R.

e Se a + i non e radice del polinomio caratteristico, allora si cerca una
soluzione particolare della forma

e (r(z) cos fx + s(x) sen fx),

dove r(x) e s(x) sono polinomi di grado k = max{kj, k2}, i cui coefficienti
sono da determinare.

e Se o+ 1¢f ¢ radice semplice del polinomio caratteristico, allora si cerca una
soluzione moltiplicando per z la forma relativa al caso precedente.

e Se a + i ¢ radice doppia del polinomio caratteristico, allora si cerca una
soluzione moltiplicando per z? la forma relativa al primo caso (cio¢ quella
in cui a + i/ non ¢ radice).

In tutti i casi si tratta percio di determinare i coefficienti dei polinomi r e s.
Come gia detto sopra, si potrebbe dimostrare che cio € sempre possibile.

Illustriamo ora con qualche esempio ’applicazione di questo metodo.
Esempio. Determiniamo una soluzione particolare dell’equazione

i

Y —y =23,

Il polinomio caratteristico ha le due radici reali Ay = —1 e Ay = 1. Poiché a =3
non ¢ una di tali radici, cerchiamo una soluzione dell’equazione non omogenea
nella forma (si ha 8 =0, p(x) = 2)

j(z) = ae’® ,a € R.

Derivando e sostituendo nell’equazione si ottiene

9ae3” — ae3® = 237

Y

che porta all’equazione algebrica (lineare) 8a = 2. In conclusione, si ricava

1
= 3x
ylx) = —e’*.
() = 4
Se consideriamo invece l’equazione
! _
y —y=e¢€e,
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ci troviamo nel caso in cui @ = 1 & radice semplice del polinomio caratteristico.
Cerchiamo percio
y(z) = aze® ;a € R.
Con calcolo analogo al precedente, si ottiene
€T

2ae” + axe® — ave® = €%,

da cui 2ae” = €* e quindi a = 1/2.

Consideriamo infine I’equazione
y' —y=(z+3)e".

Questa volta il polinomio p non € costante ma ¢ il polinomio di primo grado
p(z) = = + 3. Si pone percio

y(x) = z(ax + b)e”, a,b e R.
Derivando e sostituendo si ha
(2ax + 2a + b)e” + (ax® + 2azx + bx + b)e” — x(ax + b)e” = (x + 3)e”,
da cui si ottiene il sistema lineare nelle due incognite a e b
{ da =1
2a+2b=3
che ha per soluzione a = 1/4 e b = 5/4.

Esempio. Determiniamo una soluzione particolare dell’equazione
y"—2y’—|—y:6$.

In questo caso, « = 1 e radice di molteplicita 2 del polinomio caratteristico.
Ponendo
y(x) = az®e”, a € R,

e sostituendo, si ricava
y(x) = (1/2)2%".

Esempio. Determiniamo una soluzione particolare dell’equazione

Y +y=2ecosx.
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Poiché 3 + ¢ non e radice del polinomio caratteristico, cerchiamo una soluzione
della non omogenea nella forma

-~ 31(

y(x) = e*(acosx + bsenzx),a,b e R.

Procedendo come in precedenza, si ottiene il seguente sistema algebrico
nell’incognite a e b
9a + 6b = 2
{ —6a+90 =0

che ha per soluzione a = 2/13 e b = 4/39. Si ha percio

glx) = e?’””(l—3 cosx + 39 senw).

Esempio (Oscillatore armonico con termine forzante, senza o con risonanza).
Consideriamo ’equazione non omogenea

y" + wa = sen Sz,

dove w e B sono costanti positive. Come abbiamo visto l'integrale generale
dell’equazione omogenea associata ¢

C1 COS WX + Co sen wx .

Supponiamo 8 # w. In questo caso, poiché Bi non e radice del polinomio carat-
teristico, una soluzione particolare dell’equazione non omogenea si puo cercare
nella forma

y(x) = acos Sz + bsen Sz .

Svolgendo i calcoli si trova a = 0 e b = 1/(w? — 3?) e quindi l'integrale generale
dell’equazione considerata e

sen Sx

y(x) = ¢1 coswz + casenwz + o

Quando 8 = w si dice che c¢’e risonanza. L’equazione non omogenea diventa
percio
" 2.
Y 4+ w’y = senwx

ed essendo wi radice di molteplicita 1 del polinomio caratteristico una soluzione
particolare ¢ della forma

y(x) = z(acoswz + bsenwz) .
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Derivando due volte e sostituendo si ottiene a = —1/(2w) e b = 0. Di conseguenza,
I'integrale generale dell’equazione nel caso di risonanza risulta

COSWT

y(x) = ¢1 coswr + cp senwz — x 5
w

Osserviamo che in presenza di risonanza le soluzioni risultano sempre non
limitate a causa del fattore = (vibrazione forzata).

(Facoltativo) Possiamo determinare una soluzione particolare dell’equazione 3" +
w?y = senwz anche per altra via.
Fra tutte le soluzioni dell’equazione non in risonanza, cioe tra tutte le soluzioni

della forma ¢ cos wx + ¢o senwx + Zin_%’“;, scegliamo la soluzione yg che soddisfa

le condizioni iniziali y3(0) = yj(0) = 0. Calcolando le costanti c; e ¢z otteniamo

C]_:OGCQ:—ﬁ,dacui

[senwxr — wsen fx
vl = =)

Questa soluzione ¢ definita per ogni valore § # w; possiamo perd cercare di
calcolare (se esiste) il limite per /5 tendente a w di yg. Si ha

lim ys(z) = lim Bsenwr —wsen(Bzr) 1 . Bsenwz —wsen(Bz)
B—w Ypr) = B—w w(B? — w?) 202 Bow 8 —w

Applicando la regola di de I’'Hopital si trova, derivando rispetto a 3,

1' ( ) 1 1 Sen wxr — rw CoS Bflf senwr — rw CoswWx ( )
11m r) = —= 11In = = X
5o I8 2002 Foa 1 202 S

Con un calcolo diretto si puo verificare che la funzione

sen wr COSwWx
Yo = -
22 2w

soddisfa I’equazione 3 +w?y = senwx (e le condizioni iniziali y,,(0) = 3/,(0) = 0).

Inoltre, essendo la funzione *24% soluzione dell’equazione omogenea, si riottiene

2w?
la soluzione —x“5>* della non omogenea, gia trovata sopra in altro modo.

Esempio. Tra tutte le soluzioni dell’equazione differenziale
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determinare quella che verifica le condizioni y(0) = 0 e 3/(0) = 0. Si tratta percid
di risolvere il seguente problema di Cauchy

y// — xe*{lﬁ

y(0) =0

y'(0) = 0.
L’equazione omogenea associata ¢ y” = 0 e il suo polinomio caratteristico,
P(A) = A%, ha due radici coincidenti: A\; = 0 e Ay = 0. Quindi, la soluzio-
ne generale dell’equazione omogenea ¢ u(z) = c¢; + coz. Occorre trovare una
soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Osserviamo che a = —1

non e radice del polinomio caratteristico. Si cerca quindi una soluzione del tipo
y(z) = (ax + b)e *. Si ha

7"(z) = (b—2a)e™ + axe™™ .
Quindi g(z) ¢ soluzione se (e solo se) & verificata la condizione
(b—2a)e "+ (a—1)ze =0, VzeR,

ossia se (e solo se) b—2a =0¢ a—1=0 (per quanto riguarda il “solo se”, anche
se non ci interessa, ricordarsi che le funzioni e™* e xe™* sono linearmente indi-
pendenti). La funzione g(z) = (z + 2)e~* & dunque una soluzione dell’equazione
non omogenea. Pertanto, la soluzione generale dell’equazione in esame ¢

y(x)=c1+cox+ (x +2)e .

Determiniamo ora c; e cg in modo che siano soddisfatte le condizioni assegnate.
Siha y/(z) = co+e ™ — (z+2)e*, e quindi y(0) =1 +2 e ¢y (0) = cg — 1.
Ponendo y(0) = 0 e y/(0) = 0 si ricava ¢; = —2 e co = 1. Dunque, la soluzione
che verifica il problema di Cauchy assegnato ¢

y(x) = -2+a+ (x+2)e "

Esercizio. Provare che una soluzione particolare dell’equazione differenziale
y" + a1y’ + apy = b1 (z) + ba(x)

si pud ottenere sommando una soluzione di y” + a1y’ + agy = bi(x) con una
soluzione di ¢y’ + a1y + apy = ba(x).

Esempio. Troviamo tutte le soluzioni dell’equazione

y" 4+ 9y =sen3x + e .
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11 polinomio caratteristico ha le due radici complesse (e coniugate) 3i e —3i. La
soluzione dell’equazione omogenea & percio c; cos 3z + cosen3dz. Per 'esercizio
precedente per determinare una soluzione dell’equazione non omogenea possiamo
cercare separatamente una soluzione particolare 7; di y” + 9y = sen3x e una s
di ¥ 4+ 9y = €” e poi sommarle. Cerchiamo ; nella forma (si ha « = 0,8 =

3,p(x)=0,q(x)=1)

g1(z) = z(acos3z + bsen3x),a,b € R.

Si trova a = —(1/6) e b = 0, da cui §1(z) = —(1/6)x cos 3z. Cerchiamo ora ¥
nella forma (sihaa=1,8=0,p(x) =1)

y2(x) = ae” ,a € R.

Si trova a = (1/10) e quindi g2(z) = (1/10)e®. In definitiva, I'integrale generale
dell’equazione data e

1 1
y(x) = c1 cos3x + co sen 3z — gxcos?):r—f—ﬁex,cl,cQ eR.
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13% settimana - dal 5.6.18

Nel caso in cui il termine noto b dell’equazione differenziale non sia del tipo consi-
derato sopra, per trovare una soluzione particolare si usa il metodo di variazione
delle costanti. Come gia osservato per le equazioni del prim’ordine, il metodo
consiste nel cercare una soluzione dell’equazione non omogenea, pensando “va-
riabili” le costanti c¢; e co che compaiono nell’integrale generale dell’omogenea.
In altre parole, si cerca una soluzione dell’equazione non omogenea nella forma

y(z) = c1(z)y1(z) + c2(2)y2(x)

dove y; e ys sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea.

Derivando, si ottiene

y(x) = @)y (@) + er @)y () + &(x)y2() + o)y () -

Imponendo la condizione ) (z)y1(x) + c4(x)y2(z) = 0 e derivando una seconda
volta si ha

y'(x) = i (@)yi (@) + cr(@)y] (z) + o (@)y2(2) + c2(@)ys (2) -
Sostituendo le espressioni trovate nell’equazione si ottiene
ci(@)y1 (@) + c1(@)yf (2) + (2)ya(z) + ca(@)ys (2)+

ar(e1 ()1 (2) + e2(2)ya(2)) + ao(er(@)yr (z) + ca(z)y2(2)) |

da cui, tenendo conto che y; e y2 sono soluzioni dell’omogenea, si ricava

c1(@)y) (z) + ca(z)ys(w) = b(x).

Percio g e soluzione dell’equazione differenziale se risolve il sistema

{ c1(@)y1(w) + c5(x)y2(z) = 0
c1(2)y1(x) + ch(2)yz(z) = ().

Questo sistema ha sempre una e una sola soluzione ¢} (), ¢, (x) (dipende dal fatto
che y1 e yz sono linearmente indipendenti) data da
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A questo punto, prendendo delle primitive di ¢} e di ¢} , si ricava l’espressione
della soluzione .

Nei due esempi che seguono si applica il metodo di variazione delle costanti.
Esempio. Consideriamo ’equazione

1

cosx

y' +ty=

Ovviamente le soluzioni massimali sono definite negli intervalli tra due zeri
successivi del coseno. Per semplicita, restringiamoci all’intervallo (—m/2,7/2).
L’integrale generale dell’equazione omogenea associata e

c1 cosxT 4+ co senx, ci,c0 €R.
Cerchiamo una soluzione particolare nella forma
g(x) = c1(x) cosx + co(x) senz .

Si ottiene il sistema nelle incognite ¢} (z) e ch(x)

{ di(x) cosx + chy(x) senz =0

—ci(x) senx + ch(x) cosw = —.

Moltiplicando la prima equazione per sen x, la seconda per cosx e sommando si
ottiene ¢4(z) = 1 da cui, sostituendo nella prima equazione,

sen T

/ = —
alr) = cosx
Integrando e ricordando che z € (—7/2,7/2), si ricava

ci(z) =logcosz, caz)==x.

Pertanto, una soluzione particolare ¢

y(z) = (logcosz) cosx + xsenx .

Esempio. Consideriamo ’equazione

Ovviamente le soluzioni sono definite o per x > 0 o per x < 0. L’integrale
generale dell’equazione omogenea associata e

c1e® +coe™ ™, c1,c0 €R.
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Cerchiamo una soluzione particolare nella forma
§(@) = c1(w) € + cala) e
Si ottiene il sistema nelle incognite ¢} () e ch(x)
{ d(x)e” +dy(x)e ™ = 9
T

d(x)e” —dy(z)e ™ =

Risolvendo il sistema, si ricava

per cui una soluzione particolare &

e [ [
glz)=e /2x dx —e /2$dx.

Osserviamo che le funzioni ¢} (z) e cy(x) trovate in questo esempio non hanno
primitiva elementare (ricordarsi le osservazioni fatte nelle lezioni su integrali in-
definiti e primitive). Un modo per esprimere gli integrali precedenti ¢ quello, ad
esempio, di “calcolarli per serie” facendo uso dello sviluppo in serie di potenze
della funzione esponenziale.

Cenno ai problemi ai limiti.

Per concludere, osserviamo che, accanto ai problemi di Cauchy, esiste una vasta
parte della teoria delle equazioni differenziali dedicata allo studio dei cosiddetti
problemi av limiti. Una trattazione generale di tali problemi esula dagli scopi di
questo corso. Solo per darne un’idea, consideriamo ’equazione del second’ordine
lineare a coefficienti costanti omogenea

y'+y=0.

Vogliamo vedere se esiste (almeno) una soluzione y dell’equazione che soddisfi le
condizioni y(0) = y(7) = 0. Un problema di questo tipo & detto problema dei due
punti. Come abbiamo gia provato, l'integrale generale dell’ equazione precedente
e dato da

y(z) = crcosx + casenzx, c1,co € R.

Imponendo la condizione y(0) = 0 otteniamo ¢; = 0, mentre ponendo y(7) = 0
non si ha nessuna limitazione sulla costante cs. Pertanto il problema ha infinite
soluzioni della forma y(z) = csenz, c € R.

Se consideriamo invece la condizione y(0) = 0, y(7) = a,a # 0, si verifica subito
che il problema non ha nessuna soluzione, mentre con y(0) =0, y(7/2) = « si
ottiene una e una sola soluzione, cioé la soluzione y(r) = asenz.
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