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1. Introduzione 

Il  presente  lavoro  riguarda  lo  studio  di  una  calotta  sferica,  di materiale  omogeneo,  isotropo,  elastico, 
nell’ambito della teora lineare1, piena d’acqua e sospesa verticalmente ad un supporto fisso. 

Il  lavoro  consiste  in  una  prima  parte  dedicata  allo  studio  della  geometria  di  una  superficie  sferica, 
considerata come una varietà immersa in uno spazio ambiente Euclideo. 

I  risultati  geometrici  ottenuti  sono  stati  poi  utilizzati  nella  seconda  parte  dello  studio,  inerente  il 
comportamento meccanico di una calotta sferica piena d’acqua. 

 

[fig. 1.1 – Calotta sferica piena d’acqua] 

 

   

                                                            
1 La linearità del materiale è sia a livello del legame costitutivo, sia delle deformazioni, che si considerano infinitesime. 
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2. Geometria dello spazio ambiente 
 

2.1 Sistemi di coordinate 

Consideriamo uno spazio Euclideo E di dimensione 3. 

Scegliamo un punto (origine) ݋ א  un’orientazione e una base ortonormale con orientazione positiva (݁௜) ,ܧ
di ܧത.2 

La coppia ሺ݋, ݁௜ሻ induce il sistema globale di coordinate cartesiane: 

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ؠ ሺݔଵ, ,ଶݔ  ଷሻ            ሺ2.1ሻݔ

ed il sistema locale di coordinate sferiche 

ሺݎ, ,ߠ ߶ሻ ؠ ሺݕଵ, ,ଶݕ ଷሻݕ ؠ ሺݕ௥, ,ఏݕ  థሻ            ሺ2.2ሻݕ

La coordinata r è il “raggio”, ߠ è la colatitudine e ߶ è la longitudine. 

Per definizione, le funzioni di transizione delle coordinate sferiche rispetto alle coordinate cartesiane sono: 

ݔ ൌ ݎ sin ߠ cos ߶            ሺ2.3ሻ 

ݕ ൌ ݎ sin ߠ sin ߶            ሺ2.4ሻ 

ݖ ൌ ݎ cos  ሺ2.5ሻ            ߠ

Tali uguaglianze sono mostrate nella figura seguente: 

 

[fig. 2.1 – Sistema di coordinate sferiche nello spazio euclideo tridimensionale] 

 

 

 

                                                            
 .ഥ è lo spazio delle traslazioni dello spazio affine Eܧ 2
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Tra le formule inverse di transizione, è importante la seguente3: 

ݎ ൌ ඥݔଶ ൅ ଶݕ ൅  ଶ            ሺ2.6ሻݖ

In accordo alle formule di transizione di coordinate, abbiamo le uguaglianze: 

௜ݔ݀ ൌ ෍
௜ݔ߲

௝ݕ߲ ௝ݕ݀

௝

            ሺ2.7ሻ 

௝ݔ߲ ൌ ෍
௜ݕ߲

௝ݔ߲ ௝ݕ߲
௜

            ሺ2.8ሻ 

cioè: 

൝
ݔ݀ ൌ sin ߠ cos ߶ ݎ݀  ൅ ݎ cos ߠ cos ߶ ߠ݀  െ ݎ sin ߠ sin ߶  ݀߶
ݕ݀ ൌ sin ߠ sin ߶ ݎ݀  ൅ ݎ cos ߠ sin ߶ ߠ݀  ൅ ݎ sin ߠ cos ߶  ݀߶
ݖ݀ ൌ cos ߠ ݎ݀  െ ݎ sen ߠ                                                          ߠ݀

 
 
 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ݎ߲ ൌ sin ߠ cos ߶ ݔ߲  ൅ sin ߠ sin ߶ ݕ߲  ൅ cos ߠ                                                ݖ߲

ߠ߲ ൌ
1
ݎ

cos ߠ cos ߶ ݔ߲  ൅
1
ݎ

cos ߠ cos ߶ ݕ߲  െ sin ߠ                                        ݖ߲

߲߶ ൌ െ
1

ݎ sin ߠ
sen ߶ ݔ߲ ൅

1
ݎ sin ߠ

cos ߶                                                          ݕ߲ 

            ሺ2.9ሻ 

 

Le espressioni in coordinate cartesiane e sferiche di un campo vettoriale e di una forma differenziale sono: 

ቊ
ܺ ൌ ܺଵ߲ݔ ൅ ܺଶ߲ݕ ൅ ܺଷ߲ݖ
ܺ ൌ ܺ௥߲ݎ ൅ ܺఏ߲ߠ ൅ ܺథ߲߶

            ሺ2.10ሻ 

൜
ߙ ൌ ݔଵ݀ߙ ൅ ݕଶ݀ߙ ൅  ݖଷ݀ߙ
ߙ ൌ ݎ௥݀ߙ ൅ ߠఏ݀ߙ ൅ ߶థ݀ߙ             ሺ2.11ሻ 

 

2.2 Metrica Riemanniana 

Calcoliamo le espressioni della metrica e della forma volume nelle coordinate cartesiane e sferiche. 

Le espressioni in coordinate cartesiane e sferiche delle metriche covariante e controvariante sono: 

݃ ൌ ݔ݀ ٔ ݔ݀ ൅ ݕ݀ ٔ ݕ݀ ൅ ݖ݀ ٔ  ݖ݀
    ൌ ݎ݀ ٔ ݎ݀ ൅ ߠଶ݀ݎ ٔ ߠ݀ ൅ ߶݀ ߠଶ݊݅ݏଶݎ ٔ ݀߶            ሺ2.12ሻ 

ҧ݃ ൌ ݔ߲ ٔ ݔ߲ ൅ ݕ߲ ٔ ݕ߲ ൅ ݖ߲ ٔ  ݖ߲

    ൌ ݎ߲ ٔ ݎ߲ ൅
1
ଶݎ ߠ߲ ٔ ߠ߲ ൅

1
ߠଶ݊݅ݏଶݎ

߲߶ ٔ ߲߶            ሺ2.13ሻ 

In forma matriciale: 

                                                            
3 La (2.6) si ottiene dalla somma dei quadrati delle (2.3), (2.4) e (2.5). 



6 
 

ሺ݃௛௞ሻ ؠ ൭
݃௫௫ ݃௫௬ ݃௫௭
݃௬௫ ݃௬௬ ݃௬௭
݃௭௫ ݃௭௬ ݃௭௭

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱            ሺ2.14ሻ 

൫݃௜௝൯ ؠ ൭
݃௥௥ ݃௥ఏ ݃௥థ
݃ఏ௥ ݃ఏఏ ݃ఏథ
݃థ௥ ݃థఏ ݃థథ

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 ଶݎ 0
0 0 ߠଶ݊݅ݏଶݎ

൱            ሺ2.15ሻ 

 

La matrice inversa di g rappresenta la metrica controvariante: 

൫݃௛௞൯ ؠ ቌ
݃௫௫ ݃௫௬ ݃௫௭

݃௬௫ ݃௬௬ ݃௬௭

݃௭௫ ݃௭௬ ݃௭௭
ቍ ൌ ൭

1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱            ሺ2.16ሻ 

൫݃௜௝൯ ؠ ቌ
݃௥௥ ݃௥ఏ ݃௥థ

݃ఏ௥ ݃ఏఏ ݃ఏథ

݃థ௥ ݃థఏ ݃థథ
ቍ ൌ ቌ

1 0 0
0 ଶݎ /1 0
0 0 ߠଶ݊݅ݏଶݎ/1

ቍ            ሺ2.17ሻ 

Le espressioni della funzione metrica in componenti cartesiane e sferiche sono: 

ܩ ൌ
1
2

݃௛௞ݔሶ ௛ݔሶ ௞ ൌ
1
2

ሺݔሶ ଶ ൅ ሶݕ ଶ ൅  ሶଶሻݖ

    ൌ
1
2

݃௜௝ݕሶ ௜ݕሶ ௝ ൌ
1
2

൫ݎሶ ଶ ൅ ሶߠଶݎ ଶ ൅ ሶ߶ ߠଶ݊݅ݏଶݎ ଶ൯            ሺ2.18ሻ 

Le espressioni della forma volume associata all’orientazione scelta sono: 

ߟ ൌ ඥdetሺ݃௛௞ሻ ଵݔ݀ ר ଶݔ݀ ר ଷݔ݀ ൌ ݔ݀ ר ݕ݀ ר  ݖ݀

    ൌ ටdet൫݃௜௝൯ ଵݕ݀ ר ଶݕ݀ ר ଷݕ݀ ൌ ଶݎ sin ߠ ݎ݀ ר ߠ݀ ר ݀߶            ሺ2.19ሻ 

 

 

2.3 Connessione Riemanniana 

Negli spazi Euclidei, la connessione Riemanniana coincide con il differenziale standard dei campi vettoriali. I 
simboli di Christoffel  in coordinate cartesiane  sono nulli.  I coefficienti della connessione ׏,  in coordinate 
sferiche, si possono ricavare attraverso l’uso delle formule di Lagrange, a partire dalla funzione metrica. 

 

Le componenti dell’accelerazione in forma covariante si ottengono con la seguente espressione (formula di 
Lagrange): 

ܽ௜ ൌ
݀
ݐ݀

ܩ߲
ሶݕ߲ ௜

െ
ܩ߲
௜ݕ߲             ሺ2.20ሻ 
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In particolare, in coordinate sferiche: 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
௥ܽۓ ൌ

݀
ݐ݀

ܩ߲
ሶݎ߲

െ
ܩ߲
ݎ߲

ൌ ሷݎ െ ሶߠݎ ଶ െ ሶ߶ ߠଶ݊݅ݏ ݎ ଶ                                                

ܽఏ ൌ
݀
ݐ݀

ܩ߲
ሶߠ߲ െ

ܩ߲
ߠ߲

ൌ ሷߠଶݎ ൅ ሶߠሶݎݎ2 െ ሶ߶ ߠݏ݋ܿ ߠ݊݅ݏଶݎ ଶ                               

ܽథ ൌ
݀
ݐ݀

ܩ߲
߲߶ሶ െ

ܩ߲
߲߶

ൌ ሷ߶ ߠଶ݊݅ݏଶݎ ൅ ሶݎ ߠଶ݊݅ݏݎ2  ߶ሶ ൅ ሶ ߠ ߠ݊݅ݏ ߠݏ݋ଶܿݎ2 ߶ሶ

            ሺ2.21ሻ 

Pertanto, le componenti dell’accelerazione in forma controvariante sono date da: 

ܽ௜ ൌ ݃௜௝
௝ܽ            ሺ2.22ሻ 

൭
ܽ௥

ܽఏ

ܽథ
൱ ൌ ቌ

1 0 0
0 ଶݎ/1 0
0 0 ߠଶ݊݅ݏଶݎ/1

ቍ ൭
ܽ௥
ܽఏ
ܽథ

൱            ሺ2.23ሻ 

Cioè: 

ە
ۖ
۔

ۖ
௥ܽۓ ൌ ሷݎ െ ሶߠݎ ଶ െ ሶ߶ ߠଶ݊݅ݏ ݎ ଶ      

ܽఏ ൌ ሷߠ ൅
2
ݎ

ሶߠሶݎ െ ሶ߶ ߠݏ݋ܿ ߠ݊݅ݏ ଶ

ܽథ ൌ ߶ሷ ൅
2
ݎ

ሶݎ  ߶ሶ ൅ 2
ߠݏ݋ܿ
ߠ݊݅ݏ

ሶ ߠ  ߶ሶ  

            ሺ2.27ሻ 

Dalle formule precedenti, otteniamo i seguenti simboli di Christoffel non nulli: 

ఏఏ߁
௥ ൌ െݎ

థథ߁
௥ ൌ െ݊݅ݏ ݎଶߠ

௥ఏ߁
ఏ ൌ ఏ௥߁

ఏ ൌ
1
ݎ

థథ߁
ఏ ൌ െߠݏ݋ܿ ߠ݊݅ݏ

௥థ߁
థ ൌ థ௥߁

థ ൌ
1
ݎ

ఏథ߁
థ ൌ థఏ߁

థ ൌ
ߠݏ݋ܿ
ߠ݊݅ݏ

            ሺ2.28ሻ 

La curvatura Riemanniana dello spazio Euclideo è nulla, poiché tale quantità è un tensore: se è nullo in un 
sistema di riferimento (quello cartesiano), esso è nullo in tutti gli altri. 
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3. Geometria della sfera come sottovarietà dello spazio ambiente 

Consideriamo la sfera 

݆: ܵ մ  ሺ3.1ሻ            ܧ

di  centro ݋ א  e ܧ raggio ܴ ൐ 0.  Essa  è  una  sottovarietà  dello  spazio  euclideo  E,  più  precisamente  una 
ipersuperficie, poiché la sua dimensione è 2 (cioè dim(E) – 1). 

Il sistema di coordinate sferiche è adattato alla sottovarietà e, d’ora in poi, utilizzeremo questo sistema per 
i  calcoli.  Più  precisamente, ݎ è  la  coordinata  vincolare  (e  il  vincolo  è ݎ ൌ ܴ)  e ߠ e ߶ sono  le  coordinate 
lagrangiane. 

La carta adattata ሺݎ, ,ߠ ߶ሻ soddisfa l’utile proprietà: 

ሺ߲ݎሻ ל ݆: ܵ ՜ ܶܵୄ            ሺ3.2ሻ 

 

3.1 Metrica della sottovarietà 

La metrica Riemanniana dello spazio ambiente induce una metrica sulla sottovarietà. In forma matriciale la 
sottometrica è rappresentata dalla sottomatrice corrispondente alle coordinate Lagrangiane (cioè, tutte le 
coordinate eccetto quelle vincolari). 

La metrica indotta sulla sottovarietà è, in forma covariante e controvariante: 

݃ற ൌ ܴଶ൫݀ߠற ٔ றߠ݀ ൅ ற ݀߶றߠଶ݊݅ݏ ٔ ݀߶ற൯            ሺ3.3ሻ 

ҧ݃ற ൌ
1

ܴଶ ൬߲ߠற ٔ றߠ߲ ൅
1

றߠଶ݊݅ݏ ߲߶ற ٔ ߲߶ற൰            ሺ3.4ሻ 

Ovvero, in forma matriciale: 

൫݃௜௝൯ற ؠ ቀ
݃ఏఏ ݃ఏథ
݃థఏ ݃థథ

ቁ ൌ ൬ܴଶ 0
0 ܴଶ݊݅ݏଶߠற൰            ሺ3.5ሻ 

൫݃௜௝൯ற ؠ ቆ݃ఏఏ ݃ఏథ

݃థఏ ݃థథቇ ൌ ቆ
1/ ܴଶ 0

0 1/ܴଶ݊݅ݏଶߠறቇ            ሺ3.6ሻ 

La funzione metrica, riferita alla sottovarietà, è: 

றܩ ൌ
1
2

ܴଶ ቀߠறሶ ଶ
൅ ற ߶றሶߠଶ݊݅ݏ ଶ

ቁ            ሺ3.7ሻ 

La  forma  volume  della  sfera  relativa  alla metrica  indotta  ed  all’orientazione  indotta  (cioè  l’orientazione 
indotta dal sistema di coordinate lagrangiane scelto) è: 

றߟ ൌ ܴଶ sin றߠ றߠ݀ ר ݀߶ற            ሺ3.8ሻ 
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3.2 Versore normale 

Decomponiamo lo spazio tangente dello spazio ambiente nei punti della sfera nella somma diretta: 

ௌܶܧ ൌ ܶܵ ۩ ܶܵୄ            ሺ3.9ሻ 

Dove ܶܵ è lo spazio tangente alla sfera e ܶܵୄ è la componente di  ௌܶܧ ortogonale a ܶܵ. 

Consideriamo il versore normale uscente: 

݊: ܵ ՜ ܶܵୄ            ሺ3.10ሻ 

Tale campo vettoriale è definito, globalmente, dall’espressione seguente: 

݊ ൌ  ሺ3.11ሻ            ݎ߲

Utilizzando il sistema di coordinate (2.2) ristretto ad S, cioè: 

ܻற ൌ ൫ߠற, ߶ற൯: ܵ ՜ Թଶ            ሺ3.12ሻ 

la base indotta è 

൛ ҧ߲ఏ, ҧ߲థ, ത݊ൟ            ሺ3.13ሻ 

 

3.3 Tensore di Weingarten e seconda forma fondamentale 

A questo punto, possiamo definire il tensore di Weingarten e la seconda forma fondamentale. 

Il tensore di Weingarten è, per definizione, il tensore (1,1): 

ܮ ؔ :݊צ׏ ܶܵ ՜ ܶܵ: ܺ ฽  ௑݊            ሺ3.14ሻ׏

Quindi, per la (3.11), abbiamo: 

ሺܮሻ௛
௞ ൌ ሺݎ߲ߘሻ௛

௞            ሺ3.15ሻ 

La derivata  covariante del vettore  tangente ad una  curva  coordinata è esprimibile mediante  i  simboli di 
Christoffel. Dalla formula generale: 

ሺݕ߲ߘ௜ሻ: ൌ ෍ Γ௜௞
௛ ௞ݕ݀  ٔ ௛ݕ߲

௛௞

            ሺ3.16ሻ 

otteniamo: 

ሺݕ߲ߘ௥ሻ ൌ ෍ Γ௥௞
௛ ௞ݕ݀  ٔ ௛ݕ߲

௛௞

ൌ Γ௥ఏ
ఏ ఏݕ݀  ٔ ఏݕ߲ ൅ Γ௥థ

థ థݕ݀  ٔ  థ            ሺ3.17ሻݕ߲

cioè, 
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ܮ ൌ ሺݎ߲ߘሻ ൌ
1
ܴ

 ்݅݀ௌ 

                     ൌ
1
ܴ

൫݀ߠற ٔ றߠ߲ ൅ ݀߶ற ٔ ߲߶ற൯            ሺ3.18ሻ 

 

 

La seconda forma fondamentale di S è la forma bilineare 

ܮ ൌ ݃ற௕ሺܮሻ            ሺ3.19ሻ 

cioè, in coordinate: 

ܮ ൌ
1
ܴ

݃ற 

    ൌ ܴ൫݀ߠற ٔ றߠ݀ ൅ ற ݀߶றߠଶ݊݅ݏ ٔ ݀߶ற൯            ሺ3.20ሻ 

In forma matriciale: 

൫ܮ൯௛௞ ൌ
1
ܴ

ቀ1 0
0 1ቁ ൬ܴଶ 0

0 ܴଶ݊݅ݏଶߠற൰ ൌ ܴ ቀ1 0
0  றቁ            ሺ3.21ሻߠଶ݊݅ݏ

Otteniamo quindi la curvatura media H e la curvatura totale K: 

ܪ ൌ ܮݎݐ ൌ
2
ܴ

ܭ                ൌ det ܮ ൌ
1

ܴଶ             ሺ3.22ሻ 

 

Definiamo ora il tensore di Gauss: 

ܰ ؠ :ୄ׏ ܶܵ ൈ ܶܵ ՜ ܶܵୄ: ሺܺ, ܻሻ ฽ ௑׏
ୄܻ            ሺ3.23ሻ 

Perciò, nel nostro caso, abbiamo: 

ܰ ൌ ෍ ௛ݕ݀ ٔ ௞ݕ݀ ٔ ሺΓ௛௞
௥ ௥ሻݕ߲

ଵஸ௛,௞ஸ௟

            ሺ3.24ሻ 

Cioè: 

ܰ ൌ Γఏఏ
௥ ఏݕ݀ ٔ ఏݕ݀ ٔ ௥ݕ߲ ൅ Γథథ

௥ థݕ݀ ٔ థݕ݀ ٔ  ௥ݕ߲
     ൌ െܴ ݀ߠ ٔ ߠ݀ ٔ ݎ߲ െ ߶݀ ߠଶ݊݅ݏܴ ٔ ݀߶ ٔ  ݎ߲

     ൌ െ
1
ܴ

݃ற ٔ ݊ 

     ൌ െܮ ٔ ݊            ሺ3.25ሻ 

 

3.4 Connessione Riemanniana 

Ricaviamo, utilizzando le formule di Lagrange, i coefficienti di ׏ற. 
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La funzione metrica ristretta alla sottovarietà è (3.7): 

றܩ ൌ
1
2

ܴଶ ቀߠறሶ ଶ
൅ ற ߶றሶߠଶ݊݅ݏ ଶ

ቁ 

Allora possiamo scrivere 

ܽ௜
ற ൌ

݀
ݐ݀

றܩ߲

றሶݕ߲ ௜ െ
றܩ߲

ற௜ݕ߲             ሺ3.26ሻ 

Cioè: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ఏܽۓ

ற ൌ
݀
ݐ݀

றܩ߲

றሶߠ߲ െ
றܩ߲

றߠ߲ ൌ ܴଶ ቀߠறሷ െ ற ߶றሶߠݏ݋ܿ றߠ݊݅ݏ ଶ
ቁ                     

ܽథ
ற ൌ

݀
ݐ݀

றܩ߲

߲߶றሶ െ
றܩ߲

߲߶ற ൌ ܴଶ൫݊݅ݏଶߠற ߶றሷ ൅ ற ሶߠ றߠ݊݁ݏ றߠݏ݋2ܿ ߶றሶ ൯
            ሺ3.27ሻ 

Le componenti dell’accelerazione in forma controvariante sono: 

ܽ௜ற ൌ ݃ற ௜௝
௝ܽ
ற            ሺ3.28ሻ 

ossia: 

൬ܽఏற

ܽథற൰ ൌ ቆ
1/ܴଶ 0

0 1/ܴଶ݊݅ݏଶߠறቇ ൭
ܽఏ

ற

ܽథ
ற ൱            ሺ3.29ሻ 

Quindi: 

ܽఏற ൌ றሷߠ െ ற ߶றሶߠݏ݋ܿ றߠ݊݅ݏ ଶ
            ሺ3.30ሻ 

ܽథற ൌ ߶றሷ ൅ 2
றߠݏ݋ܿ

றߠ݊݅ݏ ற ሶߠ  ߶றሶ             ሺ3.31ሻ 

Dalle espressioni  (3.30) e  (3.31) si possono estrarre  i coefficienti della connessione Riemanniana ristretta 
alla sottovarietà S, cioè i simboli di Christoffel: 

థథ߁
ற ఏ ൌ െߠ݊݅ݏற ܿߠݏ݋ற

ఏథ߁
ற థ ൌ థఏ߁

ற థ ൌ
றߠݏ݋ܿ

றߠ݊݅ݏ

            ሺ3.32ሻ 

 

3.5 Curvatura Riemanniana 

La definizione generale del tensore di curvatura Riemanniana ࣬ற è: 

࣬றሺܺ, ܻ, ܼሻ ؠ ௒ܼ׏௑׏ െ ௑ܼ׏௒׏ െ  ሾ௑,௒ሿܼ            ሺ3.33ሻ׏

In componenti otteniamo: 
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࣬௜௝  ௞
ற ௛ ൌ ൫׏௜

ற׏௝
ற߲௞൯

௛
െ ൫׏௝

ற׏௜
ற߲௞൯

௛
            ሺ3.34ሻ 

Utilizziamo la seguente comoda uguaglianza, frutto di un teorema sulle ipersuperfici: 

࣬றሺܺ, ܻ; ܼሻ ൌ ,ሺܻܮ ܼሻܮሺܺሻ െ ,ሺܺܮ ܼሻܮሺܻሻ            ሺ3.35ሻ 

dove ܮ è la seconda forma fondamentale ed ܮ  è il tensore di Weingarten. 

 

In coordinate: 

࣬ற ൌ 2൫݊݅ݏଶߠற ݀ߠற ר ݀߶ற ٔ றߠ߲ ٔ ݀߶ற െ றߠ݀ ר ݀߶ற ٔ ߲߶ற ٔ  ற൯            ሺ3.36ሻߠ݀

L’espressione covariante del tensore di curvatura Riemanniana è, in coordinate: 

࣬ற ൌ 4 ܴଶ ݊݅ݏଶߠற ݀ߠற ר ݀߶ற ٔ றߠ݀ ר ݀߶ற            ሺ3.37ሻ 

Confrontando le due uguaglianze: 

றߟ ൌ ܴଶߠ ݊݅ݏற ݀ߠற ר ݀߶ற 

࣬ற ൌ 4 ܴଶ ݊݅ݏଶߠற ݀ߠற ר ݀߶ற ٔ றߠ݀ ר ݀߶ற 

Otteniamo: 

࣬ற ൌ
4

ܴଶ ൫ߟற ٔ  ற൯            ሺ3.38ሻߟ

 

3.6 Tensore di Ricci e curvatura scalare 

L’espressione in coordinate del tensore di Ricci è: 

றݎ ൌ ற ݀߶றߠଶ݊݅ݏ ٔ ݀߶ற ൅ றߠ݀ ٔ  ற            ሺ3.39ሻߠ݀

La curvatura scalare Riemanniana è: 

றۄݎۃ ൌ
2

ܴଶ             ሺ3.40ሻ 

Inoltre, poiché dim S = 2, abbiamo: 

࣬ற ൌ றߟற ൫ۄݎۃ2 ٔ  ற൯ߟ

       ൌ
4

ܴଶ ൫ߟற ٔ  ற൯            ሺ3.41ሻߟ

றݎ ൌ
1
2

ற݃றۄݎۃ ൌ
1

ܴଶ ݃ற            ሺ3.42ሻ 

Nel caso delle ipersuperfici, possiamo confrontare la curvatura totale ܭ ൌ 1/ܴଶ con la curvatura scalare, 
ottenendo l’uguaglianza: 
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ܭ ൌ
1
2

 ற            ሺ3.43ሻۄݎۃ
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4. Studio meccanico della calotta sferica 

In questo capitolo faremo riferimento alla teoria esposta in “A short introduction to linear shell theory”, di 
E. Marino (2009). 

 

4.1 Descrizione geometrica 

Consideriamo  la  calotta  come  un  continuo ܵሺߝሻ di  spessore 2ߝ, modellato  su  una  superficie ܵ immersa 
nello spazio Euclideo ܧ. 

La calotta sferica è un guscio modellato su una porzione di sfera avente raggio ܴ ed apertura π/2. 

Tale calotta è descritta per mezzo del sistema di coordinate 

ሼݕఈ, :ሽߦ ܵሺߝሻ ՜ Թଷ            ሺ4.1ሻ 

Ciascun punto כ݌ א ܵሺߝሻ contenuto nello spessore del continuo è definito mediante la sua quota ߦ e la sua 
proiezione ortogonale ݌ א ܵ. 

Le quantità accompagnate dal simbolo * sono riferite al continuo S(ε). 

 

[fig. 4.1 – Sistemi di coordinate per lo studio della calotta piena d’acqua] 

 

 

 

 

 

4.2 Ipotesi generali 

Le ipotesi generali su cui è basata la teoria dei gusci trattata sono le seguenti: 

1) Il guscio è sufficientemente sottile, cioè: 
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ߝ2
ܴ

ا 1 

dove ܴ è il raggio della sfera. 
 

2) (Teoria lineare) Gli spostamenti e le deformazioni sono infinitesimi, e perciò l’equilibrio può essere 
scritto in configurazione indeformata. 
 

3) Le  fibre  lungo  la  coordinata ߦ non  subiscono  contrazioni  o  estensioni  durante  la  deformazione. 
Perciò ߦ rimane costante in seguito alla deformazione. 
 

4) (Teoria di Kirchhoff‐Love) Gli elementi di linea normali alla superficie del guscio rimangono normali 
anche in seguito alla deformazione; ossia, si trascurano le deformazioni a taglio. 

 

 

4.3 Cinematica del guscio 

Supponiamo che la sfera venga trasformata in una nuova ipersuperficie ܵԢ: 

ܵ
௙
՜ ܵԢ            ሺ4.2ሻ 

con ݂ א  :ஶ. Definiamoܥ

:ҧݎ ܵ ՜ തܲ: ݌ ฽ ݌ െ ݋
:ҧݒ ܵ ՜ തܲ: ݌ ฽ ݂ሺ݌ሻ െ ݌

            ሺ4.3ሻ 

con ݒҧ campo piccolo. 

In vista del fatto che nella statica della sfera considereremo uno stato membranale di sforzo,si trascurano le 
deformazioni correlate ai momenti  flettenti. Per  il calcolo dello stato di sforzo  interno è  richiesta solo  la 

conoscenza del tensore di deformazione relativa all’allungamento α: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ఏఏߙۓ ൌ ఏ,ఏݒ ൅                                                    కݒ ܴ

థథߙ ൌ థ,థݒ ൅ sin றߠ cos றߠ ఏݒ ൅ కݒ றߠଶ݊݅ݏ ܴ

థఏߙ ൌ
1
2

൫ݒఏ,థ ൅ థ,ఏ൯ݒ െ
றߠଷݏ݋ܿ

sin றߠ                   థݒ

            ሺ4.4ሻ 

dove4 

ఈఉߙ ൌ
1
2

ൣ ҧ߲ఈ೏ · ҧ߲ఉ೏ െ ҧ߲ఈ · ҧ߲ఉ൧ ൌ
1
2

ൣ݃ఈఉ೏ െ ݃ఈఉ൧            ሺ4.5ሻ 

                                                            
4 Gli indici α,β si riferiscono alle sole coordinate ߠற, ߶ற. 
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Nella  (4.5)  i  termini  col  pedice  d  sono  riferiti  alla  configurazione  deformata.  Nel  caso  di  deformazioni 
infinitesime, la (4.5) diventa: 

ఈఉߙ ൌ
1
2

൫ݒఈ|ఉ ൅ ఉ|ఈݒ ൅  ఈఉ൯            ሺ4.6ሻܮకݒ2

Il passaggio dalla  (4.5) alla  (4.6) è dovuto all’ipotesi di deformazioni  infinitesime. Sia ݎҧ il campo vettoriale 

indicante la posizione iniziale dei punti del guscio (configurazione indeformata) e ݒҧ ؠ ൫ݒఏ, ,థݒ  క൯ il campoݒ

di spostamenti; otteniamo il tensore: 

݃ఈఉ೏ ൌ ҧ߲ఈሺݎҧ ൅ ҧሻݒ · ҧ߲ఉሺݎҧ ൅  ҧሻݒ
          ൌ ൫ ҧ߲ఈ ൅ ҧ൯ݒఈ׏ · ൫ ҧ߲ఉ ൅  ҧ൯ݒఉ׏
          ൌ ൫ ҧ߲ఈ · ҧ߲ఉ ൅ ҧ߲ఈ · ҧݒఉ׏ ൅ ҧ߲ఉ · ҧݒఈ׏ ൅ ҧݒఈ׏ ·  ҧ൯ݒఉ׏
          ؄ ൫ ҧ߲ఈ · ҧ߲ఉ ൅ ҧ߲ఈ · ҧݒఉ׏ ൅ ҧ߲ఉ ·  ҧ൯                                    ሺ4.7ሻݒఈ׏

dove l’ultimo passaggio è dovuto all’ipotesi di deformazioni infinitesime (che porta a trascurare i termini del 
secondo ordine). Sostituendo la (4.7) nella (4.5), otteniamo: 

ఈఉߙ ൌ
1
2

ൣ ҧ߲ఈ · ҧݒఉ׏ ൅ ҧ߲ఉ ·  ҧ൧            ሺ4.8ሻݒఈ׏

dove 

ҧݒఈ׏ ൌ ቀݒ|ఈ
ఊ ൅ ఈܮకݒ

ఊ ቁ ҧ߲ఊ ൅ ቀݒ|ఈ
క െ ఈఊቁܮఊݒ ത݊            ሺ4.9ሻ 

ఈ|ݒ
ఊ ൌ ఈ,ݒ

ఊ ൅ ఠΓఈఠݒ
ఊ             ሺ4.10ሻ 

Nella  (4.9)  è  stato  esplicitato  lo  splitting  della  derivata  covariante  nelle  sue  componenti  parallela  ed 
ortogonale. Perciò, sostituendo la (4.9) nella (4.6), abbiamo: 

ఈఉߙ ൌ
1
2

ൣ ҧ߲ఈ · ҧݒఉ׏ ൅ ҧ߲ఉ ·  ҧ൧ݒఈ׏

ൌ
1
2

ቂ ҧ߲ఈ · ൬ቀݒ|ఉ
ఊ ൅ ఉܮకݒ

ఊ ቁ ҧ߲ఊ ൅ ቀݒ|ఉ
క െ ఉఊቁܮఊݒ ത݊൰ ൅ ҧ߲ఉ · ൬ቀݒ|ఈ

ఊ ൅ ఈܮకݒ
ఊ ቁ ҧ߲ఊ ൅ ቀݒ|ఈ

క െ ఈఊቁܮఊݒ ത݊൰ቃ 

ൌ
1
2

ቂߜఈఊ ቀݒ|ఉ
ఊ ൅ ఉܮకݒ

ఊ ቁ ൅ ఈఊߜ ቀݒ|ఈ
ఊ ൅ ఈܮకݒ

ఊ ቁቃ 

ൌ
1
2

ఈ|ఉݒൣ ൅ ఉ|ఈݒ ൅ ఈఉܮకݒ ൅                ఉఈ൧ܮకݒ

da cui, sfruttando la simmetria della seconda forma fondamentale, si ottiene la (4.6). Dalla formula (4.6) si 
ottengono le (4.4), utilizzando i risultati del capitolo 3. 

Infatti, relativamente alla calotta sferica, abbiamo: 

ఏఏߙ ൌ
1
2

൫ݒఏ|ఏ ൅ ఏ|ఏݒ ൅  ఏఏ൯ܮకݒ2
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        ൌ ఏ|ఏݒ ൅  కݒ ܴ
        ൌ ൫ݒఏ,ఏ ൅ Γఏఠ

ఏ ఠ൯ݒ ൅  కݒ ܴ
        ൌ ఏ,ఏݒ ൅ కݒ ܴ  

 

థథߙ ൌ
1
2

൫ݒథ|థ ൅ థ|థݒ ൅  థథ൯ܮకݒ2

         ൌ థ|థݒ ൅  కݒ றߠଶ݊݅ݏ ܴ

         ൌ ቀݒథ,థ ൅ Γథఠ
థ ఠቁݒ ൅  కݒ றߠଶ݊݅ݏ ܴ

         ൌ థ,థݒ ൅ ఏݒ றߠ݊݅ݏ றߠݏ݋ܿ ൅ కݒ றߠଶ݊݅ݏ ܴ  

  

థఏߙ ൌ
1
2

൫ݒఏ|థ ൅ థ|ఏݒ ൅  థఏ൯ܮకݒ2

         ൌ
1
2

൫ݒథ|ఏ ൅  ఏ|థ൯ݒ

         ൌ
1
2

ቀݒథ,ఏ ൅ Γఏఠ
థ ఠݒ ൅ ఏ,థݒ ൅ Γథఠ

ఏ  ఠቁݒ

         ൌ
1
2

ቆݒథ,ఏ ൅ ఏ,థݒ െ థݒ றߠݏ݋ܿ றߠ݊݅ݏ ൅
றߠݏ݋ܿ

றߠ݊݅ݏ  థቇݒ

         ൌ
1
2

൫ݒథ,ఏ ൅ ఏ,థ൯ݒ െ
றߠଷݏ݋ܿ

றߠ݊݅ݏ  థݒ

 

 

4.4 Equilibrio e leggi costitutive 

Le equazioni indefinite di equilibrio per un guscio in regime di membrana sono: 

ఈ׏
ற ܰఈఉ ൅ ఉݍ ൌ 0            ሺ4.11ሻ 

െܮఈఊܰఈఊ ൅ కݍ ൌ 0            ሺ4.12ሻ 

றߟ
ఈఉܰఈఉ ൌ 0            ሺ4.13ሻ 

La  (4.11)  rappresenta  l’equilibrio  delle  forze  lungo  il  piano  tangente  alla  calotta  sferica;  la  (4.12)  è 

l’equilibrio lungo  ത݊ e la (4.13) esprime l’equilibrio alla rotazione; ߟற
ఈఉ è la forma volume del guscio (§ 3.1). 

Possiamo scrivere: 

ఈ׏
ற ܰఈఉ ൌ ,ܰఈ

ఈఉ ൅ Γఈఊ
ఈ ܰఊఉ ൅ Γఈఊ

ఉ ܰఈఊ            ሺ4.14ሻ 

La (4.13) diventa: 

றߟ
ఏథܰథఏ ൅ றߟ

థఏܰఏథ ൌ 0            ሺ4.15ሻ 
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Ossia: 

ܰథఏ െ ܰఏథ ൌ 0 ՜ ܰథఏ ൌ ܰఏథ            ሺ4.16ሻ 

 

Le equazioni indefinite di equilibrio (4.11) e (4.12), nel caso della calotta sferica, sono: 

ە
۔

ۓ ,ܰఏ
ఏఏ ൅ ,ܰథ

థఏ ൅ Γథఏ
థ ܰఏథ ൅ Γథఏ

థ ܰథఏ ൅ ఏݍ ൌ 0                      

,ܰథ
థథ ൅ Γథఏ

థ ܰఏథ ൅ Γథఏ
థ ܰథఏ ൅ ,ܰఏ

ఏథ ൅ Γథథ
ఏ ܰథథ ൅ థݍ ൌ 0

ఏఏܰఏఏܮ ൅ థథܰథథܮ െ కݍ ൌ 0                                                 

            ሺ4.17ሻ 

Sostituendo i vari termini, otteniamo: 

ە
۔

ۓ ,ܰఏ
ఏఏ ൅ ,ܰథ

థఏ ൅ றܰఏఏߠݐ݋ܿ െ றܰథథߠݏ݋றܿߠ݊݅ݏ ൅ ఏݍ ൌ 0   

ܴ ܰఏఏ ൅ றܰథథߠଶ݊݅ݏ ܴ െ కݍ ൌ 0                                            

,ܰఏ
థఏ ൅ ,ܰఏ

ఏథ ൅ றܰథఏߠݐ݋3ܿ ൅ థݍ ൌ 0                                     
            ሺ4.18ሻ 

 

Le equazioni costitutive sono: 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ܰథథ ൌ

ܦ
ܴସ ቂ൫ݒఏ,ఏ ൅ క൯ݒ ܴ ൅

ߥ
றߠଶ݊݅ݏ ൫ݒథ,థ ൅ sin றߠ cos றߠ ఏݒ ൅               క൯ቃݒ றߠଶ݊݅ݏ ܴ

ܰఏఏ ൌ
ܦ

ܴସ݊݅ݏଶߠற ൤
1

றߠଶ݊݅ݏ ൫ݒథ,థ ൅ sin றߠ cos றߠ ఏݒ ൅ క൯ݒ றߠଶ݊݅ݏ ܴ ൅ ఏ,ఏݒ൫ߥ ൅ క൯൨ݒ ܴ

ܰథఏ ൌ ܦ ቈ
1 െ ߥ

ܴସ݊݅ݏଶߠற ቆ
1
2

൫ݒఏ,థ ൅ థ,ఏ൯ݒ െ
cosଷߠற

sin றߠ                                                               థቇ቉ݒ

            ሺ4.19ሻ 

dove: 

ܦ ൌ
ሻߝሺ2ܧ
1 െ ଶߥ             ሺ4.20ሻ 

 

 

4.5 Analisi dei carichi 

Consideriamo la caratteristica di sollecitazione relativa a un elemento di area infinitesimo: 

ܰழఈఉவ ൌ
ܰఈఉ

ห݀ఈหห݀ఉห
ൌ ܰఈఉห ҧ߲ఈหห ҧ߲ఉห            ሺ4.21ሻ 

Ossia: 

ܰழఏఏவ ൌ ܴଶ ܰఏఏ  

ܰழథథவ ൌ ܴଶ݊݅ݏଶߠற ܰథథ 
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Le componenti fisiche delle forze sono, invece: 

ழఈவݍ ൌ
ఈݍ

ห݀ఈห
ൌ ఈหݍ ҧ߲ఈห            ሺ4.22ሻ 

Consideriamo il peso proprio della struttura (carico verticale): 

തݍ ൌ ௭ݍ ҧ݁௭            ሺ4.23ሻ 

dove: 

௭ݍ ൌ  ௠            ሺ4.24ሻߛ ߝ2

con 2ߝ spessore della calotta e ߛ௠ peso specifico del materiale della calotta. 

Le componenti del peso proprio rispetto alla base locale sono: 

ழఏவݍ ൌ ఏݍܴ ൌ െܴݍ௭ߠ݊݅ݏற            ሺ4.25ሻ 

ழకவݍ
௣ ൌ కݍ

௣ ൌ  ற            ሺ4.26ሻߠݏ݋௭ܿݍ

l carico dell’acqua è idrostatico, diretto nella direzione radiale della calotta: 

ழకவݍ
௪ ൌ ௪ݍ

క ൌ  ற            ሺ4.27ሻߠݏ݋௪ܴܿߛ

dove ߛ௪ è il peso specifico dell’acqua. 

La componente radiale totale del carico è, dunque: 

ழకவݍ ൌ ௪ݍ
క ൅ కݍ

௣ ൌ ሺߛ௪ܴ ൅ றߠݏ݋௠ሻܿߛ ߝ2 ൌ ሺߛ௪ܴ ൅  ற            ሺ4.28ሻߠݏ݋௭ሻܿݍ

Perciò 

ழ வݍ ൌ ሺߛ௪ܴ ൅ ற ത݊ߠݏ݋௭ሻܿݍ െ றߠ݊݅ݏ௭ݍ ҧ߲ߠ            ሺ4.29ሻ 

Risolviamo la seconda equazione di equilibrio (4.18): 

ܰழఏఏவ

ܴ
൅

ܰழథథவ

ܴ
െ ழకவݍ ൌ 0 

in funzione di ܰழథథவ: 

ܰழథథவ ൌ ழకவݍ ܴ െ ܰழఏఏவ            ሺ4.30ሻ 
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La prima equazione delle (4.18) diventa, tenendo conto della (4.21): 

ቆ
ܰழఏఏவ

ܴଶ ቇ
,ఏ

൅ றߠݐ݋ܿ ܰழఏఏவ

ܴଶ െ றߠݐ݋ܿ ܰழథథவ

ܴଶ  ൅
ழఏவݍ

ܴ
ൌ 0 

Ossia, sostituendo la (4.30): 

൫ܰழఏఏவ൯,ఏ ൅ ற ܰழఏఏவߠݐ݋ܿ െ ற ܰழథథவߠݐ݋ܿ  ൅ ழఏவݍ ܴ ൌ 

ൌ ൫ܰழఏఏவ൯,ఏ ൅ ற ܰழఏఏவߠݐ݋ܿ െ ழకவݍ ற ൫ܴߠݐ݋ܿ െ ܰழఏఏவ൯  ൅ ழఏவݍ ܴ ൌ 

ൌ ൫ܰழఏఏவ൯,ఏ ൅ ற ܰழఏఏவߠݐ݋2ܿ  ൅ ܴ ൫ݍழఏவ െ ழకவ൯ݍ றߠݐ݋ܿ  ൌ 0                   ሺ4.31ሻ 

Sostituendo nella (4.31) le espressioni (4.25) e (4.28) dei carichi, otteniamo: 

൫ܰழఏఏவ൯,ఏ ൅ ற ܰழఏఏவߠݐ݋2ܿ ൌ ܴ ቀ2ߛ ߝ௠ߠ݊݅ݏற ൅ ௪ܴߛற ሺߠݏ݋றܿߠݐ݋ܿ  ൅  ௠ሻቁ                   ሺ4.32ሻߛ ߝ2

La (4.32) è un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine, risolvendo la quale si ottiene ܰழఏఏவ 

(sforzo di meridiano). Premoltiplicando a sinistra e a destra dell’uguale per ݊݅ݏଶߠற si ottiene: 

ற ൫ܰழఏఏவ൯,ఏߠଶ݊݅ݏ ൅ ற ܰழఏఏவߠݏ݋ܿ றߠ݊݅ݏ2

ൌ ܴ ቀ2ߛ ߝ௠ ݊݅ݏଷߠற ൅ ௪ܴߛற ሺߠଶݏ݋றܿߠ݊݅ݏ ൅  ௠ሻቁ                   ሺ4.33ሻߛ ߝ2

Ossia: 

 ൫݊݅ݏଶߠற ܰழఏఏவ൯,ఏ ൌ ܴ ቀ2ߛ ߝ௠ ݊݅ݏଷߠற ൅ ௪ܴߛற ሺߠଶݏ݋றܿߠ݊݅ݏ ൅  ௠ሻቁ                   ሺ4.34ሻߛ ߝ2

Integriamo la 4.33 una porzione di calotta sferica compresa fra l’angolo ߠற ൌ 0 e ߠற ൌ  :ߠ

ழఏఏவܰ ߠଶ݊݅ݏ ൌ ܴ න ቀݍ௭ ݊݅ݏଶߠற ൅ ௪ܴߛற ሺߠଶݏ݋ܿ ൅ ௭ሻቁݍ
ఏ

଴
 றߠ݀ றߠ݊݅ݏ

ൌ ܴ න ௭ݍൣ ൅ ற൧ߠଶݏ݋ܿ ௪ܴߛ
ఏ

଴
 றߠ݀ றߠ݊݅ݏ

ൌ െܴݍ௭ൣܿߠݏ݋ற൧଴
ఏ ൅ ௪ܴଶߛ න ൫ܿݏ݋ଶߠறߠ݊݅ݏற൯

ఏ

଴
 றߠ݀ 

ൌ ௭ሺ1ݍܴ െ ሻߠݏ݋ܿ ൅ ௪ܴଶߛ ቈ൬െ
1
3

ற൰ߠଷݏ݋ܿ
଴

ఏ
቉ 

ൌ ௭ሺ1ݍܴ െ ሻߠݏ݋ܿ ൅
௪ܴଶߛ

3
ሾ1 െ  ሿߠଷݏ݋ܿ

Si può scrivere: 

ܰழఏఏவ ൌ ௭ݍܴ ሺ1 െ ሻߠݏ݋ܿ
ߠଶ݊݅ݏ

൅
௪ܴଶߛ

3
ሺ1 െ ሻߠଷݏ݋ܿ

ߠଶ݊݅ݏ
  

ൌ
௭ݍܴ

ሺ1 ൅ ሻߠݏ݋ܿ ൅
௪ܴଶߛ

3
ሾ

1
ሺ1 ൅ ሻߠݏ݋ܿ ൅ cosߠሿ 
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ൌ
௠ܴߛ ߝ2

ሺ1 ൅ ሻߠݏ݋ܿ ൅
௪ܴଶߛ

3
ሾ

1
ሺ1 ൅ cos ሻߠ

൅ cos  ሿ                   ሺ4.35ሻߠ

ܰழథథவ (sforzo di parallelo) si ottiene sostituendo ܰழఏఏவ nella (4.30). 

ܰழథథவ ൌ ܴሺߛ௪ܴ ൅ ߠݏ݋௭ሻܿݍ െ
௭ݍܴ

ሺ1 ൅ ሻߠݏ݋ܿ െ
௪ܴଶߛ

3
ሾ

1
ሺ1 ൅ cos ሻߠ

൅ cos  ሿߠ

ൌ െܴݍ௭ ቆ
ߠଶ݊݅ݏ െ ߠݏ݋ܿ

1 ൅ ߠݏ݋ܿ
ቇ െ

௪ܴଶߛ

3
ሾ

1
ሺ1 ൅ cos ሻߠ

െ 2cos  ሿ            ሺ4.36ሻߠ

Si noti che nel caso in cui ߛ௪ ൌ 0 (assenza di acqua), le (4.35) e (4.36) coincidono con la soluzione classica di 
calotta sottoposta al solo peso proprio. 

La distribuzione dell’andamento degli sforzi è illustrata nel seguente grafico: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[fig. 4.2 –Grafico andamento degli sforzi] 

 

In cui gli sforzi assumono i seguenti valori al variare di q: 

 q=0 q=p/2 

Nqq ߛߝ௠ܴ ൅
௪ܴଶߛ

2
௠ܴߛߝ2  ൅

௪ܴଶߛ

3
 

Nff ߛߝ௠ܴ ൅
௪ܴଶߛ

2
 െሺ2ߛߝ௠ܴ ൅

௪ܴଶߛ

3
ሻ 
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