ELLISSOIDE

INTRODUZIONE

In geometria, pedllissoide si intende il tipo di quadrica che costituisce dlago tridimensionale della
ellisse nelle due dimensioni.
L'equazione dell'ellissoide standard in un sisteim@ordinate cartesiane Oxyz e:

XZ y2 Z2

a—z + ﬁ + C_2 =1.
dove a, b e c sono numeri reali positivi fissag determinano la forma dell'ellissoide.

Z

Se due di questi numeri sono uguali, I'ellissoid#ice sferoide o ellissoide di rotazione; se tattre
sono uguali, abbiamo una sfera.

Se ci limitiamo a considerare le possibilita cotiselaa > b > ¢, abbiamo la seguente casistica:
*a > b > c, si ha un ellissoide scaleno;

*a > b = c, si ha uno sferoide prolato (a forma di sigaro);

*a = b > c, si ha uno sferoide oblato (a forma di lenticghia

*a>b >c=0,sihaun ellissoide piatto (due ellissi incaat

*a = b = ¢, si ha una sfera, come gia segnalato.

Consideriamo uellissoide di rotazionéntorno all’asse z,

X2 + y2 Z2

=1
a? c?

e prendiamo in considerazione la varieta differalpii® Q che consiste nella parte superiore aperta

rispetto all'asse z.



L’equazione della sottovarieta Q € dunque

x2+y2 ZZ
+—==1, 0<z<c.

SPAZIO AMBIENTE

Sistemi di coordinate

Partiamo da un sistema di coordinate cartesiamgz , poi passiamo ad un sistemacdordinate

cilindriche p, ¢, z ed infine arriviamo ad usistema di coordinate adattato ¢, z, f.

Ricordiamo che il sistema di coordinatep, z ha una singolarita sostanzialmente patologicadung
I'asse z. Nello studio di tutte le formule successva escluso I'asse z.

Per studiare i fenomeni geometrici e fisici cheeayono lungo l'asse z, dovremo verificare caso per
caso che questi abbiano un limite ben definito doa avviciniamo all’asse z.

Definiamo la funzione



La sottovarieta Q € caratterizzata dal vincolo
f=1, O0<z<c.

Proposizione 1 taternag, z, f € unsistema di coordinate .

-Dimostrazione

Una condizione sufficiente & che la matrice Jagwbia

dp 0d¢p OJ¢

dp 0z dp 1 0 0

0z 0z 0z 0O 1 0
/=13 3 3 |~\of o o |

kaf of af) dp 0z dp

dp 0z dp

abbiarango = 3 su Q.
A tale scopo é sufficiente dimostrare (glﬁe# 0 suQ.

In effetti, abbiamo:

of

Frirrha 0 su Q (escluso il vertice) .

Pur essendo il vertice un punto singolare rispgteocoordinate, ¢, z, nello stesso, notz = ¢, f = 1,
possiamo ricavar@g = 0 (quindi questo non dipende ¢a.

Sulla nostra sottovarieta Q, la funzighe definita dappertutto.QED

Proposizione 2 H sistema di coordinate, z, f € unsistema di coordinate adattato.

-Dimostrazione

Il vincolo é caratterizzato df = 1 edf # 0 su Q. QED

Proposizione 3 La coppiag, z € un sistema dioordinate lagrangiane edf € lacoordinata

vincolare. O



Funzione metrica

Proposizione 4 ta funzione metrica espressa in coordinate canest data da:
1, . .
G =§(x2 +y2+22%).0
Proposizione 5 ta funzione metrica in coordinate cilindriche éadda:

1,. .
G=E(p2+p2(p2+z'2).

-Dimostrazione -

Tenendo conto delle seguenti funzioni di transieion

X = p cosQ X = pcose —pseng ¢
{y:psen(p {3’/ =psenp+pcospp
Z =2z Z=Z

otteniamo la seguente espressione

G =5 +p*p? +2%) . QED

Proposizione 6 -La funzione metrica in coordinate adattate & data

2 2.,

o)
I
N =

1 a , @tz 1 o z2 . a? - z?
Z.—sz ez 2| /it f_c_z L
f -2 f-=

-Dimostrazione —

2 2
Dobbiamo ricavarcp e ¢ dalla relazionef =2+ .
Abbiamo
ZZ
p=alf-=
e quindi :

ap .
p=gpf+

(f -

—+ 1| z2 .

Z
c2



Quindi sostituendo nell’espressione scritta prectgiaente, si ottiene

1. . .
G=5*+p*p?+2%) =

72

) z%\ . a? - z? 1 :
- fz+a® f_ﬁ 2%+ et —+ 1| z2.QED
f -2

f-%



Matrice della metrica

Proposizione 7 La matrice della metrica covariante nel sistemeodirdinate adattato e

1 a? 0 az-z_ 1
Y -5 2¢ -4
(9:) = 0 a2< —i—j) 0 m
az-z. 1 0 a zz_ 1 1
2¢ -4 ¢ -5

(g"™) =

Dimostrazione -

Data una matricéd) € R™ ™, conm = n = 3, invertibile:

A 11 A 12
f]. — fl 21 fl 29
_:431_ flgg

2z
o =
1
z2 0
-3
0 1
.:Ll 13
.:Ll 23
.:433



la sua inversa € la seguente

(I Agy Agy A Agg Aqo r’ll;a\

dot(A) | T |An As

dove

sono i complementi algebrici ¢A).

Nel nostro caso abbiamo che il determing| g;;] della matrice della metrice

1
l9,j] = det(gi;) = a at#0
La matrice della metrica € quindi invertib

Percio abbiamo

1 4 1 a’®
@™ =(9:;) =— 0 4 =
a (f - _2)
C
a*z 1
—_ 44
2¢2 0 3¢
472 4 72 27
/ 1 () B -
1 1




Per controllare la correttezza dei calcoli, vehi@no 'uguaglianza

(gij)(ghk) =) .

In effetti, abbiamo

1 a? a’-z 1 ) 2
/ 4 7?2 0 T2z z? \ i+i<f Z) 0
| f-=) -2 | ¢t a? c?
1 1
0 2 _i 0 0 —
| “V-a | “(r-2)
2
| a2z 1 a?-z? 1 | 2 ¢
\_ZCZ ’ 72 0 c 72 +1/\ i 0
f-= f-= c?

Inoltre verifichiamo l'uguaglianza
1
l9:j] = [g"F] -

In effetti, abbiamo

[gij] =—-a*, lg

e



Tensore metrico

Proposizione 9 L’espressione tensoriale della metrica covariagnte

2

e
(r-%)

2

df@df + [az (f - i—2>] dp®dg

a“-z 1
— 2c2. > (df®dz + dzQdf)
r-%)
a? - z2 1
+ p . P + 1| dzQdz .0

f-%

c?

Proposizione 10 L’'espressione tensoriale della metrica controveeia

a?

_ (4z% 4 z2 2z
g C—4+—<f—c—2> (0f @) - () (0f®dz + 02001) +

1 1
+|Z7——=<| (0p®dp) + (0zQ0dz) . O

“-%)



Forma volumen

Proposizione 11 ta forma volume (in forma covariante) espresseomrdinate adattate é

1
nzz-azdf/\d(p/\dz.

Dimostrazione -

Abbiamo
n= fdet(gi,-) df Adp Adz
dove
1 4
det(gij) = [gij] =3
Quindi

1 1
n= /Z.azt df/\d(p/\dzzz-azdf/\tkp/\dz .QED

Proposizione 12 La forma volume (in forma controvariante) espréasabordinate adattate e
2
n =;df/\d(p/\dz .

Dimostrazione -

Abbiamo
n = det(g") df Adg Adz
dove
det(g™) = [g"] = = .
Quindi

4 2
n= /F df Adg Ndz = —df Ndp Adz .QED

10



Accelerazione covariante

Proposizione 13 +’accelerazione covariante e

a? . a? ) a’z ) a’z
ar = S~ 2+ 2 f = N4
4\ f —-= z? 2 2c2(f -5
c2 8 f—C—2 2c? | f —= c2
[aZCZ (f - é) + azzz] 2
c? 52 _a g
4 z2\* 2 ‘
2c ( _C_2>
: 2z : 2
a, = —{Zazfq) ~ pz+2a? (f ——2> <p} ,
a’z . a’z ) a’z? 1] . a’z? .. a’z
a, = — —~f+ Sfi 4 |———t 3|2 — Sf2+—¢
202 (f - % 2 z? ct(f-Z) ? 4 z? ¢
c? 4c _C_2 c2 C f—c—z
2
azczz( — ﬁ) + a?z3
z2.
z2\?
(r-%)
Dimostrazione -
Secondo le formule di Lagrange, abbiamo
_d oG a6
YT dtaxl  oxt
quindi
. - 496 96
U =%t af or’
dove
oG 1)1 a? ; a’z 1
—==<= — = Z
0 22 z2 c? 72 ’
) r-%)

11



d G @ 2 a’z a’z

_ e @ . @
e L s T ) e )

ZZ
204(f—c—2)
aG a? 2 a’c?z g .2 a’c’z’® 2
ﬁz_ 22f 22f 2Y " e
z
8( _C_z) 204( —p) 208<f_c_2>
a2 a? . a’z : a’z 2
f = ZZf_ Zzzf 22f_Z 2y
A
2
e (f-B) e
2 (pZ
4 22\’ 2
(r-5)
° ia_G_a_G
" at agp o’
dove
06 _1( (7
dp 2 ¢ z)f ¢
d oG _1(_ , ’ 202 i
T il Gl LR Vi d [
26 _
dp
a2z . ?
a(p=—{2a2f<p— T pZ+2a? <f——2>¢}
° _ia_G_a_G
27 a4t 9z 8z’
dove
66_1 a’z 1 N 2a272 1 1
) c? z2 f c* z? it
f-z= f-=

12
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Accelerazione controvariante

Proposizione 14 +’accelerazione controvariante e

2
Z 2
C—2)+Z]

e 1 . 2z .'_Z[Cz(f_
af—f z(f_§>f2+cz(f_i_§)fz C4<
@® = ¢~ t [,

S
a? =z

Dimostrazione -

Zz>
2

=

c2

)

Abbiamo
a’ =gYaq;.
Calcolo di
. af:gffaf+ngaz;
le seguenti uguaglianze
4z% 4 z2 2z
9”%—4*;( 7)' 9=z
a’® . a? ) a’z . a’z
ar = sz_ 222f+ zzf_ , 72
Wr-%) s(r-%) (%) =(-%)
2.2 z? 2,2
a“c f—?+az , az'2
4 72\ 2 ¥
2C f—c—z

14



a’z . a’z ) a’z? 1 a’z? ., a’z
a, = — ~f+ sf ~+=|Z— sfZ+—¢
202 F =% 2 7?2 af_2 2 4 z2 ¢
c C2 4c (f—c—z) c f C2 C (f—c—z
72
[azczz( — —2) + QZZB]
c .2
2\ 2 |Z !
o
|_ c? J
implicano
2
Z[CZ( -z +22] 2
. 1 . 2z . 2 z
af=f——2f2+ ~fZ— ¢ > 22 =2 f—=|¢?
2 (-2 c2 f_Z_ c4 f_Z_ c?
c? c? c?
Calcolo di

« a¥=g*%a,;

le seguenti uguaglianze

g(p(p = ——1
aZ ZZ
f-=
1

ap, A2z o z%\ .
a(p=z 2a°f¢ — = Qpz+2a f_c_2 @

implicano

15



Calcolo di

* a’ =g*a, +gfzaf;

le seguenti uguaglianze

g% =1, g7 ==
a’z 2 ) a’z? 1 a’z? a’z
a; = — ~f+ 22f+ Py +§z— 22fz+ =@
2c2(f——2) 4c? f_Z_) c4( ——2> c4( _z
o2 c o2
2
|22 (f - i—z) + o273

implicano
a? =%. QED

16



Simboli di Christoffel

Proposizione 15 4 simboli di Christoffel non nulli sono

1
o _ o _
I}(P_F‘Pf_ z2\ ’
2(F %)
z
© _ o _
sz_rwz__ , 72\ '
(f %)
f_ pnf _ z
rzf I—]"z ) 72\ ’
(r %)
2
; —Z[CZ(f—i—z +zz]
I;, = .\ 72
C f—C—>

Dimostrazione -

Applicando la formula generale

1
pg. = Eghk(a,-g,-k +0;9ik — akgii) ’

otteniamo le seguenti uguaglianze

1 1
« Th =297 (0r957+0r9sr —8rgpr) +59" (05952 + 095 — 0:295y) -

Le seguenti uguaglianze

4z% 4 z? 1 a?® 2z
gffzc_4+?< _c_2> , - e gfz=c—2

17



Ifz - ' 2
2¢c z
f-=2
—a* a’z a’z
Oy =—— 2 O9ps =——— 32 0.9 = ek
+(r-%) 22 (f - %) 2c2(f - %)
implicano

o p _1
ry, = ng(aq)gw 00909 — a¢g<p<p) -

Le seguenti uguaglianze

1
gr? =—

ZZ
azm’ g<P<P:a2< _c_2> : 0pgpp =0,

implicano

¢ _
rl,=0.

1 1
* rgz = Egzz(azgzz + azgzz - azgzz) + E.ng(azng + azng - afgzz) :

Le seguenti uguaglianze

a? - 72 1 2z a’-z 1
gZZ=1 , 9zz = ct ) _ﬁ +1, ng_C_z' 9zf 2 2 ’ 72\ ’
c? f T2
2a%c*z(f _z + 2a%z3 —a’c?(f _Z) 2a*z*

2 2 — a2
0,977 = N ’ azng = N ’ afgzz = o 2
-5) w(r-5 (-5

c? c? c?

implicano

18



1 1
o =T, =59 (3,97+ 0195~ 090r) + 59" (00 9s: + 919z — 0:9:) -

Le seguenti uguaglianze

ff 4z% 4 7?2 1 a?
o =wrall-a) A Ny gor =0
CZ
a’-z 1 —a?
952 = "5z Pl Gpz =0, Obpr =—— 32 -
- +(r-%)
0p9rr =0, 0995z =0
implicano
1 —a?z?
f _ rf _
r(Pf - 1}40 - Z2 Z2 11
CD0-2)
C C

1 1
* ng; = Eg”(aq)g(pf +0p9pf — afgw) + ngz(aq)g(pz + 0090z~ azgwp) -

Le seguenti uguaglianze

P 4z2 4 z2 5 z?
9= tz\U =) 9o =4 \J = 2) 9or = 99z =0,
, 2a%z
Orgpp = a”, 0:9pp =~ o2
implicano

19



1
y F?f = ng(afgﬂp + 0595 — 0,9y7) -

Le seguenti uguaglianze

00 1 1 1 a?
g = 2 722\ 9rr = 4 22’
f-= f-=
implicano
Y _
iy =0

o _po _1
o Iy, =T, —§g¢(p(afg¢¢+a¢gf¢_a¢gf¢) -

Le seguenti uguaglianze

oo 1 1 5 z?
I CET A oo =\ = z)
(r-%)
Orgpy = a’
implicano
1
® _ o _
I}w - F<pf -

1
« I3 =Tg, = ng(azng + 00920~ 0,9:p) -

Le seguenti uguaglianze

oo _ 1 1 5 z?
ey 90 = \I =)
CZ
2a%z
02900 =~ 3
implicano
VA
¢ _ o _
Ip = Tpz = = , 72
C ( _C_Z

9re =0, 0p95r =0,
5o =0,
gz<p:0’

20



1
* rz(pz = Eg(p(p(azgzq) + azgzq) - a(pgzz) .

Le seguenti uguaglianze

vp _ 1 1 a? - z? 1
g =;—ZZ’ 9zz = p : ) +1, gZ(p=0;
r-2) V-e
a<,ogzz =0
implicano
I7=0.

1 1
* T =597(0,907+ 00905 —0180pp) + 397 (099 9 + 09802 — 0:94,) -

Le seguenti uguaglianze

zf — 2z — A2 Zz 72z — 1 — =0
g _C_z ’ Jpp = a _C_Z ’ g =1, Jof = Y9z =Y,
2a%z X
02909 = Tz OrGpp = @
implicano
Iz, =0.

1 1
¢ rz<pz = rg(p = Eng(a<png + azg(pf - afg(pz) + Egzz(a<pgzz + az.g<pz - azg(pz) .

Le seguenti uguaglianze

Zf_ZZ 3 a’-z 1 v _ 1 _a2-22 1 1
g _C2 ’ 9zr = 2 c2 (f_é ’ g =1, 9zz c (f_é )

c? 2
gqof:gqozzo;

a(png = a(,ogzz =0,

implicano

4, =T5=0.

21



1 1
* rlzrf =TI, = ngf(azgff + 019, — 05955) + ngz(azgfz + 019, — 0:9) -

Le seguenti uguaglianze

ff_4zz+4 z? 1 a? fZ_ZZ 3 a? - 72 1
g’ = c4 a? c2] gff_4 (f_£> ’ 9 T2 gzz_c4( _£> ’
c? c2
a’z 4252
0u9rr =2’ 9= 27"
2c2(f -5 -2
c? c2
implicano
f _ . Z
sz - I}Z - 72\ "
5
c
1 1
* r]zrz = ngf(azng + azng - afgzz) + ngz(azgzz + az.gzz - azgzz) .
Le seguenti uguaglianze
ir 4z% 4 < z? a’z a? - z2 1
g =TS\ =3 Gzr = — 2\ 9zz = 2 ’
c a c Z z
2e2(f - %) “(r-%)
2z
g’ = =
z? 42
—a’c? (f - C—2> — 2a?z* _a?z2 2a*c?z (f - ?> + 2a?z3
Z.ng = N ’ afgzz = —22 ’ aZ.gzz = N
(-3 “(-5) “(-5)
c2 c2 c2
implicano

22



1 1
* F]z“z = Fgf = Eng(afng + azgff - afng) + Egzz(afgzz + azgfz - azgfz) :

Le seguenti uguaglianze

o _ 22 a’-z 1 1 a? ZZ
g =c_2' ng=—zcz' PN .gff=Z'—Z2; g¥ =1,
r-%) r-%)
AL
Yzz = 2 )
Z
“(r-%)
a’z _a2z2
0u9rr = — 2 Or Gz N
22 (f - %) (r-%)
implicano
I;;=I;=0.
1 1
© Tir=597(0:95+0:95r —0795s) + ;97(07952 + 0585, — 0:9y5) -
Le seguenti uguaglianze
i _ 2z 1 a? 2 _ 1 a’-z 1
97 = 1= 7 22\ g-=1 9r2= "%z [ 2%\
G [
—a? a’z a’z
Obpr = —— 32 O9p: =——— 7 0.9rf = ek
+r-5) 22 (1 - ) 22 (1 - )
implicano
B=0.
1 1
© Tor=359"(0,95:+ 0590z = 0:907) + 397 (39957 + 859 0r — 59r) -
Le seguenti uguaglianze
- o _ 2% 1 a? a’-z 1
g7=1, 97 == 9ir =3 7 2\ 92 =~"57" N
r-%) (r-2)
9oz = 9or =0, 0p9fz = 0pYrr =0
implicano
% =0

23



1
* F?Z = ng(afgzw + 0,950 — 059y,

Le seguenti uguaglianze

oo 1 a’?-z 1
g =;—ZZ' gfzz_Zcz. 22\ 9z =95 =0, 6(,,ng=0,
(f_c_z) (f_c_z)
implicano
hg =0

1
* Fz(pf = ng(azgm + 07920 — 0,9:5) -

Le seguenti uguaglianze

" 1 a’-z 1
9" =z f_ﬁ ' 91 =72 2%\ 920 = 959 =0, 0p9fz
2 f-=
implicano
=0

1 1
© TIfp= Eg”(afg(pz + 0,95 — 0.95,) + Eng(afgfpf + 0,955 — 958s0)

Le seguenti uguaglianze

ZZ _ zf_ZZ a’-z 1 1 a?
g“=1, g =2 95z T2 22\ gff_Z' 22\
2 T2
ez = Gre = YGor = 0, aq’gfz = a(.Dtgff =0,
implicano
=0

=0,
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1 1
* réz = ngf(a(png + azg(pf - afg(pz) + ngz(a(pgzz + azg(pz - azg(pz) :

Le seguenti uguaglianze

ff 4z%2 4 2 2 _ 22 a’?-z 1 a? - z?
9 =C_4+; _C_2 g =CZ 'ng=_2C2 _ﬁ ’ gZZ=4 _ﬁ +1,
f c2 ¢ c2
9oz = Gof = 0, a(,ogfz = a(pgzz =0,
implicano
rj,=0.
1 1
¢ F£¢ = ngf(azgw“ + a(png - ang(P) + ngz(azg(pz + a(p.gzz - azgup) .
Le seguenti uguaglianze
P 4z%2 4 72 2 _ 22 a?-z 1 a? - z*
=ra\fma) =G s a Ay e At
f c2 c*\f c2
929 = 9oz = Gor =0, a<png = a(pgzz =0,
implicano
I, =0.QED

Per dimostrare la correttezza dei calcoli, ossemiahe, facendo riferimento alpaoposizione 14,

abbiamo che I'accelerazione controvariante & deflma

Jo— & J +h <k
a’ =%+ 1T, x"x" .

25



Dai risultati ottenuti precedentemente,riguardBaticelerazione controvariante possiamo ricavare

1
f_— _
i praall
2(f - %)
1 —a?z?
f _prf _ _
F(pf_l} - 72 4 72 1 ’
(r-2)l(r-%)
2
;o z
F<p<p__2<f__z>'
1
® _ o _
I}(P_F(Pf_ 72\ '’
2(f - %)
z
© _ e _
sz_rwz__ 5 72\’
(1)
f_ pf _ z
rzf I—]"z ) 72\ ’
(r-%)
2
—Z[CZ(f—Z—Z +Zz]
f c
r)l = ~ . QED
C4 f_C_2>
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Tensore di curvatura

Proposizione 16 H tensore di curvatura € nullo perché lo spantbinte € uno spazio affine.
Quindi abbiamo

R=0
e
R;" =0 | =
ij k - ) L= f; (p;Z )
i=fez,
z=f,,2 .
Per controllo, verifichiamo, per esempio che
) - —
Rz o 0 Rf«pz(p =0

. ) - f_ f _rf pf fpf _ f f _pe pf o rf
Rz 0 Oplzp = 0:Top = Ioo iy + Liplor = Loolie + Liplor = Toplzg + Lipliy

Le seguenti uguaglianze

f_pf _ _ _ e _ f _ z f _ z
I—'Z(p_F(pZ_F(PZ(P_I—'pr_F(pgD_O' F(pgo__2< —C—2>’ I;f_ ZZ ,
Cz(f——z>
c
2 2 2
e 2[e(s-5)+]
rf = 1 a“z 1 o f—= o _ 7
(pf ZZ ZZ ’ ZZ ZZ ) zQ Zz B
(-2l 0-5) (5 (5
c c c c
2
f _ 4 f _ f _4Z
F(p(p——2< —;), a(,,rz(p_o, asz—c—z'
implicano
f 4z 2z 2z
Ry y=—mtmtz=0
@ c c c
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. z _ _rf e
Rf<p(p_aff<pz<p I Ftpzf I}wrwz 1}

f [
A = 0l + Tl + Ll + Tl

®

Le seguenti uguaglianze

Ti, =T[4 =T =T[4 =T%=I"=I%=0 [ o
(pf_ fo = "oz ff = fop — ifz = V0 fo — 2 . 72
2(r-%)[(r-2)
1 2
@ _ f _
Iy = z2\ ’ r<p__2< _C_2>’
2(r-%)

implicano

z
Rre®,=0. QED



Tensore di Ricci

Proposizione 17 H tensore di Ricci e nullo perché il tensore divatura e nullo, quindi abbiamo

Tensore di curvatura scalare

Proposizione 18 H tensore di curvatura scalare € nullo perchérisore di Ricci € nullo, quindi

abbiamo

(r)=0.0

Tensore di curvatura covariante

Proposizione 19 4 tensore di curvatura (in forma covariante) daperché il tensore di curvatura

scalare € nullo, quindi abbiamo
R=0,

Rijni = glhRijlk =0. O

29



SOTTOVARIETA’

Funzione metrica

Proposizione 20 ta funzione metrica e

1-==
Dimostrazione -Abbiamo le seguenti condizioni:
f=1 f=0.
Quindi
1 z%\ . a? - z? .
GT:E a2<1—c—2>§02+ C4 2 +1 22 QED
1-=
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Matrice della metrica

Proposizione 21 La matrice della metrica covariante nel sistemeodirdinate adattato é

Dimostrazione -

Data una matricéd) € R™ ", conm = n = 2, invertibile:

A A
A= ( 11 12)
Az Az

la sua inversa e la seguente

1 (Azz _A12)
det (A)\—421  Anq

Nel nostro caso abbiamo che il determingptg’| della matrice della metrica &

a?z? 72
l9'] = det(g;") = a? [ a (1 _c_2>

+0
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La matrice della metrica € quindi invertibile.

Percido abbiamo

a® -z 1
( ) 1
-1 1 1 =22
" =(g,%) = 272 22 (-2
a[C“ +(1_?>]\ 0
1 1
a? 72 0
(1-%)
= 2
(1-%)
0

Per controllare la correttezza dei calcoli, vehfaamo 'uguaglianza

(gij-l-)(ghk-l-) =) .
In effetti, abbiamo

. QED

Inoltre verifichiamo l'uguaglianza

1
[gijJr] = [gh<T] *

In effetti, abbiamo

a’z? z? 1
o1 =+ (1-5)| (9 =~
a

. QED
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Tensore metrico

Proposizione 23 L’espressione tensoriale della metrica covarignte

; 5 z? a’ - z? 1
g =la 1—C—2 de®do + . +1| dzQdz .o

ct z2
(1-%)

Proposizione 24 'espressione tensoriale della metrica controveeia

42
11 (1-%)

z a?z? 72
[ ot (1 _c_z)]

dzQdz .0
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Forma volumen

Proposizione 25 La forma volume (in forma covariante) espresseomrdinate adattate é

+ a?z? 72
n=all—a + 1—C—2

dpNdz .

Dimostrazione -

Abbiamo
nt = ’det(gij’f) do Adz ,
dove
det(g;;") = [9;1] = @ [azjz + <1 - ;)] :
Quindi

dp ANdz . QED

t 5 a?z? 72 a?z? 72
n'= |a = + 1—; dpNdz=a = + 1—;

Osservazione 1 -

Nel caso dit = ¢ = R, se i calcoli sono corretti, dovremmo trovaredmfa volume della sfera che
sappiamo valere
nt = R%sin%?6 dO N\ deg.

A tal proposito abbiamo

+ a=c=R 72 72
nt — §+1—ﬁd(p/\dz =Rdp ANdz ,

z = R cos@ , dz = —R sin0 df ,
34



quindi
nt = —R%sin’0 dp N\dO = R?sin?0 d6 Ndy . QED

Osservazione 2 -

Nel caso dia = p >>c, e z < c ,se i calcoli sono corretti, dovremmo trovaredaria volume del
cilindro che sappiamo valere

nt=pdoNdz.

A tal proposito abbiamo

a=p>»c, zsc

nt —————>pdoAdz,

quindi
nt=p dpNdz . QED

Proposizione 26 La forma volume (in forma controvariante) espréasabordinate adattate e

Dimostrazione -

Abbiamo

dove
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Quindi

. QED

36



Accelerazione covariante

Proposizione 27 +’accelerazione covariante e

Dimostrazione -

Secondo le formule di Lagrange, abbiamo

o axt
Quindi
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Accelerazione controvariante

Proposizione 28 +’accelerazione controvariante e

Dimostrazione -
Abbiamo

al = gij a .
Calcolo di

e ¥ = g‘P‘Pa(p .

Le seguenti uguaglianze

1
gr? =—

a? z2\ "’
(1-%)

implicano
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Calcolo di

zZ — Y44
e a’*=g*a, .

Le seguenti uguaglianze

z? 2.4 4 2,32
(1—C—2) a?z? acz(l—c—2)+azc
9% =t oy 0 = S t1|Z+ P~ z2
4
[+ (1-5) “(1-%) e (1-%)
implicano
2 2
a*c?z (1 — —2) + a?z3 a’z (1 — i—z)
a? =7+ 2 2 _QED
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Simboli di Christoffel

Proposizione 29 4+ simboli di Christoffel non nulli sono

72\ c2 '’
(1-%)
) z* 2.3
a‘cz 1_0_2 +a‘z
2 2N
[azczz2 + ¢ (1 — i—z)] (1 — i—z)
2
azz<1—i—2)

0 —T,2,2 2]
[acg e (1_%”

¢ _ ro _
rztp_['(pz__

zZ —
Iz =

Dimostrazione -
Applicando la formula generale
n_ 1
ry = 29 (aigjk +0;9i — akgij) )
otteniamo le seguenti uguaglianze
* qua = %g‘”"’(a(pgw + 09909 — atpgrptp) .

Le seguenti uguaglianze

vp _ 1 1 5 z2
-3
implicano
P _
Iy =0
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1 1
* rz(pz = Fg(p = Egzz(a(pgzz + azgqoz - azg(pz) = Egzz(a(pgzz) .

Le seguenti uguaglianze

Z2
zz (1 B C—Z) a?-z? 1
9" T Ta22 z2\1 ’ Gzz="ca 72 +1, 0992z =0,
[64 +<1_c_2>] -2
implicano
I, =r7,=0.

1
* rz(pz = Eg(P(p(azgup + azgup - a(pgzz) .

Le seguenti uguaglianze

o0 1 a? - z2 1
g =;—Zz' gz<p=0ﬂ 9zz = o4 ) 72 +1, a(pgzzzo;
(1-%) -z
implicano
v=0.
e T2 =T =29%(8,9,p+ 8,970 — 00920)
zp — Y@z T Zg zg(p(p (ng(p (pgzq) '
Le seguenti uguaglianze
oo _ 1 1 5 z? 2a%z
97" =27 722\ Jpp =4 1_0_2 ’ azg<p<p=_c_z'
(1-5)
implicano
1 z
¢ _ ro _
rZ(p—F(pz__(l_ﬁ)CZ
CZ
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1
° rgz = Egzz(az.gzz + azgzz - azgzz) -

Le seguenti uguaglianze

z? 2.2 z? 2,3
1-—= a? - 72 1 2a°c“z\1——= )+ 2a°z
zz < = . 1 o) = <
g a222 4 1 _ 22 ’ gZZ C4' 1 ~ 22 + ’ ZgZZ - . ZZ 2 )
c4 C—2 C—2 Cc (l—c—z)
implicano
2.2 z? 2,3
a“c z(l ——2)+a z
Iz 2 2
[a20222 +c® (1 —i—z)] (1 —i—z)
. 1%, =-9"(ad d )
Fop =359 ( 9922 T 099z — zgrprp) '

Le seguenti uguaglianze

- a’ - z* 1

g a?z? z2\] "’ 9zz ct PN 1, 9oz =0,

a tl-z -z

5 z? 2a%z
Gopp = a 1‘? , 0997z =0, azgtptpz_c_z'
implicano

2
a’z (1 - Z—Z)
- QED
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Tensore di curvatura

Proposizione 30 H tensore di curvatura

) 22¢2 — 3272
RT = g2 2 5dz @ do Q dz Q do
e (i-5)
—c? + 72
+ ) . dzQ dp Q@ dyp K dz
(B e o5
a2c? — 2272

— sdp @ dz Q@ dz @ do
aZz?2 ) 72
[ z ¢ (1_c_2)]

—c? + 72
. . do @ dz @ dop ® dz .

Con
. a®c? —a?z?
0 , = 2
© [4272 42
fe+e(1-5)
. a®c? — a?z?
Pz o T 2.2 2\12
a’z z
o +e(1-5)
2.2
R ® c°+z
z¢ 422 N1
(22
R ¥ - —c? + 72
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Dimostrazione -
Abbiamo

R= R,-j"kdxi ®d¥ ® ax, @ dx*
dove

R;" =o,r" -1

h h 1 rh
i AR U VLA U

ki~ Y il

Pertanto otteniamo le seguenti uguaglianze

z<p(p_ch(p_z(p(pz Z g @

72

azz(l——2> 1

— — — ® _ o _
r(pz T Ta2z2 2\1 ’ rzfp F<PZZ 0, FZ«J_EPZ_ 72 0_2 ’
[Fe(1-5) (1-5)
2
a’c?z (1 - Z—2> + a%z3
7 c
Iz = 72 22\’
[azczz2 +c® (1——2)] (1 ——2>
c c
02,2\ [42,2 2 2,3\ [902

(a2 —3CZZ )[aC§ + c? (1 —i—z ]— azz—acg )[—ZCZZ—ZZ]

0,I," =
4.2,2 4,4
2,2 a*c“z 1——)+a z
r(pr(pz(p__ az 2 (pZ 1—‘ZZ < - 2
® ’ z
cz[az +c2<1—Z )] v [“2§2+ 2(1——2)] ct
implicano
a2c2 — 3272

z Z QP Z Z __
Rz (p—azrcp o Loloe + T (prz z

LT, — TPl ) = 0oL+ T” I, + T L7 .
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B P P e P . e VAW L) VRO P

Le seguenti uguaglianze

2
azz(l-—£7> 1
[z, = Y =— — Iz =Tz =r?
® 272 3 2N zg 722\ c2 ' zg @z o)
e (1-5) (1-5)
4272 a*c?z? (1 — —) + a*z*
]"(pz(p]"z(f; == 2,2 2 ’ F(PZ 1—‘ZZ = 2 )
,[a?z 2(1_% @ %z az2 72
[ e (1-5 @ (i Z)

30222 aZZZ ZZ aZZB 202Z
2
(A [+ (-5) - () [F-7

aZz?2 z2\1?
[ AR (1_c_2)]

0,10 =

implicano

z _ @ _
Ry 0 _Fcpz(przzz_azrcpz(p + I;¢rtliz¢ T 2.2 N
a’z ) z
c c

¢ RZ‘P(pZ = aZr‘P(pz - l-‘ZZZF‘P@Z - FZCPZF‘PCP([J B a‘PFZ(pZ-'- 1—“Pzzl—‘z(pz + F‘PCPZFZCP‘P '

Le seguenti uguaglianze

Z
Qo _ po _ R z _
r(pz_['zq)__ Iy =



Q _ c

0zl,, = e

(1-%)

2
—a?c?z? (1 — i—2> —a?z* 42
zZp e _ o e _
I ZF‘P z 72 72 2 r(pzrzqo - ﬁ ’
c? [a20222 + c® (1 - c_2>] (1 - C—z) ct- (1 - c_2>

implicano

—c? + 72

z2\? z2\]
(1 — —2) [azz2 + c* (1 — —2>]
c c

® _1Zp® _prore _ ® zZp @ or e
L A T /LM vl VRS A VA

Rop? = 0,14 —T,%T

® oo _
z¢ @ Z+F<p ZFZ 0=

= 0,

P
'R<pzz plz

Le seguenti uguaglianze

@ _ C
0zly, = R
C4 (1 _C_Z)
2
2 —a?c?z? (1 -%) — a?2*
(81 z VA @ c?
lozlog =——— 32 Lo Lo, = 2 22
c*- (1 - —) c? [aZcZz2 +c® (1 - Z—)] (1 - Z—)
c? c2 c2
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implicano

—c? + 72
R(pz‘/’z = —r‘q,"’zl"z“’(p - azrq,‘f’z + FZZZF(p‘PZ =— — -
z z
(1-5) [z +er(1-5)]
Quindi il tensore di curvatura e
. a2c2 — 3242
RT = - . dz @ do Q dz Q do
2 rez(1-4
c? c?
—c?+z2
~ . dzQ dep @ dp Q dz
z 2,2 4 o4 z
(1——2) [a z+c (1——2 ]
c c

a’c? — a?z?

sdp ® dz Q@ dz @ do
a2z2 5 z2
[ cz T¢ (1_6_2>]

—c? + 72

N —— dp ®dz @ dp ®dz .QED
(1—i—2) [a222+c4 (1—2—

c2

Possiamo osservare che, giustamente, il tensauadatura trovato € invariante rispetto alla raiae
intorno all’'asse z , infatti non dipende ga

Per dimostrare la correttezza dei calcoli, veriiaho le uguaglianze

h _ h
Rij k—_Rji K

h h h
Rij k+Rki ]+R]k i:0 .

Nel nostro caso, quindi abbiamo

9z~ —sz(p ’ RZ"’th - R"’szp
z¢¢z R(pz(Pz ) Ry,? =—R,, ;
R(,,ZZ(P +R;," =0
R,s® +Ry” =0 . QED
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Tensore di Ricci

Proposizione 31 H tensore di Ricci €

a®c? — a?z?

rt= —— dp @ dg -

Con

—c? + 72

a%c? — a?z?

r
—pp [

a%z2 z2\1?’
zte (1 B c_2>]

—c? + 72

Dimostrazione -

Con

r = [Z—
—zz Pz 5 72 2 72 ’
(1-5) @2 +e(1-5)]

z2\? 72
(1 - —2) [azz2 + c* (1 — —2>]
c c

dz Q dz
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Quindi il tensore di Ricci e

f a%c? — a?z? p
T N ¢ Qdp
e+ (1-5)]
—c?+ 72

Possiamo osservare che, giustamente, il tenséeditrovato € invariante rispetto alla rotazione

intorno all’asse z, infatti non dipende ga
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Tensore di curvatura scalare

Proposizione 32 +a curvatura scalare e

[(@® — c?)z? + 2c¢?]

(r’) = o2
Dimostrazione -
rty =t g"h.
Con
; a’c? — a?z? —c? + 7?2
= a2z 2\ 12 ¢ Qdy - 2\ 2 2 dz Q dz
(g ) e (-3
ZZ
O (1 _c_2>
9 =z p PRI +{ 5= o 0zQ0z
(1-%) [+ (1-5)]
Quindi la curvatura scalare €
() a%c? — a?z? 1 1
r’) = —
= 2.2 2 2 a2 ZZ
[Fee (-2 )10 -5)
Z2
—c2 4 72 (1 — —2)
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Osservazione 1 -

Nel caso de = c, il tensore di curvatura scalare tende ad un edben definito, in quanto questo
dipende dalla base scelta.

A tal proposito abbiamo

=c[(@? — c?)z? + 2c*] a%+c?

a*c? at

(rty ° .QED

Osservazione 2 -

Nel caso dia = c, se i calcoli sono corretti, dovremmo trovareitgore di curvatura scalare della sfera

che sappiamo valere

2
(rfy = R
Infatti abbiamo
a=c [(@% —c?)z? +2c*] 2c* 2
(r’r) — e = c_6 = C_Z .QED

Osservazione 3 -

Nel caso diz — 0 , abbiamo

z-0 [(@% —c?)z? + 2c*] 2c?
(rf) — =—

atc? T oat
Nel caso diz > ¢ , abbiamo

avc  [(@% —c?)z? + 2c?]
(ET) — Y =0

Nel caso dic > a , abbiamo

ea [(@% —c?)z? + 2c¢?]
(rfy — PryS =o .QED
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Tensore di curvatura covariante

Proposizione 33 H tensore di curvatura (in forma covariante) e

Rt =

{a‘*z4 + 3a%c*z? — 2a%c?z* — 3¢%z?% + c*z* + 2¢8

a?c®

}d(p/\dz® dpoNdz .

Dimostrazione -

RP=20Mn®n,

[(@® — c?)z? + 2¢%] a?z? z?
Rt =2 a? +(1- dpndz@ de Adz

= a*c? ct c?

{a‘*z4 + 3a%c*z? — 2a%c?z* — 3¢%z? + c*z* + 2¢8

a?c®

}d(p/\dz® dpoNdz .
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