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Prefazione

L’obiettivo di questo lavoro ¢ analizzare il comportamento statico dei gusci
elastici sottili.

Per raggiungere questo risultato abbiamo scelto di seguire 1’approccio meto-
dologico piu generale possibile. L’uso dei potenti mezzi dell’algebra tenso-
riale e della geometria differenziale delle superfici ci ha permesso, infatti, di
poter condurre una trattazione rigorosa e formale, senza limitazioni a priori
sulla geometria e sulle condizioni di carico.

Questo lavoro certamente non aggiunge nulla di innovativo alla teoria dei
gusci, ma a nostro parere rappresenta ’essenza di uno studio costruttivo e
interdisciplinare.

Consultare una densa bibliografia sulla teoria dei gusci, provando a riscriverne
una sintesi rigorosa e coerente, talvolta con nomenclatura e simbologia in-
consuete nella letteratura ingegneristica, non e stato facile.

Cosl, esiste una particolare e imprescindibile gratificazione che questo lavoro
ci regala.

La consapevolezza di aver commesso senz’altro errori di forma e di contenu-
to e di non aver sufficientemente approfondito alcuni argomenti ¢ motivo di
stimolo a migliorare e proseguire questo lavoro in ogni possibile direzione.
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E’ doveroso ringraziare il Prof. Claudio Borri, che ci ha dato la liberta
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Introduzione

Per giungere alle equazioni generali che risolvono il problema dell’elasto-
statica dei gusci abbiamo seguito un approccio classico per la meccanica dei
continui: deformazioni, equilibrio, legame. Tuttavia, a differenza di quanto
accade per lo studio di strutture costituite da elementi monodimensionali o
bidimensionali piani, per i gusci € necessaria una particolare attenzione alle
coseguenze che sistemi di coordinate non cartesiani comportano durante la
trattazione analitica. E’ inevitabile infatti -scelto questo approccio- 1'utiliz-
zo di una formulazione tensoriale del problema con continui riferimenti alla
geometria differenziale.

Per questo motivo abbiamo dedicato il primo capitolo ai richiami sulla teoria
delle superfici, in particolare alla derivazione covariante.

Tutta la trattazione assume un modello matematico fondato sulle seguenti
ipotesi

e Guscio sottile: (2¢)/L < 1 dove L ¢ una dimensione caratteristica del
guscio e (2¢) ¢ lo spessore;

e Teoria lineare: gli spostamenti sono piccoli, il loro prodotto e trascur-
abile, I’equilibrio e scrivibile nella configurazione indeformata;

e Spessore del guscio costante;
e Materiale elastico omogeneo e isotropo.

Un’altra fondamentale ipotesi che classifica la teoria come di Kirchoff-Love

e
e Le fibre materiali inizialmente ortogonali alla superficie media del gus-
cio rimangono ortogonali ad essa durante la deformazione. Inoltre la
distanza di P* € G(e) dalla superficie ) rimane costante.

Come esempi applicativi abbiamo scelto un duomo sferico, un cilindro
ed un iperboloide di rotazione caricati in modo da ottenere sempre un com-
portamento di tipo membranale. Per ogni esempio abbiamo calcolato ana-
liticamente gli stati di sforzo e il campo di spostamenti. Infine si ¢ condotto
un confronto fra le soluzioni analitiche e i risultati numerici prodotti da FE-
MAS90 e SAP2000.

L’uso di due codici di calcolo & stato necessario per determinare ’accu-
ratezza dei risultati derivanti da una mesh con elementi a doppia curvatura
(NACS48 del FEMAS90) e elementi piani (SHELL del SAP2000).
L’ultimo capitolo contiene dei cenni sugli effetti di bordo, in particolare
Iinfluenza di diverse condizioni di vincolo al contorno.



1 Geometria

In questo capitolo si richiamano solo alcuni concetti fondamentali di geometria
differenziale. Per una trattazione completa si rimanda alle dispense del Prof. M.
Modugno Notes on geometry of surfaces. Vedi [5].

Definizione 1. Definiamo una regione a forma di guscio modellata su una
sottovarieta Q) ed avente spessore 2¢, un continuo G(€) immerso nello spazio
ambiente affine euclideo E per il quale esiste, almeno localmente, un sistema

di coordinate © : G(e) — IR3.

G(e)

Figura 1: Guscio.

1.1 Superfici

Definizione 2. Definiamo la sottovarieta Q C M una ipersuperficie se ha
codimensione 1.

Osservazione 1. Se M = E, Q ¢ una superficie. (dim@ = 2).
La varieta M e descritta da un sistema di coordinate adattato
X:M— R™: P 2'(P)
La superficie ) & descritta da un sistema di coordinate indotto?

X":Q = RY: P z%(P)

311 sistema di coordinate indotto ha dimensione ¢ = m — k, dove m & la dimensione
della varieta M e k & il numero di coordinate vincolari o codimensione di (). Essendo
M = E, nel nostro caso, @) € un superficie bidimensionale, ovvero m =3, k =1, ¢ = 2.



In seguito useremo la convenzione di indicare le componenti di X7, cioe
le quantita che vivono su @, con gli indici greci (variabili da 1 a 2), mentre
le componenti delle entita che vivono in £ o in ToFE con gli indici latini

(variabili da 1 a 3).*
Definizione 3. Definiamo il campo wvettoriale unitario normale come il

campo
n:Q —TQ  tale che g(n,n)=1.

Il campo n esiste globalmente a meno del segno.
Ricordiamo che ¢ ¢ la metrica su E definita come una forma bilineare

simmetrica e definita positiva

g: TEXTE — IR

che in componenti si scrive
g = gmdﬁbz ® dIEJ
Analogamente sulla sottovarieta () esiste una metrica Riemanniana indotta

g TQxTQ — R

che in componenti si scrive

gl = Japdz® ® da?

e

Figura 2: Riduzione del guscio alla sottovarieta Q).

411 simbolo 1 sard convenzionalmente usato per indicare grandezze vincolate alla

sottovarieta.



1.2 Derivata covariante e Gauss Splitting

Proposizione 1. Per ogni campo vettoriale X : E — TE e per ogni campo
tensoriale t : E — QFTE, la derivata covariante ¥V xt, in un sistema di
coordinate generale, si scrive

Vxt = X7(9;t" % + F;?hthi?'""k 4o+ F;'.’;Ltilmik*lh)axil ® ... ® Oz,

e per ogni campo X : E - TE et: E — QF*T*E,

Vxt =X (0ti, i — T thigoiy — oo = Tl tiy i)™ @ oo ® da'™,

dove
F?j = (Vawial’j)h = —(Vawidﬂjh)j.

Proposizione 2. L’espressione in coordinate dei coefficienti thj della con-
nessione lineare V ¢

1
Tl = 59" (Oigje + g — Orgig)-

Siano X : Q - TQ e Y : Q — TQ due campi vettoriali su Q). Vale la
seguente scomposizione

VxY =vhy + vy (1)

Vﬂ(Y = W‘I(ny) Q—TQ
V%Y =1h(VxY):Q — TQ*

Teorema 1. L’applicazione
Vli=TQxTQ - TQ: (X,v)— Vky
¢ una Connessione di Riemann su Q. Pertanto VI = Vi

Ricordiamo che una connessione si dice riemanniana se ha torsione nulla
ese Vg =0.
Una conseguenza della torsione nulla e la simmetria dei coefficienti I della
connessione medesima (simboli di Christoffel).



Definizione 4. Definiamo Seconda forma fondamentale ’applicazione
N=VI:TQxTQ —TQ":(X,Y)— VY
Dalla (1) segue allora la decomposizione di Gauss
VxY =VLY + N(X,Y) (2)

Definizione 5. Definiamo 'applicazione di Weingarten su Q) [’endomorfis-
mo

L:=Vn:TQ—-TQ: X — Vxn
Sia inoltre L il tensore covariante associato ad L dalla metrica indotta
T
g
L:=Vn:TQxTQ - R:(X,Y) g(L(X),Y)=Vxn(Y)

Dove n = ¢’(n), essendo g la metrica del sistema di coordinate adattato di E.

Proposizione 3. Dati due campi vettoriali X,Y su Q, si ha
L(X,)Y)=—g(VxY,n)=—g(VyX,n)

Dim.: La prima uguaglianza si dimostra partendo dalla definizione di L e usando
una proprieta della connessione lineare V:

X.(g9(Y.n)) =g(VxY,n)+g(Y,Vxn) = g(VxY,n) = —g(Y,Vxn)

La simmetria di L ¢ immediata dalla simmetria della metrica g.<

Quest’ultima importante proposizione mostra come L rappresenti la com-
ponente normale alla sottovarieta () della derivata covariante di un generico
campo vettoriale Y su @ rispetto ad un altro campo X.

Pertanto la scomposizione di Gauss puo essere alternativamente letta come

VxY = VLY — L(X,Y)n (3)

Dato l'uso frequente che in seguito faremo delle (2) e (3) scritte in com-
ponenti, ne riportiamo lo sviluppo.

Supponiamo {0z, } sia una base associata al sistema di coordinate superfi-
ciali indotte.

Vou, 00 =V, 0o+ N(9zs,0r,)

= ng@xa — L(0x3,0xq)n



Per ciascun termine abbiamo

Vi, 020 = 27 (D) (0, (da (9a)) + T43da (92a)) D
= 63(T%\00) 0 = T'5, 01,

N(0xg,0x,) = —L(0x3,0xq)n = —(Vog,n - 0x5)n
= —(L(0xq) - Oxg)n = —(L}0x - Oxg)n
= _(ngvﬁ)n = _Laﬁn

Ripetendo la stessa scrittura in componenti per un elemento della base
covariante, si ottiene

Vor;0Ta = F‘[‘jaﬁxw — Lgan
Vordz® = —Fg)\daz/\ — Lgn

In seguito avremo spesso a che fare con campi di vettori che non ap-
partengono allo spazio tangente della superficie.
Consideriamo allora un campo vettoriale v € TgFE, ossia v sta in E, ma &
applicato in un punto di Q.
Il campo v puo essere naturalmente scomposto in una componente parallela
(tangente) e una ortogonale a Q)

v =0l ot
Che in componenti si scrive
— %9 13
V=0 0Ty +0V°N

Per quanto finora considerato, la derivata di v rispetto ad un generico
campo vettoriale X su @ si scive

Vxv = Vxol + Vxot = V}v” — L(X,v)n 4+ vxot (4)

La (4) in componenti si scrive
Vv = X((95v* + rgv7 + vag)axa + (Ozg.0° — L.5v%)n)
Analoghe espressioni si ottengono per la forma v € THE duale di v

Vxv = Vyul + Vyot = Vil — L(X, vl)n + Vot (5)



Che in componenti si scrive

Vxv = Xﬁ(aﬂva — Fzﬁv,y + vgéﬁﬁ/)daﬂ + Xﬁ(axﬁ.vg — L%‘va)@
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2 Spostamenti e deformazioni

2.1 1l tensore delle deformazioni

Per una maggiore chiarezza presentiamo qualche teorema e definizione fondamentali
che assumeremo per giungere alla tradizionale espressione del tensore delle defor-
magzioni.

Definizioni e teoremi ripresi da [4].

Definizione 6. Definiamo il dominio spaziale all’istante t € T il sottoin-
sieme
Dy e P

costituito dalle posizioni occupate dalle particelle del continuo a tale istante.
Definiamo, inoltre, il dominio spazio temporale come il sottoinsieme

D:={(t,p) eTxP|teT,pe D;} CT x P.

Dove T ¢ lo spazio affine del tempo, e P e lo spazio affine euclideo delle

posizioni®.

Definizione 7. Definiamo lo jacobiano come il campo tensoriale
j::DC:TXDH?*(EQ?.

Dove DC' ¢ la derivata spaziale del moto C' di una particella p definito
come 'aapplicazione C' : T'x D — P.
P e P sono rispettivamente lo spazio vettoriale e il suo duale associati allo
soazio affine P.

Definizione 8. Definiamo il tensore delle deformazioni finite di un moto
continuo come [’applicazione

E=go(IxJ):TxD—-P QP

Il tensore £ rappresenta il prodotto scalare tra due vettori trasformati
durante il moto approssimato al prim’ordine attraverso lo jacobiano

E(sit,p)(u,v) =" -0 = T (sit,p)(u) - T (s;t,p)(v)

Pertanto, fissato una particella del dominio spaziale, fissati I'istante in-
iziale e finale del moto, il tensore delle deformazioni ¢ ’applicazione bilineare

E(s;t,p) : Px P — IR

A tale forma ¢ associato ’endomorfismo di deformazione

E=TxD—LP,P)~P P

5P pud coincidere con lo spazio affine ambiente E, usato altrove in questo testo
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Si dimostra che il tensore delle deformazioni infinitesime puo essere
scritto nelle forma

1
= /A
y 2(55

Cioe 7y ¢ pari alla meta della derivata particellare del tensore Ae, il quale
misura la differenza tra il prodotto scalare dei vettori trasformati tramite il
moto e il prodotto scalare tra i vettori originali.

Per derivata particellare s’intende la derivata rispetto all’istante finale.

AE:=E—g:TxD—P @F
A&(s;t,p) = E(s;t,p) — E(t;t,p) = E(s;t,p) — g

Dove s € T, (t,p) € D.

A questo punto introduciamo lipotesi di spostamento infinitesimo quasi
statico.

Quello che ci interessa nella trattazione della meccanica dei gusci (e dei
continui in generale) ¢ solo il confronto dello stato deformato con quello in-
deformato, senza interessarsi a cio che succede nelle fasi intermedie. Segue
pertanto una procedura che oltre a tenere conto dello spostamento infinites-
imo trascura gli istanti di tempo che caratterizzano le configurazioni del
continuo.

Siano s € T e t € T rispettivamente l'istante finale e iniziale tali che
At=s—teT eu=S(s,t): Dy — P lo spostamento.
Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore At possiamo srivere

u ~ AL

Dove v e la velocita del moto.
Di conseguenza si ottiene

AE(s,t) :=E(s,s) — E(t; 1) ~ 2vAt = 25imDu

Trascurando i riferimenti agli istanti iniziali e finali, poniamo le sostituzioni
simboliche
A& (s,t) — AE ltAt —

Siamo cosi arrivati a poter scrivere l'espressione del tensore delle defor-
magzioni infinitesime che useremo per descrivere lo stato di deformazione
del continuo a forma di guscio G(e)

y=5G" -9 (6)



Dove g* = £(s, s) rappresenta la metrica nella configurazione deformata (al-
listante finale s).%
La stella indica che la metrica e quella associata alle basi nel guscio G(g).

2.2 Sistemi di coordinate e basi

Per descrivere i campi vettoriali su () useremo la base superficiale {0z, } del
sistema di coordinate indotte XT. I vettori dello spazio TqFE, invece, verrano
sistematicamente scomposti nella componente parallela e quella ortogonale.
Si definisce quindi un sistema di coordinate tale da descrivere il solido
tridimensionale a forma di guscio G(e)

(%, €) : G(e) — IR

a cul ¢ associata la base {0z}, n}, con n il campo vettoriale unitario normale

a Q.

2.3 Campo di spostamenti

Un generico P* € G(e) ¢ individuato, rispetto ad un sistema di riferimento
cartesiano globale, da un vettore r* tale che

r*=r4+ fln con 51 € (—6, 6) (7)

Dove r € il vettore espresso nel sistema cartesiano che individua la proiezione
ortogonale P su @ di P~*.

Supponiamo che un moto ”quasi statico” induca una deformazione del gus-
cio tale che, rispetto al sistema di riferimento globale cartesiano, si ha

TF=T+&n con & € (—¢€,€) (8)

Ipotesi 1. Si assume che durante la deformazione la distanza di P* € G(e)
dalla superficie QQ rimanga costante. Pertanto

§s1=86=¢

Ipotesi 2. (Kirchoff-Love) Le fibre materiali inizialmente ortogonali alla
superficie media del guscio rimangono ortogonali ad essa durante la defor-
mazione.

G(0z4,n) =024 -1 =0

5D’ora in avanti le quantita soprassegnate si riferiscono alla configurazione deformata.
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La (7) e la (8) individuano, per differenza, il vettore di spostamento
relativo
7 —r*=F—-r)+&m—n)

Questa relazione ci permette di definire completamente il campo di sposta-
menti conoscendo i due campi vettoriali

=7 — con velIgk

r
—n con weTlq

3|

v =
w =
Procediamo nel calcolo delle componenti del tensore ~.

Le basi indotte dai sistemi di coordinate (z%) e (z, &) si ottengono usando
le matrici jacobiane del cambiamento di coordinate”

axa =T
0z}, = 0x0 +EVoz,n

Analogamente per la configurazione deformata scriviamo

axa =T

Ox), = 0z + &V 1

Sostituendo queste espressioni nella (6) scritta in componenti, trascurando
gli infinitesimi del second’ordine e sfuttando l'ipotesi (1), si ottiene

Yij = %(?ag—gaﬁ)—i-%ﬁ(ga:a~V5maﬁ+5x5-vgxﬁﬁ—(8a:a-Vaxan+8x5'Vaxﬁ))
Definizione 9. Definiamo
1 _
@ap = 5(Gap ~ Jap)
primo tensore delle deformazioni (stretching strain tensor);

1 _ _
WaB = 5(83:(1 Vo, 0+ Oxg - ngﬁ — (0 - Vog,n+ 0xg - Vaxﬁ))

secondo tensore delle deformazioni (bending strain tensor).

7 rt
Tya = Dz 8:1;1

14



Si osservi come il primo tensore delle deformazioni descriva solamente la
deformazione estensionale subita dalla superficie media. Esso coinvolge solo
la prima forma fondamentale e non dipende dalla curvatura della superficie.
Il secondo tensore delle deformazioni, invece, descrive la deformazione di
superfici omotetiche (§ = cost) includendo i contributi dovuti alla curvatura.
Allora possiamo scivere

Yij = Yap = Qap + gwaﬁ

Osserviamo che 'ipotesi di Kirchhoff-Love ci permette di ridurre il ten-
sore delle deformazioni v ad un tensore superficiale espresso nella base

{0z ® Oz}
Ora possiamo sostituire nelle espressioni generali dei tensori a e w i campi
di spostamenti v e w cosi come li abbiamo definiti. Tenendo conto che

0To =T = (1 + V)0 = 024 + V,a
Si ottiene

(gaﬁ - gaﬁ)

((0zq +v,0) - (28 +v,8) — Oxq - Oxg)

NI RN RN

(8xa - 0,3 +0x3 - v,a)

Da cui ricordando I’espressione in componenti della derivata a — esima®

del campo v € TgF, si ottiene
1
Qag = i(axa . Vg%v” + Ozg - VLMUH + 2Lagv5)
Da cui

(V%va + Vivg + 2Lap0°) 9)

N

Ozag =

Per w otteniamo

8Facciamo presente abuso di notazione per v, dove la virgola non indica la derivata
parziale.

15



1 .— _
Wag = 5(8a:a . Véxaﬁ + Ozg - V&cﬁﬁ — (0xq - Vog,n+ 0zp - Va;pﬁ))

1
= 5(8%( - Vouy (n+w) 4+ 0,0 Vg, (n+ w)

+0x8 - Vg, (n+w) +v,53-Vor, (n+w)
— (0q - Vogun + 0xg - Vown))

Considerando che la derivazione avvenga sempre rispetto alla base indefor-
mata, trascurando il prodotto tra gli spostamenti, ricordando 1’espressione
in componenti della derivata covariante di v, si ottiene

1
Wap = 5(acca~Vgrﬁw+8xﬁ~vgmaw+(vg%v”)7L57+(ngﬁv“)VLM—i—QngWL‘g)

L’ipotesi (2) -di Kirchhoff-Love- comporta un’ulteriore esemplificazione. Con
le stesse approssimazioni degli sviluppi precedenti si osserva, infatti, che i
campi v e w sono legati dalla relazione

5xol'ﬁ:o:>(8330[—%1),04)-(n—}—w):():>

Weo = Laﬁvﬁ - 'Usmz

Considerando quest’ultima relazione, ’espressione in componenti di w si
legge

Wag = UWVJ&LBW + La'vaﬁUﬁ{ + Lﬂvvlﬂﬂ + UgLO‘VL’ﬁy — %08 (10)

16



3 Equilibrio

3.1 Shifters

La relazione che sussiste tra le basi (controvariante e covariante) in un punto
P* € G(e) e le basi nel punto P, proiezione di P* su ) lungo la fibra normale
&, e descritta da due tensori detti shifters

A(P, P*) : = 02} (P*) ® dz'(P) (11)
B(P,P*) : = da’"(P*) @ 8z (P) (12)
Tali che
Aal'j = ax]‘*
Bda? = dz?”

L’indice latino & variabile da 1 a 3, per cui {Oz4,n} = {Ox;}. Analogamente
per la base in P*.

Si osservi che A ¢ la matrice jacobiana del cambiamento di coordinate, per-
tanto una generica forma volume n*(P*) si esprime rispetto al sistema di
coordinate della superficie () come

n* = detAn

Dove n e la corrispondente forma volume su Q.
In particolare abbiamo

dA* = detAdA
dV* = detAdV

Con dA* e dV* rispettivamente superficie e volume elementari in G(e).

17



3.2 Integrazione sullo spessore delle forze di superficie

Assunta una curva ¢ : IR — @ direttrice per un sistema di generatrici dirette
come la curva coordinata & (normale) a @, otteniamo la superficie normale
Q. di separazione tra due porzioni di guscio G/(e).

Ci interessiamo allo stato tensionale che le due porzioni si trasmettono.

Sia v € T'Q) la normale uscente dalla curva ¢ in un punto P, [ € T'Q il versore
tangente a C'; allora (v,l,n) individuano una base locale in P. Una terna
simile di versori si individua in P*.

L’elemento orientato di area dA* C Q). puo essere espresso in funzione degli
shiftersa A e B, in particolare abbiamo

v*dA* = BrdetAdA

Dove v € T*Q.

Figura 3: Basi locali in G(e) e su Q.

Per il principio di Cauchy € noto che perche il solido sia in equilibrio,
la porzione di guscio separata dalla superficie (). esercita sull’altra porzione
una tensione che in ogni punto P* ¢ descritta da un vettore t tale che

t(P*,v*) = o(P*)v*

Dove o ¢ il tensore degli sforzi del continuo G(¢). Vedi figura 4.
Il nostro scopo & quello di ”contrarre” lo stato di tensione distribuito
sulla superficie ). in due campi vettoriali n e m dello spazio tangente.

/n(P, v)dl —/ t(P*,v*)dA* (13)
/m(P, v)dl = / ((P* = P) x t(P*,v"))dA* (14)

c
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Figura 4: Componenti di sforzo nel continuo G(e).

Il sistema n e m e pertanto equipollente al sistema t di tensioni distribuito
lungo la fibra £ per P.

Considerando il teorema di Cauchy e ricordando le proprieta degli shifters,
le (13) e (14) diventano

/n(P, v)dl = / ac* Bvdédl (15)
/m(P, v)dl = / n x ao* Brd&dl (16)
c Qc
Dove o(P*) = 0* e a = detA.

Gli integrali di superficie al secondo membro della (15) e (16) possono sempre
essere scomposti in due integrali semplici, infatti

/ n(P,v)dl = / ( / ‘ (c*aBv)dg)dl (17)

m(P,v)dl = / (n x E ¢ao*Brd€)dl (18)

Da cui le espressioni dei campi n e m sono
n(P,v) = /E (ac™Bv)dg (19)
m(P,v) =n x 6 Eao™Brdg (20)

—€
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Sostituendo la (12) nelle (16) (17) si ottiene

n(P,v) = /6 (ac* (dz"™ ® Ox;)v)dE

—€
€

m(P,v) =nx | &(ac*(da’” ® Om;)v)dE

—€

Da cui

€

n(P,y):(/_€
m(P,v) = n x (/

—€

(ac*dz'™)dE @ 815) v

€

(Cao*da’™)dE ® 813) v

Definizione 10. Definiamo n e N rispettivamente vettore e tensore super-
ficiale di sforzo.
n(P,v) = Nv (21)

Dove .

N = [ (ac*da'")dE @ Oz (22)

—€
Dalla (21) e (22) si puo provare che N ¢ un tensore superficiale, infatti
€

Nn = </E (ac*dz'™)de ® 83@-)@ = n(axl)/ (ac*dz'™)dE = 0

—€ —e

Si & fatta implicitante ipotesi di 0¢¢ = 0, effetto dell’indeformabilitd lungo &
Pertanto il tensore N risulta un’applicazione N : Q — L(T*Q,ToFE) ~
TQ ®Tok, e assume la forma

N = N Q® 0z, (23)
Dove le componenti del vettore N% si scrivono
N® = N"@9z; = NP9z + Nn

Definizione 11. Definiamo m e M rispettivamente vettore e tensore su-
perficiale di coppia.
m(P,v) =nx Mv (24)

Dove .

M= | (¢ac*da’™)dE @ Ox; (25)

—€
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Introducendo il tensore antisimmetrico ) associato all’operatore nx, si
ottiene il tensore C' = QM. Da cui

m(P,v) =Cv (26)

Pertanto il tensore C' risulta un’applicazione C' : Q — L(T*Q,TQ) ~TQ &
TQ, e assume la forma

C =C%® dx, (27)
Dove le componenti del vettore C'* si scrivono
C* = C™0xy

3.3 Le forze di volume e la densita di carico

Supponiamo ora che la curva ¢ : IR — @ sia chiusa in modo tale da individ-
uare una porzione di superficie Q' C @ delimitata dalla frontiera 0Q = c.
Assunta ¢ come direttrice, il sistema di generatrici dirette come n individ-
ua un cilindroide Gc(e) C G(e) di spessore 2¢ e delimitato dalla superficie

RQUQUQ.
Assunzione 1. Postuliamo che
o sul continuo G.(€) agisca una densita di forza
f:Gele) > FE

e sulle superfici esterne QU Q_ del continuo G.(€) agisca una densita
di carico.

t:Q°, —F
Il sistema di forze postulato puo essere integrato sullo spessore dando
luogo ad un nuovo sistema di forze con dominio ristretto a Q’. Ovvero?
q:Q — TéE
5:Q - TQ
3.4 Equilibrio

Per la porzione di superficie media @)’ possiamo scrivere le equazioni di
equilibrio in forma integrale (equazioni di Eulero)

/8 n(Pil s / 4dQ =0 (28)

/

/ (m(P,v) +r xn(P,v))dl + / (rxq+s)dQ =0 (29)
oQ’

9Nel campo ¢ confluiscono sia le forze f che t. Infatti g = f; afdé + at.
Il campo s ¢ la risultante dei momenti: s = f; aén x fdé 4+ aén x t
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Tenendo conto delle (19) e (24), scriviamo

Nvdl + / qd@Q =0 (30)
8Q/ /

/ (C’V+r><Nl/)dl+/(rxq+s)dQ':O (31)
6@/ /

Sfruttando il teorema delle divergenza e per Iarbitrarieta di @', otteni-
amo la prima espressione delle equazioni di equilibrio in forma locale

divN +q =0 (32)
div(C+ XN)+Xqg+s=0 (33)

Dove in X e il tensore antisimmetrico associato all’operatore rx.
Sfruttando la (32), la (33) diventa

divC + (divX)N +s =0 (34)

In componenti le (32)(34) si scrivono

VNP 4 NLP 4+ ¢% =0 (35)
VoMP* — NP 4 58 =0 (37)
cap(L5 M7 = N°7) =0 (38)

Dimostrazione.
Iniziamo dalla (32); il primo termine in componenti &

(divN)" = (divN)’ + (divN)* = VN = N* , 4T% N® 4 T% N*
Dove
(divN)” = NP, 4T, N/® . T2 NOo
= NP 4T N 4+ T N 4T3 NP
= VNP 4+ 10, N&
Ricordando che (Van)ﬁ =18 = Fgg si ottiene
(divN)” = V,N°? + LINE
Analogamente
(divN)® = N&, 4T N* 4 T2 N
= N+ N 4+ T (NP 4+ T N
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Ricordando I’espressione di Vo N¢® e che Fiﬁ = Lz, si ottiene

(divN)® = Vo N 4 Lo NP

Sostituendo queste espressioni nella (32) e scrivendo anche il vettore ¢ nelle sue tre
componenti, si ottengono le tre equazioni di equilibrio in forma scalare.
Quanto alla (34), come prima cosa scriviamo in componenti la divergenza del
tensore X,
(divX) = X;,i da?
IL primo termine dell (34) diventa

(divX)N = X} ,;da/ N* 0o = X}, i0},N* = 04 x N®

i
Sviluppiamo la divergenza di C'
divC = div(QM) = divQM + QdivM
=V Qda M 0, ® 0o + U @ 0,V o M"*0), =
=V Q67 M 0y, + QL6}0,V o MM
=V, QL M9, 4+ Qi vV, M9,
=V,n x M"9), +n x (de)ﬁag +n X (divM)En
Ricordando che
(divM)” = Vo MO 4 T2 1%
e ricordando 'alternanza del prodotto vettoriale, si ottiene
div(QM) = Vaon x M8y, +n x Vo MP*05 +T0, My
a (34) diventa allora
divC + (divX)N + s = Von x MP*05 + Von x M**n
+n x Vo M0 +n x T M0,
+00 X NP5 + 9, x N¢n + 5795 = 0

Le componenti tangenti sono

VaMPe 4 T0 M — ML — N 4 57 =0

Da quest’ultima, tenuto conto che Lg = Fgg, si ottiene esattamente la terza
equazione di equilibrio in forma scalare (38).
Le componenti normali sono
Do X NP5 + L2, x MP9y
=eagN* + e g L7 MP*
=eap(NP* + LEMPY) =0

10 Conclu-

diamo questa sezione introducendo una nuova variabile le cui caratteristiche
rendono piu agevole talune applicazioni.

che coincide con 'ultima delle equazioni di equilibrio in forma scalare.

10A tal proposito si ricordi la proprieta del tensore di Ricci €, €ag NP = —eag NP
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Definizione 12. §i definisce tensore delle pseudo-forze il tensore sim-

metrico B B
N = N*%9z, @ 0z

dove
N°F = NP — L2 M™

Osservazione 2. Per come & definito N é immediato osservare che N = N
solo nel caso di ipotesi di regime di sforzo membranale o per i gusci piatti
per i quali il tensore di Weingarten e sempre identicamente nullo.

)
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4 Legame costitutivo

L’ipotesi di Kirchhoff-Love, sull’inestensibilita delle fibre materiali lungo n,
permette di considerare le componenti di sforzo di taglio N indipendenti
dalla deformazione. Pertanto il problema del legame costitutivo risulta ri-
solvibile mediante un modello piano di tensione.

Le componenti N¢* si determinano, quindi, sfruttando le sole equazioni di
equilibrio.

Nell’ambito di questa trattazione non se ne riporta lo sviluppo analitico,
ci limitiamo, cosl, a riportare le formule finali di legame che useremo nei
casi applicativi.

Per qualsiasi approfondimento si rimanda a FORTSCHRITT-BERICHTE VDI
Reihe 18 Nr. 258 Theory of ShellStructures, Y. Basar -— E.h.W.
Kratzig, Bochum.

N°F = DH*Pay,
M = BH* My,

Dove 1 5
—v v
5 (gakgﬁu + gaugﬁA + - Vgocﬁgw)

Hozﬁ)\p —

Per HPM valgono le seguenti proprieta di simmetria

Hozﬁ/\u — Hﬁoe)\u — Hozﬁu)\ _ H)x;wzﬁ

I coefficienti D, B sono rispettivamente le rigidezze estensionale e fles-
sionale.

_ E(2¢)
1 -2
E(2¢)3

B T12(1 - 12)

25



5 Stati di sforzo membranale

In questo paragrafo faremo delle ipotesi sullo stato di sforzo del guscio che ci per-
mettono di risolvere il problema dell’equilibrio senza l'ausilio delle equazioni di
legame.

Un guscio risulta ben progettato quanto piu il suo stato di sforzo ¢ di natura
membranale. Tuttavia la realta fisica che caratterizza un guscio, in particolare le
condizioni di vincolo esterne e il sistema di carichi, spesso € incompatibile con le
ipotesi che ora assumeremo per 1’equilibrio membranale.

Applichiamo la teoria ad alcuni casi di gusci assialsimmetrici con ipotesi di compor-
tamento membranale. Di conseguenza troveremo la soluzione analitica degli sforzi
di membrana e degli spostamenti confrontandola con i valori numerici prodotti da
FEMAS 90 e SAP2000. II raffronto sara rappresentato graficamente e in tabella
per alcuni punti notevoli della struttura.

Definizione 13. Definiamo regime di equilibrio membranale per un guscio
uno stato di sforzo caratterizzato dalle sequenti ipotesi

Né =
M =0

Le equazioni di equilibrio membranale diventano

VoN +4¢° =0 (39)
N Los+q5=0 (40)
€agN* =0 (41)

Si osserva che la (39) esprime l'equilibrio alla traslazione nel piano tan-
gente; la (40) l'equilibrio nella direzione di n; la (41) esprime ’equilibrio
alla rotazione attorno all’asse n, quindi la simmetria di N.

5.1 Applicazioni

Analizziamo ora alcune applicazioni della teoria finora esposta.
Supponendo un modello membranale, riportiamo alcuni risultati salienti di un
guscio cilindrico, un duomo sferico e un iperboloide ad una falda.

5.1.1 Duomo sferico

e Geometria
Il duomo sferico & un guscio modellato su una calotta sferica di aper-
tura m/2 e raggio r.
Come primo passo vogliamo individuare il piu naturale sistema di co-
ordinate per descrivere la superficie.
Sia, allora, X un sistema di coordinate adattato tale che
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X =(p,9,2): E— IR

Con F lo spazio affine euclideo in cui & immersa la superficie Q.
Rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano, con origine nel centro
della semisfera @, vale la seguente trasformazione di coordinate

x = psinpsind

y = psin p cos v

Z = pcosy

Il sistema di coordinate adattato X induce un sistema di coordinate
superficiali XT per mezzo del vincolo p = r. Il sistema di coordinate
indotto e pertanto

Xt = (el 0" : Q - R?

Proposizione 4. Le espressioni covariante e controvariante della met-
rica indotta gT sono, rispettivamente

g= r2dy @ dp + 12 sin? pdd @ dv

1
———— 09 ® 9V
r2 sin? ©

1
g ﬁ&p®&p+

Proposizione 5. [ simboli di Christoffel non nulli su Q) sono

I, = —singcos ¢
9 9 COS @
Fsm? - FW T
sin

Proposizione 6. Il campo vettoriale unitario normale di () ¢
n = dp.

Proposizione 7. Il tensore di Weingarten e la seconda forma fonda-
mentale su () sono, rispettivamente

1
L= ;(dcp@&p%—dﬁ@@ﬂ)
L =r(dp ® dp + sin? pdv @ dd).

Spostamenti e deformazioni
Per calcolare le componenti di sforzo membranale ci basta conoscere
le sole componenti del tensore di deformazione estensionale « della

27



superficie media @)

_ 3
Qpp = Vypyp +TV

Qg = Vyg,9 +sinpcose +r sin? gpv£
cos

1
Ayp = i(vgoae +’U197¢>) -

: Uy

sin ¢

e Equilibrio
Le equazioni di equilibrio in forma locale per un guscio semisferico
soggetto ad un regime di sforzo membranale sono

N¥®%., +cot oN?? — sinpcos pN" 4 ¢ = 0 (42)
—N®r — N7rsin? o 4 ¢¢ = (43)
NW,@ +3 cot (pNW +¢"=0 (44)

e Equazioni di legame
Le equazioni di legame sono

1
N¥¥ = D(TTL(”‘P"P +7“1)£) + v 3 (vg,9 +sin ¢ cos v, + r sin? govf))

rdsin® ¢
1 v
N = D(———(v .9 Fsin @ cos v, + rsin? pvt) + ———— (v, +rv¢
(r4sin4gp(” p cos vy pv*) 7448110280(w )
1-v 1 COs
N =D(——5—= -
(7“4 sin? ¢ 2 (Vg0 095 sin gpvﬁ)

5.1.2 Duomo sferico: confronto analitico e numerico

Il modello di duomo sferico & costituito da elementi piani (SHELL di SAP2000) ed
& vincolato alla base con carrelli.

Per eliminare la labilita strutturale un nodo di base & stato incastrato, cio ha reso
necessario leggere gli output numerici relativi alla sriscia meridiana diametralmente
opposta a quella dell’incastro con 'accortezza di dimezzare i valori dello spostamen-
to radiale.

Condizione di carico assialsimmetrica: carico verticale costante
distribuito uniformemente sul guscio. (Peso proprio)
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La condizione di carico simmetrico rispetto all’asse z ci permette di cer-
care una soluzione indipendente da 9.
Supponiamo di avere un carico per unita di superficie ¢ uniformemente
distribuito sul guscio che nel sistema cartesiano si scrive

q=—qe:

Nella base {9¢, 09, n} il carico ¢ si scrive in componenti fisiche

¢~ = —q® cos pn + ¢* sin pdp (45)

Moltiplicando la (42) per sin ¢ si ottiene

(sin pN¥¥),, —sin?  cos N + sin pg? = 0 (46)

Vogliamo osservare che la base in cui abbiamo sempre espresso le com-
ponenti di N non e normalizzata.
Distinguiamo allora le componenti fisiche di N come

Neb
N<aB> — dzellde?] = NP9z, ||025]
Allora la (46) diventa
(sin N <992, — cos pN<U"> 4 rsin pg=*> = 0 (47)

Analogamente, moltiplicando la (44) per sin? ¢, considerando le compo-
nenti fisiche e osservato che ¢ = 0, otteniamo

(sin pN<¢>), +cos pN<U¢> = (48)
La rimanente equazione di equilibrio diventa

N <pp> N <v9>
— - +q¢ =0 (49)
T T

Ricavando N<Y"> dalla (49) la (47) diventa

(sin? pN<¥?>) = (¢=*r cos p — ¢<¥”rsin p) sin ¢ (50)

Da cui

sin? pN<¢¥> = /(P r(q<§> (¢) cos ¢ — ¢=¥7(¢) sin¢) sinpdg + K (51)
%]

Questo integrale esprime 1’equilibrio di una porzione di calotta sferica
compresa fra la latitudine ¢ e la generica ¢ € [0,7/2 ] con ¢ > ¢. In parti-
colare 2nr K, a meno del segno, bilancia la risultante agente sulla porzione
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di calotta di apertura ¢.

Considerando la (45)

sin® pN <99~ = —r¢® [ — cos ¢ ]g (52)
Alla latitudine ¢ l'intero sforzo meridiano se p =0= K =0 ¢
N<§0§0> — _qu(]‘ ‘_ COs SO) — qu (53)
sin ¢ 1+ cose
Dalla (49)
) B }
N<1919> :TqZ(SID ¥ COESD) (54)

14 cosp

La terza equazione di equilibrio ¢ indipendente dagli ultimi due risultati.
Inoltre, come nel nostro caso, per ¢” = 0 si ha

N<%> =0 (55)
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ESEMPIO APPLICATIVO

Caratteristiche geometriche

e r =1500 cm

e 2¢ =20 cm

Caratteristiche del materiale
e F=3350 KN/cm?
e =202

e ¢ =25-10"% KN/cm?

Carichi

e ¢ = —yc(2) =5-107* KN/cm?

Confronti
| [ ANAL. | SAP (20X20) | A[%] | SAP(40X40) | A[%] |
N, [-08750 [ 0296 |-21.07 | -0.350 | -6.67
N s || -0.091 -0.088 -3.30 -0.092 1.10
N7go | 0.750 0.749 -0.13 0.755 0.67
N7, | 0375 -0.483 28.8 -0.491 | 30.93
N7 || 0439 -0.421 -4.10 -0.445 1.37
N2y || -0.750 -0.704 6.13 -0.728 | -2.93
v@ 0 - -0.038 - -0.038 -
vﬁ:% - -0.019 - -0.020 -
vfo o0 - 0.000 - 0.00 -
vlg;zo - 0.010 - 0.01 -
Ul g - 0.010 - 0.01 -
vl - 0.020 - 0.02 -

Tabella 1: Sollecitazioni e spostamenti di un duomo sferico soggetto a peso
proprio valutate in tre punti caratteristici. Le unita usate sono [KN/cm] per
le sollecitazioni, [cm] per gli spostamenti.
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Figura 5: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni circonferenziali e
meridionali di un duomo sferico soggetto a peso proprio.

Per migliorare la leggibilita del grafico, sull’asse delle ascisse - che di-
versamente dalla consuetudine abbiamo riportato in verticale - la variabile
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Figura 6: Confronto numerico degli spostamenti verticali e radiali di un
duomo sferico soggetto a peso proprio.
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indipendente € ¢* = 90 — ¢ anziche .

Figura 7: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di parallelo N7V di un
duomo sferico soggetto a peso proprio.

Figura 8: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di meridiano N¥¥ di un
duomo sferico soggetto a peso proprio.
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Conﬁtazione indeformata

Configurazione deformata

Figura 9: Configurazione deformata prodotta da SAP2000 di un duomo

sferico soggetto a peso proprio.
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Condizione di carico assialsimmetrica: carico verticale costante
disribuito sulla proiezione orizzontale della superficie del guscio

In questa ipotesi di carico rimangono inalterate le semplificazioni indotte
dalla simmetria, cerchiamo, infatti, una soluzione indipendente da 9.
Assunto un carico ¢*, come nel caso precedente, per effetto della proiezione,
nel sistema cartesiano globale, si ottiene

q = —q" cos pe,
che nella base locale, in componenti fisiche, si scrive
q~" = —q* cos® p + ¢*nsin ¢ cos pd,

Con procedimento analogo alla condizione di carico precedente si giunge
alla (51), che ora diventa

sin? pN<¢¥> = / : (g7 (¢) cos ¢ — ¢~¥ () sin @) sin ¢pdep + K
®

@
:/ —rqg®sinpcosp + K

]

Da cui
102 <pp> 1 2 1
sin® o N = _5[003 80]¢;
Se ¢ = 0= K =0 e l'intero sforzo meridiano & costantemente pari a
< 1
N<¥¢> = — _rq¢*
2
Dalla (49) si ricava

1
N<9> —irqz cos 2¢p
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ESEMPIO APPLICATIVO

Caratteristiche geometriche

e r =1500 cm

e 2¢ =20 cm

Caratteristiche del materiale
e F=3350 KN/cm?
e =202

e ¢ =25-10"% KN/cm?

Carichi

e * =2-107*KN/cm?

Confronti
| [ ANA. [ SAP(20X20) | A[%] | SAP(40X40) | A[%] |
N, |-015] -0119 [-2067| -0.140 | -6.66
N s || 0-00 0.001 0.10 0.00 0.00
N g | 015 0.145 -3.33 0.149 -0.67
N7, | -015] -0.193 28.67 | -0.196 | 30.67
N7, | 015 -0145 -3.33 -0.148 | -1.33
N7y | 015 | -0.148 -1.33 -0.149 | -0.67
vfo o - -0.014 -0.014
0@245 - -0.005 -0.005
Vi —g0 - 0.00 0.00
vl - 0.002 0.002
Vit g - 0.002 0.002
it - 0.04 0.004

Tabella 2: Sollecitazioni circonferenziali e meridionali e spostamenti radi-
ali (R) e verticali (Z) di un duomo sferico soggetto ad un carico uniforme
verticale agente sulla proiezione orizzontale della cupola e appoggiato alla
base.
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Figura 10: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni circonferenziali
e meridionali di un duomo sferico soggetto a carico uniforme verticale agente
sulla proiezione orizzontale della cupola e appoggiato alla base.
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analitico-numerico degli spostamenti di un duomo

sferico soggetto a carico uniforme verticale agente sulla proiezione orizzontale
della cupola e appoggiato alla base.

39



Figura 12: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di parallelo di un duomo
sferico soggetto ad un carico uniforme.

e

Figura 13: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di meridiano di un
duomo sferico soggetto ad un carico uniforme.
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Configurazione indeformata

RN

VI

T

Figura 14: Configurazione deformata produtta da SAP2000 di un duomo

sferico soggetto ad un carico uniforme.
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5.1.3 Cilindro

In questo esempio vogliamo ricavare lo stato tensionale e deformativo di un
guscio cilindrico soggetto ad alcune condizioni di carico tipiche: pressione
uniforme, peso proprio, pressione idrostatica.

e (Geometria
Scegliamo, com’e ovvio, un sistema di coordinate adattato cilindrico

X =(,2p):E— R

Dove E & lo spazio affine euclideo in cui & immersa la sottovarieta
cilindrica Q.

Rispetto ad un sistema di coordinate cartesiane, con origine nel centro
della base del cilindro, vale la nota trasformazione di coordinate

x = psend
y = pcosh
4=z

Il sistema di coordinate adattato X induce un sistema di coordinate
superficiali Xt per mezzo del vincolo p = r

XT=(67,2):Q - R?

Proposizione 8. Le espressioni covariante e controvariante della met-
rica indotta sono, rispettivamente

g=r*dd®di+dz®dz
g= %2819@)819—#82@82'
Proposizione 9. Tutti i simboli di Christoffel su @ sono nulli.
Proposizione 10. Il campo vettoriale unitario normale su Q é
n=0ap

Proposizione 11. IL tensore di Weingarten e la seconda forma fon-
damentale su @ sono, rispettivamente

L %dﬁ@@ﬂ
L= rdddo



e Spostamenti e deformazioni
Per calcolare le componenti di sforzo membranale ci basta conoscere
le sole componenti del tensore di deformazione estensionale «

Qg = V99 + TVg

1
Ay, = i(vﬂ’z +Uz,9 )
Qzz = Vzyz
e Equilibrio

Le equazioni di equilibrio in forma locale per un guscio cilidrico sogget-
to ad un regime di sforzo membranale sono

N g +N" . 4+p” =0

NZ,’L9 + szw +pz =0

~N"Lgg+p* =0
Nﬂz _ Nz19

¢ Equazioni di legame

D

~ 1
N? = N" = 72(772(”19719 +rvg) + Uz,z)

N noe :D(l_y(w,ervz,a)

272
~ v
N?# = N?? = D(T—Z(Uﬂ,ﬁ —I—Tvg) + UZ,Z)

5.1.4 Cilindro: confronto analitico e numerico

In questo paragrafo confrontiamo i risultati analitici con i rispettivi valori numerici
prodotti dal codice di calcolo FEMAS 90 e SAP2000. In particolare metteremo in
evidenza 'efficacia degli elementi finiti a doppia curvatura NACS48 rispetto all’'uso
degli elementi piatti SHELL, implementati nel codice FEMAS 90 e SAP2000
rispettivamente.

Il cilindro modellato al SAP2000 ¢ vincolato alla base con appoggi scorrevoli.
Per eliminare la labilita strutturale un nodo di base & stato incastrato, cio ha reso
necessario leggere gli output numerici relativi alla sriscia meridiana diametralmente
opposta a quella dell’incastro con 'accortezza di dimezzare i valori dello spostamen-
to radiale.

1l modello al FEMAS 90 ¢ un quarto di cilindro vincolato alla base con appoggi
scorrevoli e con vincoli di simmetria.

Condizione di carico assialsimmetrica: pressione uniforme eserci-
tata da un gas piu peso proprio
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Questa condizione di carico & rappresentata dalle due componenti ¢¢ e
q* del vettore di carico q. Considerando la simmetria assiale, & possibile
senz’altro eliminare tutte le derivate rispetto a alla coordinata 9. Cosi le
equazioni di equilibrio diventano

N0 — QE

-

N”.=0
N**,.+p*=0

Considerando le condizioni al contorno (z = 0) relative alla partico-
lare condizione di carico e trasformando le sollecitazioni nelle rispettive
componenti fisiche, si ottiene

N <> _ qgr [%]
N<9=> 0= N<=> _
N** ,+¢* =0= N** = /OZ—quC+K:>
N# = N<*%> = _¢%(z — h) [%]

Le uniche componenti non nulle del vettore di deformazione v sono
quella radiale e quella lungo z dovuta al peso oltre che all’effetto Poisson,
rispettivamente scritte

e r2¢¢ + rvq*(z — h)
B E(2¢)

— —hz) — qugz) (L]
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ESEMPIO APPLICATIVO

Caratteristiche geometriche

e r =300 cm
e h =800 cm

e 2¢ =10 cm

Caratteristiche del materiale
e F=3350 KN/cm?
e v=0.2
e v=25-107% KN/cm3
Carichi
e ¢* =0.1 KN/cm?

. ¢ =—(2€) = —25-107° KN/cm?

Confronti
| ANAL. [ NACS48(1x20) | A[%] [ SAP(20x20) | A[%] [ SAP(40x40) | A[%] |
N[00 | 30-00 30.00 0.00 | 29.631 [-1.23] 29.908 | -0.306
N2 400 | 3000 30.00 0.00 | 29.632 [-1.22 | 29.907 | -0.31
N7, | 30.00 30.00 0.00 [ 29.631 [-1.23| 29.908 |-0.306
N7 g0 | 0-00 0.00 0.00 [ -0.005 [ -0.5 | -0.003 | -0.30
N7 4 | -0-10 -0.10 0.00 [ -0.095 [-5.00 | -0.097 | -3.00
N7, | -0.20 -0.20 0.00 [ -0.195 [-2.50 | -0.197 -15
U_so0 | 0-269 0.269 0.00 0.268 |-0.37 |  0.267 -0.74
Vg0 | 0-269 0.269 0.00 0.268 |-0.37 |  0.267 -0.74
vl | 0.269 0.269 0.00 0.268 |-0.37 |  0.267 -0.74
Vi —soo | -0-146 -0.146 0.00 [ -0.144 [-1.37| -0.145 1.00
VU —ggp | -0-072 -0.073 139 | -0.073 | 139 [ -0.073 1.39
_gy | -0.007 -0.007 0.00 [ -0.007 [ 0.00 | -0.007 0.00

Tabella 3: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni e spostamenti
a tre quote caratteristiche di un cilindro caricato con pressione uniforme e
peso proprio.
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Figura 15: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni N** e N?¥ di un
cilindro caricato con pressione uniforme e peso proprio. Confronta Tabella
3
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Figura 16: Confronto analitico-numerico degli spostamenti v* e v¢ di un
cilindro caricato con pressione uniforme e peso proprio. Confronta Tabella
3
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Figura 17: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di parallelo NV? di un

cilindro caricato con pressione uniforme e peso proprio.

Figura 18: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di meridiano N¥¥ di un
48

cilindro caricato con pressione uniforme e peso proprio.



Configurazione indeformata

Configurazione deformata

_—

Figura 19: Configurazione deformata prodotta da SAP2000 di un cilindro
caricato con pressione uniforme e peso proprio.

Configurazione indeformata

Configurazione deformata

Figura 20: Configurazione deformata prodotta da FEMAS90 di un cilindro
caricato con pressione uniforme e peso proprio.
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Condizione di carico assialsimmetrica: pressione idrostatica piu
peso proprio

Anche questa condizione di carico ¢ rappresentata dalle due componenti
non nulle ¢¢ e ¢* del vettore di carico g.

N190 _ f

r
Nﬁz L= 0
sz’z 'HJZ =0

Considerando le condizioni al contorno (z = 0) relative alla partico-
lare condizione di carico e trasformando le sollecitazioni nelle rispettive
componenti fisiche, si ottiene

N> oy [%]
N<19Z>,z — 0= N<U=> _
N*? ,+¢* =0= N** = /OZ —q¢*d¢+ K =
NZZ:N<ZZ>:_qZ(Z_h) [%]

Le componenti non nulle del vettore di deformazione v sono quella radiale
e quella lungo z dovuta al peso oltre che all’effetto Poisson, rispettivamente
scritte

— + 1/7) [L]

E (2¢)
. vy —q° 22
vt = W(j — hz) [L]
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ESEMPIO APPLICATIVO

Caratteristiche geometriche

e r =300 cm
e h =800 cm

e 2¢=10cm

Caratteristiche del materiale
e E =3350 KN/cm?
e v=02
e 7. =25-10"% KN/cm3
Carichi
o ¢* =y(h—2) KN/em?
o " = —7.(2¢) = —25-1075 KN/cm?

e 7, =981-107°KN/cm?

o1



Confronti

| | ANAL. | NACS48(1x20) [ A[%] | SAP(40x40) | A[%] |

N g0 | 0-00 0.00 0.00 0.021 2.10
N2y | 1277 1.177 0.00 1175 | -0.17
NI, | 2.353 2.358 0.21 2.330 | -0.98
N | 000 0.00 0.00 | -0.005 | -0.5
NPy | -0-10 -0.10 0.00 | -0.091 |-9.00
N7, | -0-20 -0.20 0.00 [ -0.193 | -3.50
Vg0 | 0.00 0.00 0.00 | 0011 [ 110
U _ge | 0011 0.011 0.00 | 0016 | 1.10
vl | 0021 0.021 0.00 | 0.021 [ 0.00
Ul _gop | -0-008 -0.008 0.00 | -0.008 | 0.00
V. _pp | -0-006 -0.006 0.00 | -0.006 | 0.00
vl_y | -0-0008 -0.0008 0.00 0.00 0.00

Tabella 4: Sollecitazioni e spostamenti a tre quote caratteristiche di un
cilindro soggetto a peso proprio e pressione idrostatica.

592



800G

700

600

500

z [cm]
S
o
S
T

200

T

O FEMAS 1x20
+ SAP 40X40
— analitica

800

0.5

N(@9) [KN/cm]

15 2 25

600

z [cm]
N
o
o
T

200

O FEMAS 1x20
+ SAP 40X40
— analitica

+

Figura 21
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N(zz) [KN/cm]

-0.08

-0.06 -0.04 -0.02 0

: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni circonferenziale
N ¢ meridiana N?%. Vedi Tabella 4.

Vogliamo precisare che I’andamento delle sollecitazioni N?? appena ri-
portato coincide con quello per il caso di carico precedente. Come del tutto
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Figura 22: Confronto analitico-numerico degli spostamenti radiali v¢ e
verticali v*. Vedi Tabella 4
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evidente dai risultati analicici, cio € dovuto alla natura disaccoppiata dello
stato tensionale circonferenziale rispetto a quello meridionale.

La deformazione indotta da questi casi di carico, infatti, puo essere ottenuta
per sovrapposizione degli effetti.

Figura 23: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di parallelo NV? di un
cilindro caricato con peso proprio e pressione idrostatica.

Figura 24: Output di SAP2000 delle sollecitazioni di meridiano N#* di un
cilindro caricato con peso proprio e pressione idrostatica.
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Configurazione indeformata

,, Configurazione deformata

—

Figura 25: Configurazione deformata prodotta SAP2000 di un cilindro
caricato con pressione idrostatica e peso proprio.

Configurazione indeformata

Configurazione deformata

Figura 26: Configurazione deformata prodotta FEMAS90 di un cilindro
caricato con pressione idrostatica e peso proprio.
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5.1.5 Iperboloide di rivoluzione soggetto a peso proprio

Come ultimo esempio applicativo consideriamo una torre di raffreddamento avente
la forma di un iperboloide ad una falda soggetto al carico assialsimmetrico del peso
proprio.

e Geometria
Per lo studio completo della geometria si considera innanzitutto una
varieta M coincidente con lo spazio affine Fuclideo F, in cui, definito
un sistema di coordinate iperbolico (f,¥.z), si calcola la metrica e i
simboli di Christoffel.
Successivamente si considera la sottovarieta Riemanniana @, di codi-
mensione 1, rappresentata dall’ iperboloide ad una falda. Pertanto, da
un sistema di coordinate adattato, si passa ad un sistema di coordinate
indotto (97, 27). Ovvero, fig = 0 & il vincolo.
Dell’iperboloide si calcolano, dunque, la metrica, la connessione e le
curvature.

Consideriamo un sistema di coordinate iperbolico (f,4,z) : E — R3
a cui € associata un origine o € F e una base ortonormale (e;) of E.

Figura 27: Coordinate iperboliche e cartesiane

Usiamo la funzione coordinata f per definire la superficie @, i.e. f =0,
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che e caratterizzata dalla seguente funzione implicita in coordinate
cartesiane

.Z'2 + y2 22

2 =0
Definiamo, inoltre, la funzione coordinata f
f=p—0p(z)

dove p(z) = 4V + 22 = V2 + 2.
Rispetto al sistema cartesiano vale la seguente trasformazione di coor-

dinate
r=(f+ %\/b2 + 22) cos ¥
y=(f+ %\/b2 + 22) sin

Z=Z

Proposizione 12. Le espressioni in coordinate della metrica covari-
nate e controvartante sono rispettivamente:

g= df @df + (f + %\/w T 22249 © dY

a z
CL222
+ (m + 1)dZ ® dz
_ a? 22
9—(m+1)3f®5f
a z

1
+ 00 ® 0V + 0z ® 0z
(f + §VD? + 22)?
Proposizione 13. I simboli di Christoffel non nulli nel sistema di
coordinate iperbolico sono

T f_ ab
zz (,/bZ +22)3

a
Lop=—(f +3 V02 +22)
A L . S
A T
Fzg = Fﬂi N

T+ SV 1 2V + 22
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Consideriamo ora il vincolo p = $vb? 4 22, i.e. f = 0. Cosi, da un
sistema di coordinate iperbolico adattato (f,, z), otteniamo un sis-
tema di coordinate indotto superficiale (97, 271,

Proposizione 14. Le espressioni in coordinate della metrica covari-
ante e controvariante superficiale sono, rispettivamente

; @ , 2,2

g :bﬁ(b +z)dﬁ®dﬁ+(m+l)dz®dz
b? 1 b (b + 22)

§' = — 5500 ® 9 02 ®0

I T (b2 + 22) VO o + b2 (b% + 22) Fwoz

Proposizione 15. I simboli di Christoffel I'T non nulli su Q sono

rfy =T, = ﬁ

ot _ a’b?z
= [a?22 4+ b2(b? + 22)](b2 + 22)
z a?z(b? + 2?)

2 —=_
Y a?z? + b2(b? + 22)

Proposizione 16. Il vettore unitario normale é
a?z? + b2 (% + 22) az 5
p— — Z
b2 (b2 + 22) Va2 + (02 + 22)

Proposizione 17. [l tensore di Weingarten e la seconda forma fon-
damentale su @ sono, rispettivamente

b b*
L= dd ® 09 — ? gdz ® 0z
a\/a222 + 0202 + 22) [a222 4 b2(b? + 22)]2
b2 2 b?
L= t2) g9 a dz ® dz
Va2z? + b2(b2 + 22) (b2 + 22)\/a222 + b2(b2 + 22)

Proposizione 18. La curvatura totale (curvatura di Gauss), e la
curvatura media sono

6
K=-— b
[a222 + b2(b? + 22)]?
e a2b2(z2 _ bQ) + b4(b2 + 22)

ala?z? + b2(b% + 22)]%

11 seguito ometteremo il simbolo 1 su 9 e z.
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Dal tensore di Weingarten, inoltre, si ricavano immediatamente le
curvature principali dell’ iperboloide

N = b2 (% + 22)
! a(b? + 22)\/a222 + b2(b2 + 22)
b4
Ao = — ? ;
[a222 + b2(b? + 22)]2

La scelta del sistema di coordinate superficiali (¢, z) & senz’altro quella
piu comoda e pratica per individuare i punti della superficie. Tuttavia,
per poter risolvere le equazioni dell’equilibrio membranale sotto con-
dizioni di carico assialsimmetriche, ¢ di gran lunga piu vantaggioso
scegliere al posto della coordinata z I'angolo ¢ che il prolungamento
della normale alla superficie forma con 'asse Z del sistema cartesiano.
Vedi figura 27.

La funzione coordinata ¢ & legata alla z dalla seguente relazione

p= sin~! 71)2 + 22
Vb2 4+ k222

Dove k e un fattore geometrico adimensionale

a2

Equilibrio

Usando la coordinata ¢, la risoluzione delle equazioni di equilibrio
membranale, vedi [7], ci permette di scrivere le espressioni delle carat-
teristiche della sollecitazione

N<wes _ 40V k2sin ¢ — 1
sin? pvk?2 — 1
N<O> AV k2 —1

1(—qcos<p—|—

(Clp) — Cler))

N<#2> (k2 sin? p — 1)
k?—1

(S

)

Dove q ¢ il peso proprio per unita di superficie (assunto costante dato
lo spessore costante) e la funzione ( vale

 k2sin?p —

—cosp 1 (W—kcosgp)

= + In
¢ 2(k2sin? ¢ — 1) 4kvVk2 —1 VE?2 — 1+ kcosyp
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ESEMPIO APPLICATIVO

La modellazione in SAP ¢ stata eseguita con una mesh di 4200 elementi piani. Per
simulare un appoggio della struttura su sede conica abbiamo aumentato notevol-
mente la rigidezza della corona degli elementi di base e parallelamente abbiamo
assegnato a questi un comportamento a lastra per escludere un effetto incastro.
Con il FEMAS abbiamo modellato un quarto di iperboloide vincolandolo per sim-
metria lungo i meridiani di bordo. Alla base la struttura ¢ appoggiata su sede
conica.

Caratteristiche geometriche

a = 4263.00 cm

b=21148.00 em

e k£ =1.02011
e H=T+5=20000 cm
T = 5800.00 cm

S = 14200.00 em

o p(z = —14200.00) = s = 5134.80 cm

p(z = 5800.00) = t = 4420.419 cm

p(z =0.00) = a = 4263.00 cm

s = 83.588 [deg]

vt = 93.052 [deg]

e 2(c) =25 cm
Si e indicato con H laltezza totale della torre, T l'altezza della torre a
partire dalla sezione di gola fino alla estremita superiore, .S l'altezza della
torre dalla base fino alla sezione di gola, s il raggio di base, t il raggio in
testa, a il raggio di gola. Vedi figura 28
Caratteristiche del materiale

e E =3350 KN/cm?

e =202

e ¢ =25-107% KN/cm?

Carico

e g =1c2(e) =6.25-107* KN/cm?]
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Figura 28: Caratteristiche geometriche dell’iperboloide di rotazione.

Confronti
| ANAL. [ NACS48(1x20) | A[%] | SAP(70x60) | A[%] |
N2 ogo0 | 01474 -3.9341 * 0.099 [ -32.83
N, |-0.1492 -2.569 * 0.119 *
NI 400 | -0-6656 -0.662 0.54 | -2.477 *
N7% 00 | 0-0008 -0.6648 * -0.104 *
N2, | 3671 -3.608 172 | -3.622 1.33
N2 00 | -11.026 -11.024 0.018 | -10.865 | 1.46

Tabella 5: Sollecitazioni e spostamenti a tre quote caratteristiche di una

torre di raffreddamento iperbolica soggetta al peso proprio. Nelle caselle
contrassegnate dagli asterischi si ¢ omesso il valore numerico perche non

attendibile. Ci sono casi con scarti superiori al 100%.
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Figura 29: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni meridiane e
circonferenziali di una torre di raffreddamento iperbolica soggetta al peso
proprio. Vedi Tabella 5
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boloide soggetto al peso propr
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Figura 32:

Configurazione deformata prodotta da SAP2000 di
iperboloide soggetto a peso proprio.
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Figura 33: Due punti di vista della configurazione deformata prodotta da
FEMAS90 di un iperboloide soggetto a peso proprio.
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6 Influenza degli effetti di bordo sul regime di
sforzi menbranale

Le condizioni di vincolo esterne finora considerate sono state pensate prevalente-
mente per garantire uno stato di sollecitazioni membranale. In quest’ultimo capi-
tolo vogliamo mostrare che I'influenza di vincoli differenti, come gli incastri di base,
non invalida significativamente i risultati della teoria membranale. Come apparira
chiaro dai grafici che seguono, gli effetti flessionali indotti dalle condizioni vincolari
di bordo tendono ad estinguersi rapidamente; possono essere fronteggiati a livello
locale.

6.1 Effetti di bordo indotti da incastri alla base in duomo
sferico soggetto al peso proprio

Riportiamo alcuni valori numerici delle sollecitazioni e degli spostamenti che
si hanno in un duomo sferico (con le caratteristiche descritte negli esempi
precedenti) soggetto al peso proprio e incastrato alla base.

| | ANA. [ SAP(40X40) |

N, | 15 -0.350
N5 | 0.00 -0.092
NV g || L5 -0.166
N2, | 15 -0.491
N | 15 -0.445
N | -15 -0.831
vt - -0.038
Vs - -0.019
Z
Vg0 | - 0.00
vl - 0.00
Uit —4 - 0.00
Ui - 0.00

Tabella 6: Sollecitazioni e spostamenti di un duomo sferico incastrato alla
base e soggetto al peso proprio.

Per migliorare la leggibilita del grafico, sull’asse delle ascisse - che di-
versamente dalla consuetudine abbiamo riportato in verticale - la variabile
indipendente & ¢* = 90 — ¢ anziché .
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Figura 34: Confronto analitico e numerico delle sollecitazioni circonferenziali
e meridionali di un duomo sferico soggetto al peso proprio incastrato alla
base.
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Figura 35: Confronto numerico degli spostamenti di un duomo sferico
soggetto al peso proprio incastrato alla base.
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6.2 Effetti di bordo indotti da incastri alla base in un cilindro
soggetto ad una pressione idrostatica e al peso proprio

Riportiamo alcuni valori numerici delle sollecitazioni e degli spostamenti che
si hanno in un cilindro (con le caratteristiche descritte negli esempi prece-
denti) soggetto al peso proprio e ad una pressione idrostatica con incastri
allla base.

] | ANAL. | SAP(40x40) |

N0 | 0.00 0.021
N2y | 1277 1.171
NI, | 2.353 -0.090
N g0 | 0-00 -0.005
N2 yg0 | -0.10 -0.109
N7, | -0.20 -0.448
U—so | 0-00 0.00
V,_goo | 0011 0.011
vl | 0021 0.00
Ul —go0 | 0008 | -0.008
VU —y0 | 0006 | -0.00.6
Ul_y | -0-0008 0.00

Tabella 7: Sollecitazioni e spostamenti a tre quote caratteristiche del cilindro
caricato con pressione idrostatica e peso proprio con effetto degli incastri di
base.
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Figura 36: Confronto analitico-numerico degli spostamenti radiali v¢ e
verticali v*. Vedi Tabella 7
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Figura 37: Confronto analitico-numerico delle sollecitazioni circonferenziali
NY e meridiane N#*. Vedi Tabella 7.
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