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Sommario

Il concetto usuale di rotore, rot F' di un campo vettoriale F', ¢ definito in uno
spazio affine euclideo di dimensione 3. E ben noto che I'annullarsi del rotore, rot F'
di un campo vettoriale F', ¢ condizione necessaria e sufficiente affinché tale campo
vettoriale F' sia localmente il gradiente di un potenziale, F' = grad U .

E quindi naturale domandarsi se & possibile generalizzare il concetto di rotore in
uno spazio affine euclideo di dimensione diversa da 3, in modo che continui a valere
la precedente proprieta.

La risposta e positiva: € possibile generalizzare il concetto di rotore in uno
spazio affine euclideo di dimensione n > 2. Anzi, senza nessuna difficolta, tale
generalizzazione vale per ogni varietd riemanniana (spazio curvo) di dimensione
n>2.

Il rotore, cosi generalizzato, rot F', risulta essere un “tensore antisimmetrico” di
grado r = n — 2, quindi rappresentato da una matrice antisimmetrica con r indici.
In particolare, se n = 3, abbiamo r = 1, quindi rot F' ¢ un campo vettoriale; se
n = 2, abbiamo r = 0, quindi rot F' & uno scalare.

Per comprendere questi appunti, lo studente dovrebbe conoscere il concetto di
tensore e di spazio vettoriale duale. In assenza. di tali concetti, lo studente puo farsi
un’idea approssimativa degli sviluppi qui esposti.



2 1 TENSORI E TENSORI ANTISIMMETRICI

1 Tensorl e tensori antisimmetrici

Ricordiamo la notazione essenziale dei tensori (vedi, per esempio, [10]).

Dato uno spazio vettoriale V', denotiamo con
RV e ANV CR'V

il prodotto tensoriale di grado r di V' ed il suo sottospazio dei tensori antisimmetrici di
grado 7.
Inoltre, dati r vettori vy,...,v, € V| denotiamo il loro prodotto tensoriale con

(1> U1®~-®U7‘7

il loro prodotto esterno (ossia prodotto tensoriale antisimmetrico) con

(2) vl/\.../\vr::Ze(a)vo(1)®...®vo(T),

g

dove la somma ¢ estesa alle permutazioni ¢ di (1,...,7) ed €(o) indica il segno della
permutazione o .
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2 Varieta differenziabile

Ricordiamo la notazione essenziale delle varieta differenziabili (vedi, per esem-
plO’ [ ) ) ])'

Consideriamo una varieta differenziabile M di dimensione n > 2. In particolare, M
puo essere uno spazio affine o uno spazio vettoriale.
Indichiamo un sistema di coordinate (locale), eventualmente curvilineo, con

() = («%,...,2"): M — R",
e, corrispondentemente, le curve coordinate (locali) con
z,  Rx M — M.

Indichiamo lo spazio tangente di M ed il suo duale con TM e T*M .

In particolare,
1) se M ¢ uno spazio affine M = A, associato allo spazio vettoriale V| allora,

abbiamo
TM =AXxV e T"M=AxV";

2) se M ¢é uno spazio vettoriale M = V | allora, abbiamo
TM =V xV e T°"M =V xV*,
I campi dei vettori tangenti alle curve coordinate
or;, : M — TM

costituiscono una base (locale) dei campi vettoriali X : M — T'M ed i differenziali delle
funzioni coordinate
dz' : M —T"M

costituiscono una base (locale) delle forme differenziali o : M — T*M .

2.1 Definizione. Il differenziale esterno di 1-forma o : M — T*M ¢ definito come
la 2-forma esterna (cioe il tensore antisimmetrico del 2-ndo ordine)

da: M — N*T*M C @*T*M ,
la cui espressione in coordinate e
do = Z 0 dzt A dx?
0,3

= Z Oy 3 (do' ® do? — d’ ® da') . O

]
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4 2  VARIETA DIFFERENZIABILE

Si puo dimostrare facilmente che la precedente espressione in coordinate € invariante
rispetto ad un cambio di coordinate.
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3 Forme esatte su una varieta differenziabile

Ricordiamo il concetto di forma esatta (vedi, per esempio, [5]).

3.1 Definizione. Una 1-forma o : M — T*M & detta localmente esatta se esiste
localmente una funzione f : M — IR, tale che localmente valga 1'uguaglianza

a=df,

cioe, in coordinate,

ai:@f.D

3.2 Lemma. [Poincaré] Una 1-forma o : M — T*M ¢ localmente esatta se e solo
se
da =0,

ossia se e solo se, in coordinate,
8,-04]» == 83'0[,' .

DIMOSTRAZIONE. Per la dimostrazione, vedi, per esempio, [5]). QED
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6 4 VARIETA RIEMANNIANE

4 Varieta riemanniane

Ricordiamo il conectto di varieta riemanniana e discutiamo alcuni oggetti geo-
metrici che possono essere ricavati dalla metrica (vedi, per esempio, [1, 2, 3, 4, 8, 9,

D

Supponiamo ora che la varieta differenziabile M sia riemanniana, cioe dotata di una

metrica definita positiva
g M—->T"MxT"M,

la cui espressione in coordinate e

g:Zgijdx"@)d:cj.

ij
In particolare, M puo essere uno spazio affine euclideo o uno spazio vettoriale euclideo.
Nel caso particolare di un sistema di coordinate cartesiano abbiamo

Gij = 0ij -

La metrica ¢ induce alcuni oggetti di nostro interesse.

1) Innanzitutto introduciamo gli isomorfismi musicali.

4.1 Proposizione. La metrica g induce un isomorfismo lineare (tra 1-forme e vettori)
¢ TM —T*M,

dato da
(P())(X)=g(Y,X), perogni X, Y:M—TM.

L’espressione in coordinate di tale isomorfismo e
(7)), =29 Y7
]
L’inverso dell’isomorfismo ¢° : TM — T*M ¢ Iisomorfismo
¢ :T*M — TM,
la cui espressione in coordinate e

(@) = Zgij @,

dove abbiamo posto B
(97)=(g55)"".0

Rotore-2016-12-20.tex; [stampa 2016-12-20; 15:29]; p.6



Nel caso particolare di un sistema di coordinate cartesiano abbiamo
b i i
(P), =Y e (f) =a.

2) Poi, supponiamo che la varieta sia orientabile e scegliamo una delle due orientazioni.
In tal caso, introduciamo la forma volume ed il volume duale.

4.2 Proposizione. La metrica g e la scelta dell’orientazione positiva inducono una
forma volume
n:M — AN"T*"M ,

caratterizzata, in ogni punto p € M ;| dalla proprieta
n(by,...,b,) =1,
per una qualunque base ortonormale orientata positivamente
(b1, bp) : M — (TM)".

L’espressione in coordinate di n e

n = +/det(gy;) dz' A ... Adz™.

11 volume duale di tale forma volume ¢ il tensore antisimmetrico
n:M — A"TM ,

caratterizato dalla proprieta
n(n)=1.

L’espressione in coordinate di 7 €

1
Fe— Y 9 A... AOz,.O
det(gy;)

Nel caso particolare di un sistema di coordinate cartesiano abbiamo

n=dx'A...Adz" e n=0x1 A...\0x,.
3) Successivamente, introduciamo [’isomorfismo * .

4.3 Proposizione. Il volume vettoriale 7 induce 'isomorfismo lineare
* : NPT*"M — A"PTM : a:=7n(a),
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8 4 VARIETA RIEMANNIANE

la cui espressione in coordinate e

a =g, Az A .. A dx'? —
1

e —]_)il_l...(—1)ip_p()éi1mip8(l}1/\.../\5\271'1 /\Aé\xzp/\/\ax‘n,
det(g”)

dove il simbolo ~ significa “omesso”. O

4.4 Esempio. Nel caso particolare in cui n = 3 e p = 2, otteniamo

*(aijdz’ Ada?) = 2 % (aqadat A da® + gz dat A da® + agz da® A da?)

1
=2 — (0412 8$3 — (13 81’2 + Qa3 8.1'1)

det(gij)

Z ijh a;j Oxy,
\/det (9ij) o

dove
1 se(i,7,h) @ una permutazione pari
¢ =2¢ —1 se(i,j,h) @ una permutazione dispari

0 se(i,j,h) mnon e una permutazione.]

4.5 Esempio. Nel caso particolare in cui n = 3 ed « ¢ il differenziale esterno di una
1-forma [, otteniamo

*Y

*(ozij dz' A da?)
*((8152 - 8251) dl‘l N dl‘2 + (alﬁg - 8351) dZL’l A dl’3 + ((9263 — 83ﬁ2> dl‘Q N dlE3)
S (0182 — Bx1) Dz — (0183 — D331) Dy + (Da2fBs — D3f32) D)
det(gw)
1

= ——— (Y 0,8, 01) .

det(g”) ijh

Possiamo anche scrivere simbolicamente

3x1 0@ 81‘3
*dﬁ = det 81 82 03 .0
51 ﬁQ 53

4) Introduciamo il gradiente di una funzione.
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4.6 Definizione. Definiamo il gradiente di una funzione f : M — IR come il campo
vettoriale

grad f:=g*(df) : M — TM ,

la cui espressione in coordinate ¢
grad f = Z gijaifaxj.t]
ij

Dalla definizione, segue immediatamente che grad f € ortogonale alle superfici di livello
della funzione, che e rivolto verso i valori crescenti della funzione e che il suo modulo ¢ dato
dalla derivata parziale della funzione nella direzione ortogonale alle superfici di livello.

Nel caso particolare di un sistema di coordinate cartesiano otteniamo la formula usuale
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10 5 CAMPI VETTORIALI CONSERVATIVI

5 Campi vettoriali conservativi

Discutiamo D’equivalenza dei concetti di forma esatta e di campo vettoriale
conservativo.

5.1 Nota. Una forma o : M — T*M e il differenziale di una funzione f : M — IR
se e solo se

(o) = grad f .

Pertanto, diciamo che un campo vettoriale X : M — T M & conservativo se e solo se
e il gradiente di una funzione f : M — IR, cioe se e solo se

X =grad f.

DIMOSTRAZIONE. L’affermazione segue immediatamente dalla Definizione 3.1 e dal fatto che g* :
T*M — TM & un isomorfismo lineare. QED
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6 Rotore generalizzato su una varieta riemanniana

Introduciamo infine il rotore generalizzato di un campo vettoriale.

Se volessimo partire dalla usuale definizione di rotore in coordinate cartesiane,
sarebbe ben difficile generalizzare questo concetto per una dimensione maggiore di
3. Invece, la generalizzazione € molto facile se partiamo dalla definizione che fa uso
dell’espressione covariante del campo vettoriale iniziale, del differenziale esterno e
della contrazione con la forma volume (vedi, per esempio, [10]).

6.1 Definizione. Definiamo il rotore (generalizzato) di un campo vettoriale
X M—->TM
come il tensore antisimmetrico di grado n — 2
rot X == * (d(¢"(X)) : M — A" 'T*M |
la cui espressione in coordinate e

1 o —~ —~
rot X = —(—1)”3*181)(}81;1/\A@xz/\/\axj/\/\ﬁxn,
det(gw)

dove abbiamo posto
Xji= Z ginX"
jh
e dove il simbolo ~ indica omissione di un fattore. O
6.2 Nota. Per ogni n > 2, vale I'’equivalenza
rot X =0 4 (91X] = 8JX1 .

DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza delle due uguaglianze segue subito dalla loro espressione in coordi-
nate. QED

6.3 Osservazione. E importare notare che la precedente uguaglianza
&-Xj — anz
e scritta con le componenti covarianti X; di X e non con le componenti controvarianti
Xi
Naturalmente, se usiamo un sistema di coordinate cartesiano, non e necessario distin-
guere le componenti covarianti dalle componenti controvarianti. O

6.4 Esempio. Nel caso particolare in cui n = 2, otteniamo 1'usuale rotore scalare

rot X : M — R
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12 6 ROTORE GENERALIZZATO SU UNA VARIETA RIEMANNIANA

e 'usuale espressione in coordinate

1 iy 1
rot X = —— €7 0,X;) = ————=(0: Xy — . X1),
det(gi;) (Uzh J) det(g;5)

dove
Xl:zzglhxha X23:Zgthh-
1h 2h

Quindi, abbiamo rot X = 0 se e solo se

02 X3 = 05X, 01 X5 = 05Xy, "X =0X,.0

6.5 Esempio. Nel caso particolare in cui n = 3, otteniamo l'usuale rotore vettoriale

rot X M —TM

e 'usuale espressione in coordinate

1 .
rot X = —————— ( 7" 9, X axh) )

det(gi;) %h: ’
ciloe

8:171 8ZE2 6133

rot X =det| 01 0 05 |,

X Xy X

dove

Xlizzgthh> X23:Z£thXh> X33:Z£}1hXh-

1h 2h 3h

Quindi, abbiamo rot X = 0 se e solo se
X3 = 03X5, 0 X3 = 03X, 0 Xo = 0,X,.0
6.6 Esempio. Nel caso particolare in cui n = 4, otteniamo
rot X : M — A*TM

e espressione in coordinate
1 .
rot X = —— (Z ¢iihk 0, X Oxp, N axk) )
det (gij) ijh

dove

Xi=) gw X", Xp:=> g X", Xs:=> g X", Xi=) gn X"
1h 2h 3h 4h
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Quindi, abbiamo rot X = 0 se e solo se

02 X35 = 05X, 01 X5 = 05X, "Xy =Xy,
0 Xy =04 X1, "Xy = 04Xy, 03Xy = 04X5.0

Possiamo dunque riformulare il Lemma di Poincaré in termini di campi vettoriali e
rotore generalizzato.

6.7 Proposizione. Un campo vettoriale X : M — T M ¢ localmente il gradiente di
una funzione f : M — IR se e solo se il suo rotore generalizzato ¢ nullo, cioe se e solo se

rot X =0.
L’espressione in coordinate della condizione rot X =0 e
&X j= 8]XZ ,
qualunque sia la dimensione della varieta n > 2.
DIMOSTRAZIONE. Dato che ¢° e ¢ sono isomorfismi mutuamente inversi, abbiamo
X =grad f & gb(X):df.
Inoltre, dato che x & un isomorfismo, abbiamo
d(gb(X)):O & rot X =0.

Pertanto, la Proposizione segue immediatamente dal Lemma di Poincaré. [J

6.8 Osservazione. Usualmente, in fisica, si rappresentano le forze come campi vet-
toriali e, conseguentemente, si usano molto i concetti di gradiente e di rotore.

Pero, tutta la materia qui trattata sarebbe molto piu semplice e naturale se si descri-
vessero le forze come forme e, conseguentemente, si usasse il differenziale esterno di forme
al posto del gradiente e del rotore.

In questo contesto di forme si comprenderebbe anche meglio la legge di moto e la sua
relazione con 'equazione di Lagrange. O
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