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Prefazione

Questo capitolo delle dispense riguarda argomenti che non fanno parte del
programma attuale del corso di Meccanica Razionale. Esso tuttavia puo essere
un utile riferimento per gli studenti che vogliano comprendere la meccanica
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Introduzione

In questo capitolo studiamo la dinamica di una particella vincolata a muo-
versi in un certo sottospazio dello spazio affine ambiente, che chiamiamo
spazio delle configurazioni.

Postuliamo che 1l moto della particella vincolata sia ancora una soluzione
della legge di Newton. Ma, affinché la curvatura dello spazio delle configura-
zionl e la componente ortogonale della forza attiva non obblighino la particella
a violare 1l vincolo durante il moto, postuliamo che 1l vincolo generl una rea-
zione, che si aggiunge alla forza attiva. In genere, supponiamo di conoscere la
componente della reazione parallela allo spazio delle configurazioni; partico-
larmente importanti sono 1 vincoll lisci, che generano una reazione tutta orto-
gonale.

Possiamo decomporre l'equazione di Newton cosi modificata nelle compo-
nenti parallela ed ortogonale allo spazio delle configurazioni, ottenendo un
sistema di due equazioni, equivalente a quella originale. Si vede che la prima
equazione puo essere interpretata come l'equazione di Newton “vista” dallo
spazio delle configurazioni. Tale equazione e del tutto analoga all'equazione di
moto di una particella libera e permette di determinare il moto a partire da
dati iniziali, compatibili con 1l vincolo. La seconda equazione fornisce imme-
diatamente la componente ortogonale della reazione, come somma di due
termini. 11 primo e proporzionale alla massa, tiene conto della curvatura dello
spazio delle configurazioni e dipende quadraticamente dalla velocita della
particella; 11 secondo termine si1 oppone alla componente ortogonale della for-
za attiva.

Questo capitolo presuppone la conoscenza di elementi di geometria diffe-
renziale delle sottovarieta degli spazi affini (vedi ). Per comodita del lettore,
durante la trattazione degli aspetti meccanici della teoria, richiamiamo alcu-
ne nozioni essenziali di tali presupposti.
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1. Geometria dello spazio vincolato

1. Lo spazio delle configurazioni

In questo paragrafo incominciamo con 1 priml richiami sulla geometria delle
sottovarieta e con la loro interpretazione meccanica.

DEFINIZIONE. Lo spazio delle configurazioni € definito come una sottova-
rieta

QcCrpP

di dimensione 0<1<3. *

Indicheremo con
L:Q =P

I'inclusione naturale.

In questo capitolo supporremo che la particella In esame si muova sullo
spazio delle configurazioni Q.

11 numero di gradi di liberta della particella e definito come la dimensione [
d1 Q.

Per definizione di sottovarieta (vedi ), esiste (localmente) un sistema di
coordinate

(!X P — R

detto adattato, tale che Q@ sia (localmente) il luogo dei punti che soddisfano le
equazioni

dette 1l vincolo.

. 1 / . .. 1+1 3
Le funzioni (x', .., X') sono dette lagrangiane e le funzioni (x' ', .., x”) sono
dette vincolari.
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La restrizione delle funzioni lagrangiane allo spazio delle configurazionl co-
stituisce un sistema di coordinate

(q", .. ¢"

detto lagrangiano indotto.

(x!

1. !
X |Q) Q — R

OSSERVAZIONE. Spesso, il vincolo e realizzato in pratica nel seguente
modo.

I1 moto ¢ : T—P della particella in esame e vincolato mediante dei congegni
fisici (fili, aste, superfici, ecc.) che gli impongono di rispettare certe equa-
zlonl vincolarl

f”loc =0, .., fgoc =0 0<I<3,

dove
1+1, 3.
[ P—R, ., f7:P—R

sono certe funzioni (definite almeno localmente) dette vincolari.
In altre parole, questil congegni impongono alla particella di non uscire dal
sottinsieme @ C P, il quale e caratterizzato dalle equazioni

[+1
fl=o0, ., f

Ci si pone allora il problema di sapere se tale sottinsieme @ C P € una sot-

=0 1<1<35.

tovarieta. Cioe, vogliamo sapere se possiamo completare (almeno localmen-
te) le funzioni vincolari ottenendo un sistema di coordinate adattato a @, cioe
se esiste un sistema di coordinate adattato a @ del tipo

1 / [+1 5]
(,X’ g ey ,x‘, 'f+ 3 f )'

Fsiste un criterio (basato sul teorema del rango) per provare a rispondere a
questo problema. Basta prendere un qualunque sistema di coordinate di P

(g, ., 8"
e calcolare la matrice jacobiana
.
e
28T NG

Se la restrizione della matrice J ai punti di @ ha rango massimo (3-1), allora
e possibile completare le funzioni vincolari ad un sistema di coordinate adat-
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tato e @ e una sottovarieta.

Se questa matrice non ha rango massimo, allora la risposta e incerta. In-
fatti, la risposta potrebbe essere effettivamente negativa, oppure potrebbe
darsi che 1l rango non sia massimo per un eccesso di vincoll non indipendenti e
che, sostituendo le funzioni vincolari date con altre equivalenti, si ottenga
una matrice jacobiana di rango massimo (vedi ). a

Se
[P — R
e una funzione di P, indicheremo con
ff=foL:Q@ =R

la funzione di @ ottenuta per restrizione.
In generale, il simbolo "™ sara riservato ad indicare gli oggetti che "vivono"
su @ e le applicazioni che proiettano oggetti di P su oggetti che "vivono" su Q.

Una curva di Q
c: R —Q

e detta differenziabile se, vista come curva di P

c. R — P,
mediante la composizione
c L
R—&g P,

e differenziabile. Inoltre, il differenziale di c ¢ definito da

de =(e,De) : R - TP =PxP.

Lo spazio tangente di Q e definito come il sottinsieme

7TQ C PxP

costituito dal vettori applicati di P che sono tangenti alle curve differenziabili
di Q. Lo spazio tangente TQ risulta essere una sottovarieta di TP = PxP di di-
mensione 21. Inoltre, per ogni g € @, lo spazio tangente in p

TQCP
q
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e un sottospazio vettoriale di dimensione 1.
E' utile considerare lo spazio

Q-P

costituito dai vettori di P applicati nei punti di Q.
Denotiamo con

JjI.T7Q — Q<P

I'inclusione naturale.

In particolare, le curve coordinate q, - 4q, di @ sono differenziabill ed 1
campl del loro vettori tangenti sono le restrizioni a @ dei campi tangenti delle
curve coordinate X5 s X di P passanti per @

aq1 = ax1m,, s aql = axlm,.

Pertanto, I'espressione dell'inclusione j© in un qualunque sistema di coordi-
nate adattato e molto semplice e naturale

. : ‘
J oo X utag. — 2 u (dx.ou).
1<i<l ! 1<l !

Inoltre, l'espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato del
differenziale di una curva differenziabile di

c:R—@Q
e molto semplice e naturale

de = X De' (0g.oc) = X2 et (oxoc).
1<i<l t 1<i<! L

Lo spazio cotangente di @ e definito come l'insieme

Q=111 *q
qeq q

costituito dall'unione disgiunta del duali degli spazi tangenti nel vari punti di
Q.

E' utile considerare lo spazio
Q-P*

costituito dalle forme di P applicate nel punti di Q.

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



10 MARCO MODUGNO

Trasponendo j', ossia restringendo le forme di P ai vettori tangenti a @,
otteniamo la proiezione naturale

nt:Q«P* > T*Q : o~ af = mthou = o(oj’f_

Una funzione di @
[ a8—R

e detta differenziabile se esiste (almeno localmente) una sua estensione dif-
ferenziabile, ossia una funzione differenziabile di P

}’ : P—RR,
tale che
f= f\Q-

Inoltre, il differenziale di f e definito come la restrizione del differenziale
df : P—>PxP* di f

df = wtodfoL 1 Q@ — T*Q,

1l quale 1l quale risulta essere Indipendente dalla scelta dell'estensione jNP
Spesso caplta di applicare la precedente definizione nell'ambito di una co-
struzione inversa: se

[P — R
e una funzione differenziabile, allora la sua restrizione a @
ff=foL:Q@ - R
e differenziabile ed il suo differenziale e dato da
dft = whodfoL : Q@ — 1T7Q.
In particolare, le funzioni coordinate q1, . ql di @ sono differenziabili e le
loro derivate sono le restrizioni a  delle derivate delle funzioni X1, - Adip
dg' = whoax'ou, s dgq' = whodx'ou.

+

Pertanto, 1'espressione della proiezione Tt' in un qualunque sistema di coor-

dinate adattato & molto semplice e naturale
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LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 11

o (o<l, dx)ou — X (O(iOL,) dqi.
[

1<1<53 1<i¢

Inoltre, I'espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato del
differenziale di una funzione differenziabile di @

f:a—>R

e molto semplice e naturale

ar-x a4
1<i<l aq’

Per capire la delicatezza di alcune tra le formule precedenti ed evitare faci-
i errori, conviene fare alcune osservazioni.

Innanzitutto, j©: T@—@xP & un'inclusione naturale, i vettori tangenti di
possono essere vistl In modo semplice e naturale come vettori di P, per cul
possiamo scrivere

u=j7"(u) ueTq;

ma non abbiamo una proiezione diretta @ <P—TQ, senza considerare la metri-
ca.

. @~xP*—T*Q ¢ una proiezione naturale, ma non abbiamo un'in-

Invece, T
clusione diretta T*Q—@*P*, ossia, le forme di @ non possono essere viste in
modo diretto come forme di P, senza considerare la metrica. Infatti, una for-
ma di P "sa" quant'e il suo valore sui vettori tangenti a @ ed anche su quelli
trasversali a @, mentre una forma di @ "sa" solo quant’e il suo valore sui vet-
torl tangenti a Q.

Cosl, in un qualunque sistema di coordinate adattato, possiamo scrivere

9q, = 9x oL 1<l
ma abbiamo
dqi = dx'ou 1<l
Infatti, dx'o L, ., dx'oy "sanno” quant’e il loro valore sui vettori tangenti a
Q ed anche su quelli trasversali a @, mentre dq', .., dql "sanno" solo quant’e il

loro valore sul vettori tangenti a Q.
Vedremo che la metrica permettera di completare il quadro delle inclusioni
e proiezioni. Pero le espressioni in coordinate che otterremo saranno semplici
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12 MARCO MODUGNO

solo in particolari sisteml di coordinate.

Osserviamo, pol, che le espressioni, in un qualunque sistema di coordinate
adattato, del calcolo differenziale del prim'ordine relativo a curve e funzioni
di @ sono del tutto analoghe a quelle relative allo spazio affine P.

2. La metrica indotta

Restringendo la metrica g di P al sottospazio TQ C Q+<P, otteniamo la me-
trica indotta sullo spazio delle configurazioni

g =g(j"J"):TQTQ ~ R
ovvero

gh=(nfenMeg:Q > T*QOT*Q.
Q

In un sistema di coordinate indotto, la matrice della metrica indotta su @ e
la sottomatrice di ordine [ della matrice della metrica di P. Piu precisamente,
se 1n un qualunque sistema di coordinate adattato abblamo

A . . .
g= X g dx'odx ossia 6=- > g q¢q

1<i,j<3 U S A<, ycl

e quindi
gh= X g' dq¢'edqd ossia Gh=- g qq,

ti,jel U 21, s T

dove
g =800
ij ij

Dunque, la metrica indotta sullo spazio delle configurazioni si ottiene con
una semplice restrizione alle coordinate della sottovarieta. Questa e una cir-
costanza comoda nello lo svolgimento pratico di problemi di meccanica vinco-
lata.

Naturalmente, indicheremo con
gt . TQ-T*Q e gF . 1*Q-TQ

gli iIsomorfismi relativi alla metrica indotta.
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La loro espressione, in un qualunque sistema di coordinate adattato, e

gh= X gl dgedg) e  g'T= X g ogeoq,
1<, jet U 1sd, j<l t J
dove
. )
(g™)) = (gfii)
Dunque, la matrice (g*i~i)1 i jo on e altro che la matrice inversa della sot-

tomatrice (g’”.OL,) 1y della matrice (g“l,,.OL)“. P della metrica g di P.

1<1,
Si noti che, in generale, abbiamo

(g™ = ((g) DY o 140, <l
Le precedenti uguaglianze sono verificate solo nel caso in cul 1 campl vetto-
riali axlﬂoz', . axzoz' sono ortogonali a @, e quindi la matrice di g € a blocchi.

Data una massa m € R, definiamo I'energia cinetica indotta come

T'=maet:7TQ@ > R :u— é m g(u,u).

3. Proiezioni parallela ed ortogonale dello spazio tangente

Consideriamo lo spazio @ <P costituito dai vettori di P applicati nei punti di

Q.

Abbiamo gia visto che @>P possiede naturalmente il sottospazio 7@ costi-
tuito dai vettori tangenti a @

JjT.TQ — @~P.

Inoltre, la metrica g permette di definire anche 1l sottospazio ortogonale
di Q<P

(r@)- cq~pP

costituito dal vettori ortogonali a TQ.
Indichiamo con

o (TQ)" — @xP

I'inclusione naturale.
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Piu precisamente, si vede facilmente che lo spazio dei vettori di P applicati
nel punti di @ si decompone nella somma diretta dei due sottospazi dei vettori
tangenti ed ortogonali a @

QP=7TQ® (TQ)".
Q

Dunque, la metrica di P induce la proiezione parallela e la proiezione orto-
gonale su questi due sottospazi.
Indichiamo la proiezione parallela con

Q<P — (@<P)'=T7Q :v — v".

Essa puo essere caratterizzata come segue. Dato veP, il vettore L:”ETqQ e

l'unico vettore tale che

g(UJ,X’) = g(U”,X) = g.T(U”JX)J vx E TqQ

Vedlamo come si calcola 1n pratica la prolezione parallela.

Se @ ha dimensione 1 = 1, allora I'espressione di ' & molto semplice:

v = glou)u,

dove u & il vettore unitario (unico a meno del segno) tangente a Q.

Se @ ha dimensione 1 , 1, allora dobbiamo ricorrere ad un sistema di coordi-
nate adattato.

Se 1 campl vettoriali OX,, 0L, =y OX_OL SONO ortogonall a @, allora l'espres-
sione di " & pure semplice:

AT S (a,X’I,OL,) S T ..

1<1<53 1<i<l

In generale, per calcolare ", conviene ricorrere ad un trucco, sfruttando
la semplicita dell'espressione di 1t’.
Dalle definizioni in gioco, segue subito che i1l seguente diagramma commuta
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—g~P 7Q
gh | L g™
- * Qxﬁ T*Q

Tt

Infatti, se v € <P, allora abbiamo
((g"omtogh (@) - x = ((ogM () (V) = (g"(1)) (x) = vy, N ETQ,
da cul otteniamo
(g" omfogh)(v) = w'(v).
Pertanto, l'espressione generale di " in un sistema di coordinate adattato

diventa:

T X (aXOL)% 2 g*’(g“ ou)u 29,
1153 1<1, J<

L5

ossia

ST S (aXOL)%[Zu+ 2 g’”(g ou)u]aq
1<i<3 1<i¢l 1<1, /<[
l+1<r <3

S1 verifica facilmente che questa formula si riduce alle due precedentl nel
rispettivi casi.
Infatti, nel caso in cui/ = 1, la formula generale diventa

T X (ax o) Z g*” (g OL,) uk 29,

\l)
dove

) +11 _ 1

> (¢ o)k =2(0g ,u _.

1<k<5
Inoltre, nel caso in cul 1 campl vettoriali B,X‘[+1OL,, . BXZOL, sono ortogonall a

Q, la formula generale si riduce a

T X (ax oy) Z u' aq
1<1<3

perché la sottomatrice trasversale della metrica e nulla
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(g}kob) Ll = 0.

1+1<k<3

Infine, la proiezione ortogonale & data da
Tt Q<P — (@<P) =(TQ)" :v—v-m'(v).
Pertanto, l'espressione in coordinate della prolezione ortogonale si ricava

facilmente da quella della prolezione parallela, mediante una differenza

D ST (a,X’I,OL,) - > u] (axrob) - X g’m (g“,.rou) oq, ].

1<i<3 [+1<r<3 1<, j<l
Nel caso In cul 1 campl vettoriali a,X’]+1OL,, . BXZOL, sono ortogonall a @, la
formula generale s1 riduce a

w2 ou (xou) > X u (ax ou).
1043 L [+1<r<3 r

4. Derivata dei campi vettoriali

Abblamo visto che le regole di derivazione e le formule pratiche per le deri-
vate del prim'ordine di curve e funzionl sullo spazio delle configurazionl sono
del tutto analoghe a quelle dello spazio affine ambiente.

Per quanto riguarda i campi vettoriali, pero, non e cosi semplice. La com-
plicazione nasce dal fatto che nel caso degli spazi affinl possiamo utilizzare
vettori liberi, che assumono valorl in uno spazio vettoriale fisso, mentre sulle
sottovarieta curve siamo obbligati ad usare vettori applicati, che assumono
valori 1n spazi tangenti variabili da punto a punto.

E' sufficiente che lo studente acquisisca le nozioni ed 1 risultati qualitativi
di questo paragrafo.

Un campo vettoriale (applicato) di Q
v:.Q — 14

e detto differenziabile se esiste (almeno localmente) una sua estensione dif-
ferenziabile, ossia un campo differenziabile di P

v :P—> P

tale che
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LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 17

v(g) = v(q), 7q€Q.
Inoltre, sia
u:.Q —174q

un altro campo vettoriale applicato di . Allora il differenziale di v lungo u e
definito come la restrizione a @ del differenziale di v lungo u

Ve Q- Q<P :q+~— (q, Duﬁ(q)),

il quale risulta essere indipendente dalla scelta dell'estensione V.
La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato e

)

ov ' ko : kol

Vo= X[+ (r' ou)viu'log. + X (I'" ou) v u' ox

u 1<i<l aq7 hk L [+1<1<3 hk r
1<h, ksl 1<h, kel

dove 1 simboli di Christoffel (vedi ) sono definiti da

] = SN/ : ;
r = [DB,X‘k_(a'Xh)] 1<j<3, 1<h, k<l

e soddisfano le due uguaglianze (vedi )

I = (2] ) .
r e = (D~x )(a,xh, a,\k)

agikr + agih _ aghkf

oA oAk

).

hk 1

1<i<5 2 g ( ox!

Sfortunatamente, tale differenziale non ha, in generale, valori tangenti allo
spazio delle configurazionl, ma possiede anche una componente ortogonale ad
esso. Studiamo percio le sue proiezioni parallela ed ortogonale.

Innanzitutto, consideriamo la proiezione parallela del differenziale di v lun-
go u

\ U= ' o Vuu . Q —~>Tq.

L

La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato e

aui .. /‘
"= L a k h
v uU - 1%, 3 h * 1<Zi<l (g (gkm%) (r hkob)) vu aqi]

1<h k<l 1¢a<3
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18 MARCO MODUGNO

)

v i :
= X [+ X (gM(r. ou) oF " ag ],
1<l aql 1< <l 1,hk !
1<h k<l
dove
sy o - 1 (ag i, 8 8 ey
Jhk lcass ©la hk 1<i<3 2 axh axk ox '

La precedente formula mostra che (T oL ) puo essere espressa mediante

J,hk
dati e derivate sulla sottovarieta.

Pertanto, la componente parallela del differenziale "vive" sullo spazio delle
configurazioni e possiamo dire che essa e il differenziale indotto sullo spazio
delle configurazioni

Vi = V””U Q —TQ.

u

Inoltre, la sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato
puo essere scritta come

i

v A :

+ _ +1 k h

Vol s 1?1 (a gt T V) 0g,

1<h, k<l
dove
t + +

s 1 8 98 98y
= met = s e )
S o9 9q o

Quindi I'espressione del differenziale indotto sullo spazio delle configurazio-
ni e del tutto analogo a quella del differenziale nello spazio ambiente.

Consideriamo, poi, la proliezione ortogonale del differenziale di v lungo u
VL“U =T o V“U : Q@ —(TQ)".

La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato e

+ ) — r 7k h -~ —_ 'HJ
v uL I+ MZMS [ (r hkOL) vou ((a'X)“OL) Z (g (gjr"OL') aqi)) ]
1<h,k<l

1<, <l

Se 1 campl vettoriali B,X’Z+1OL,, -, 0X_oL sono ortogonall a @, essa sl riduce a
3]
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V' o = (F'qmou) or (a,xrou).

I

L'espressione In coordinate mostra che la componente ortogonale del diffe-
renziale non dipende dalle derivate del campo v (ma solo dai suoi valori pun-
tuali) e che essa dipende linearmente da v ed u ed € simmetrica rispetto al lo-
ro scamblo.

11 risultato precedente puo essere riformulato dicendo che esiste un tenso-
re del second'ordine simmetrico sullo spazio delle configurazionl a valori sul
suo ortogonale

N TQETQ - (TQ)",
tale che, per ogni coppia di campi vettorialiu e v su @, si abbia

VL“U =N (u,v).

Questo tensore, che dipende solo dalla geometria della sottovarieta, e chia-
mato seconda forma fondamentale della sottovarieta. Esso misura, per de-
finizione, quanto un campo vettoriale v tangente alla sottovarieta e costretto
dal vincolo a deviare (al prim’'ordine) nello spazio affine ambiente dalla dire-
zione tangente originale, quando si muove lungo la sottovarieta in una dire-
zione generata da un altro campo vettoriale u tangente alla sottovarieta. Dun-
que, esso misura quanto la sottovarieta si discosta (al prim’ordine) da essere
un sottospazio affine. Nel caso particolare in cul la sottovarieta sia un sotto-
spazio affine, possiamo scegliere come sistema di coordinate adattato un si-
stema cartesiano; ma i suoi simboli di Christoffel sono nulli e, percio, la se-
conda forma fondamentale e nulla.

Vedremo il legame stretto che la seconda forma fondamentale ha con la
curvatura delle curve vincolate.
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2. Cinematica vincolata

1. Il moto indotto

Studiamo 11 moto della particella vincolata.

11 moto vincolato
c: T —-qQCP

puo essere visto sia come moto nello spazio affine ambiente P, che come mo-
to indotto sullo spazio delle configurazioni Q.

I1 moto vincolato e caratterizzato in un qualunque sistema di coordinate
adattato dalle sue componenti

¢ = qioc =x'oc: T > R, 1<,
0=c' =x"ce: T - R, [+1<r<3.

Anche la velocita (applicata) del moto vincolato
de=(c,De): T -TQ CQ~P

puo essere vista sia come velocita nello spazio affine ambiente P, che come
velocita indotta sullo spazio delle configurazioni Q.

L'espressione della velocita in un qualunque sistema di coordinate adattato
e

de = X De' (axioc).

1<i<l

L'accelerazione (applicata) del moto vincolato, vista dallo spazio affine
ambiente, e

vde = (e, D°¢) : T — Q~P.

L'espressione dell'accelerazione in un qualunque sistema di coordinate adat-
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tato e

Vde = X [D%' + (T'_oe) e’ pef] (oxoe)+ X [(I" oe) De’ DeX] (ox o).
15l hk ‘ [+1sr5 hk r
1<h, ksl 1<h,ksl

Possiamo calcolare la forma covariante dell’accelerazione
gbovde : T — (@<P*).
La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato e

ghovde = 2 (g.oc) plel (dx'oe)+ X [(T. oe) pe™ pefl (ax'oe),
1<i<3 Ly 1<i<3 1,hk
1<)<1 1<h, k<1

dove

= ;o1 -
ri,hk B 1<Z,<3 gij a hk 2 (ahgﬂc v akgih aighk)'

Osserviamo che, al contrario della velocita, l'accelerazione non ¢ tutta
tangente allo spazio delle configurazionl. Possiamo, pertanto, decomporre
l'accelerazione nelle componenti parallela ed ortogonale allo spazio delle con-
figurazioni.

2. La componente parallela dell'accelerazione

Indichlamo con
Vide = " o Vde : T — TQ
la componente parallela a @ dell'accelerazione.
Per calcolare la sua espressione in coordinate bastera applicare la formula

della proiezione parallela. Pertanto, in un qualunque sistema di coordinate
adattato abbiamo

V'de = X D¢ (aqioc) + > [(g*'j 8 Fshk)oc e D] (aqioc)

1<l 1<8¢3

1<h,k<1
1<1, <1

ossla
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V'de = 1Z'<1 [D7c' + (Fillk_oc) e ek (aqioc) +
AYAN
1<h, ksl

+ > [(gﬂ'l/ g,.1rlql k)OC DCh DCk] (aq.oc).
1+1<r<3 jr hk 1
1<h, k<l
1<1, <1

Tenendo conto dell'uguaglianza stabilita precedentemente

o + r
re = Zzg (g‘JFOL)Fhk

hk 1<r<:
1<j<1
possiamo scrivere

V'de = 22 [0201‘ + (rﬂ'/ o) e DCk] (g .0c).
1<1,h, k<1 hk i

1<1,h k<,

Questa formula mostra che l'espressione, in un qualunque sistema di coor-
dinate adattato, della componente parallela dell’'accelerazione di un moto sullo
spazio delle configurazioni @ dipende solo dalle coordinate indotte ed & com-
pletamente analoga a quella di un moto nello spazio affine ambiente. In altre
parole possiamo dire che V'de e l'accelerazione cosl come la vede lo spazio
delle configurazioni. Pertanto, diremo che V'de e I'accelerazione indotta su

Q; per mettere In risalto questo fatto scriveremo anche

Vide = V'de : T — TQ.

Naturalmente I'espressione di V'de si semplifica notevolmente in casi par-
ticolari, in accordo alle considerazioni generali gia fatte sulla proiezione pa-

rallela.

Infatti, nel caso in cui/ = 1, la formula generale diventa

V'de = D% (9g cc) + = [(g" g, Fk“)oc pe' pe'l (0g,°¢).
1

<k<3

Per di piu, se la coordinata indotta e proprio la lunghezza dell'arco

1 _
q =S,

ossia se

g(oq,.0q ) = g(0s,0s) = 1,
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ossia se
=1
84 ’
allora abbiamo

k _
= (glk r 11)0L - FL,

_ 1 ~ B
L<ks5 =, 08,708,798 J)0L=0

11
e, quindi, l'espressione dell'accelerazione parallela si riduce a
V'de = D! (aqloc) = D*c® (9sce).

Questa formula coincide con l'espressione della componente dell'accelera-
zione parallela alla traiettoria che abbilamo calcolato precedentemente in mo-
do diretto (vedi ).

Inoltre, nel caso in cul 1 campl vettoriali BXMOL, . axSOL sono ortogonall a

Q, la formula generale si riduce a

Vide = X [D%c! + (Filkoc) e per| (9g.oc).
1<l 1 t
1<h, k<1

Ritorniamo al caso generale.

Dato che e comodo scrivere 1'equazione di Newton in forma covariante, e u-
tile considerare la prolezione sullo spazio delle configurazioni della forma co-
variante dell'accelerazione. Ricordando 1l diagramma commutativo relativo
alla proiezione parallela, possiamo scrivere

ghovide = nthogbovde : T — T7Q.

La sua espressione In un qualunque sistema di coordinate lagrangiano indot-
to e

Tcﬂ'ogbo Vdc = Z [(gﬁijoe) D2c,]' . (r-y-l' hk_OC) DCh DCk] (dqioe))
1<i¢ B
1<,h, k<l

oppure, mediante le formule di Lagrange,

oG

+ .
~ode | (dg'oe),

1

A oG "
mwloghovde = X [ D( _I.Odc)—
1<l 2q

oppure, con notazione semplificata classica
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d oGT  oGT
mtfoghovVde = 2 [ — —+ - —
1<l dt ac']’ aq’

] dq".

Questa formula conferma quanto avevamo gia osservato a proposito della
componente parallela dell'accelerazione In forma controvariante. L'espressio-
ne, in un qualunque sistema di coordinate lagrangiano adattato, della proiezio-
ne sullo spazio delle configurazioni della forma covariante dell’accelerazione
di un moto sullo spazio delle configurazioni @ dipende solo dalle coordinate
lagrangiane indotte ed e completamente analoga a quella di un moto nello
spazio affine ambiente. In altre parole possiamo dire che t'ogboVde ¢ l'acce-
lerazione covariante cosi come la vede lo spazio delle configurazioni. Per-
tanto, diremo che wfogboVde & la forma covariante dell'accelerazione indotta
su@q.

Le relazioni tra le varie forme dell'accelerazione parallela sono illustrate
dal seguente diagramma commutativo

T
Vde / \ Vide ‘
_ "

e rq

g l i g’*'y

N i Q<P T*Q gPovide

ot

/! mtfoghoVde

Osserviamo che la precedente formula di Lagrange, data la sua semplicita e
dipendenza solo dal dati relativi allo spazio delle configurazioni, costituisce 11
modo pratico piu conveniente per il calcolo della componente parallela dell’ac-
celerazione. In pratica, conviene procedere nel seguente ordine.

REGOLA PRATICA. Per calcolare la componente parallela dell'accelerazione
In un qualunque sistema di coordinate adattate:

1) si calcola la metrica indotta g', o, equivalentemente, la funzione metrica
indotta G (con una semplice restrizione della metrica dello spazio affine am-
biente alle coordinate lagrangiane indotte);

2) si calcola la forma covariante dell'accelerazione indotta g'oV'de me-
diante le formule di Lagrange.

Pol, se occorre calcolare l'espressione controvariante,
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3) si calcola lI'isomorfismo indotto g'* (invertendo la matrice di g);
1) si calcola la forma controvariante dell’'accelerazione indotta V'de appli-

cando g'* a g'tovide. Qo

3. La componente ortogonale dell'accelerazione

La componente ortogonale a @ dell'accelerazione e
mtoVde : T — (TQ)™.

Per calcolare la sua espressione in coordinate bastera applicare la formula
della proiezione ortogonale. Pertanto, in un qualunque sistema di coordinate
adattato abbiamo

Ttovde = X | (F'qhkoc) e pet | (9g oc) -

[+1<r<3
1<h k<l

- X [ (g™ g 1" Yoe pe" et | (9g.oc).
1+1<r<3 jr hk l
1<h k<1
1<, j<l

Naturalmente l'espressione di ™ oVde si semplifica notevolmente in casi
particolari, in accordo alle considerazioni generali gia fatte precedentemente.
Infatti, nel caso in cui/ = 1, la formula generale diventa

mtovde = X [(1*

1o .
2¢ks5 1°¢) De” D] (9g,oc)

- X (gt g T* Doepe' pe'l (9g oe).
2<k<3 1k 1 !

Per di piu, se la coordinata lagrangiana e proprio la lunghezza dell’arco, al-
lora abbiamo gia visto (nel paragrafo precedente) che

k _
1§3 (gm- b 11)OL’ =0

e, quindl, l'espressione dell'accelerazione perpendicolare si riduce a

moVde = X [(Fr“oc) Del pell (aqroc) + [(F1“oc) De! pell (aqloc)
2<r<3

= > [(1* oe) pe' pe'] (bg ce).
1<k<3 11 k
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Questa formula si1 accorda con l'espressione della componente dell'accele-
razione perpendicolare alla traiettoria che abbiamo calcolato precedentemen-
te in modo diretto (vedi )

wttovde = (D) k = (De®) Ikl n,

dove k e il vettore di curvatura ed n e il corrispondente versore.

Inoltre, nel caso in cul 1 campl vettoriali B,X‘[+1OL,, . BXZOL, sono ortogonall a

Q, la formula generale si riduce a

trovde = X [(I" ce) pe' pe'] (ag oe).
1+1<r<3 11 r

Ritorniamo al caso generale.

L'espressione dell'accelerazione in un qualunque sistema di coordinate adat-
tato mostra che la componente ortogonale dell'accelerazione non dipende dalle
derivate seconde del moto, ma dipende solo dalle derivate prime e piu preci-
samente tale dipendenza e quadratica.

Inoltre, I'espressione in coordinate che la componente ortogonale dell'acce-
lerazione puo essere espressa mediante la seconda forma fondamentale della
sottovarieta nel seguente modo

m*oVde = Node : T — (I'P)~,
dove
N°:TQ — (TP)*

e la forma quadratica associata alla seconda forma fondamentale mediante la
seguente composizione

a

(rp)”

T
diag \ / N

74 < TQ
Q

— Q

La formula precedente permette di esprimere la componente ortogonale
dell'accelerazione come composizione dell'informazione geometrica del vincolo
espressa da N con l'informazione cinematica del moto espressa dalla velocita.

Un metodo pratico generale per calcolare la componente ortogonale dell'ac-
celerazione (e quindi la seconda forma fondamentale), senza calcolare espli-
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citamente i simboli di Christoffel puo essere il seguente.

REGOLA PRATICA. Per calcolare la componente ortogonale dell'accelerazio-
ne in un qualunque sistema di coordinate adattate:

1) si calcola l'accelerazione completa in forma covariante con la formula di
Lagrange nello spazio affine ambiente P e la si trasforma in forma controva-
riante con la metrica di P;

2) si calcola l'accelerazione indotta in forma covariante con la formula di
Lagrange sullo spazio delle configurazioni @ e la si trasforma in forma contro-
variante con la metrica indotta di Q;

3) si calcola la differenza delle accelerazioni completa e parallela trovate
precedentemente. a

Notiamo che non ha senso calcolare direttamente la differenza in forma co-

variante perché T *Q non e un sottospazio di @< P* in modo naturale.

4. Lo spazio delle fasi vincolato

Analogamente a quanto abbiamo fatto per una particella libera, definiamo
lo spazio delle fasi vincolato come il sottospazio

T<xTQ C TxPxD

dello spazio delle fasi della particella libera.
Per semplicita, denotiamo l'inclusione naturale ancora con

JI . T~x1Q — T~PxP.

Lo spazio delle fasi vincolato sara la sede dove sono definite la forza attiva
agente e la reazione. Esso costituira anche l'insieme delle possibili dati iniziali
del moti vincolati.

. . : 1
Se ¢ : T—@Q e un moto vincolato, allora poniamo

je: T = TxTQ : t v (t;c(t), De(t)) S TxPxP.

1 . . . .o .
Non s1 confondano 1 due simboli f e J, che non hanno nulla a che fare tra
loro.
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3. Dinamica vincolata

1. La forza attiva

Supponiamo che la particella in oggetto sia soggetta ad una forza attiva
F :TxP<P — P<P*,
la cui espressione in un qualunque sistema di coordinate (adattato) e

F= X IN’I. dxi, I?i:TXPXP%IR.

1<i<3

Se la particella e vincolata, ai fini della dinamica, contera solo la restrizio-
ne della forza attiva allo spazio delle configurazioni. Pertanto, diciamo che la
forza attiva effettivamente agente sulla particella e I'applicazione

F=Fojt: TxTQ — @« P*
la cui espressione in un qualunque sistema di coordinate (adattato) e

F= X F, (dx'ou), F = %iob/'*:TXTQHIR.
1<1¢3

Naturalmente, possiamo decomporre la forza attiva agente (in forma con-
trovariante) nella somma diretta della componente parallela ed ortogonale a @
F=F'+F",

dove
F' . TxTQ — TQ . T~xTQ — (TQ)".
La loro espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato e

F'= X g™ F oq
1<i<l & J q’
1<j<3
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Fr= X gYF (oxou) - X g™ F (xou).
1<i<3 d 1<l J l
1<j<53 1¢j<3

<1<

Possiamo anche definire la forza attiva indotta come la prolezione median-
te ' della forza attiva agente:

Ff=wltoF . TxTQ — T7*Q.

La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato € molto
semplice

Ft= X F dq'.

1<i<l !

La forza attiva indotta coinvolge solo oggetti relativi allo spazio delle con-
figurazioni e, percio, possiamo dire che essa e la forza attiva vista dallo spa-
zio delle configurazioni.

Naturalmente, la forza attiva parallela e la forza attiva indotta possono es-
sere 1dentificate con il procedimento indicato precedentemente.

2. Forze attive conservative

Supponiamo che la forza attiva
F:P PPt
sia (posizionale e) conservativa, ossia che esista una funzione ("potenziale")
ZN] P — R,
tale che
F=dU.
Allora, per la definizione di funzione differenziabile e di differenziale sullo

spazio delle configurazioni, valgono 1 seguenti fatti:
1) la restrizione del potenziale allo spazio delle configurazioni

U'=UoL:Q@ > R

e una funzione differenziabile,
2) il suo differenziale € la restrizione allo spazio delle configurazioni del

potenziale U, ossia
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F'=au’;

5) pertanto, la forza indotta F' & conservativa ed il suo potenziale e il po-
tenziale indotto U".

Se pol, vogliamo calcolare la forza indotta in forma controvariante dinami-
ca, posslamo scrivere

F'= gt%or = grad® U',
dove il gradiente sullo spazio delle configurazioni e definito da
grad® UT = g"Foqu?.
La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattate e
F'=gt®oFt =gradtu" = X HJM 2q ..
11, j<l an !

Dunque, l'espressione del gradiente relativo allo spazio delle configurazioni
e completamente analoga a quella dello spazio ambiente.

In pratica, questo e il modo pratico piu semplice per calcolare la componen-
te parallela di una forza conservativa. Infatti, in questo modo, basta restrin-

gere 1l potenzialeU, sostituendo le coordinate vincolari con 1 rispettivi valori
costantli vincolari e pol calcolare 11 gradiente relativo allo spazio delle confi-
gurazioni.

3. La reazione vincolare
La reazione vincolare agente sulla particella € un’applicazione
R:TxTQ — QP+,
la cui espressione in un qualunque sistema di coordinate (adattato) e

B= X R (dx'ou), B :T-TQ — R.
1<1<3

Naturalmente, possiamo decomporre la reazione (in forma controvariante)
nella somma diretta della componente parallela ed ortogonale a Q

BR=R" +§J_’

dove
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R':T~xTQ — TQ R :Tx1TQ — (TQ)".
La loro espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato e

EII — Z gw‘l'j' B/} aq,‘

1<i<!
1¢<3

1~

12
.

B = X gYR (oxou) - X g™ R (9xou).
1<i<3 J 1<i<l J t
1¢<3 1<j<3

Possiamo anche definire la reazione indotta come la proiezione mediante '
della reazione:

Rf=miocR . T*xTQ — T*Q.

La sua espressione in un qualunque sistema di coordinate adattato € molto
semplice
{
R'= X R dq'.
1<i<l !

La reazione indotta coinvolge solo oggetti relativi allo spazio delle configu-
razioni e, percio, possiamo dire che essa e la reazione vista dallo spazio delle
configurazioni.

Naturalmente, la reazione parallela e la reazione indotta possono essere
1dentificate con 1l procedimento indicato precedentemente.

Le seguenti condizionl sono equivalenti:

1) Rt =0,
2) R" =0,
3) R(v)=0 Yo Q—TQ,
1) R-v=R-0v=0 Yo Q—-TQ,

5) in un qualunque sistema di coordinate adattato

Ri =0 1<i<l.

Quando le precedenti condizionl equivalenti sono verificate si1 dice che 1l
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vincolo e liscio o che la reazione obbedisce al principio dei lavori virtuali .

l.a dizione tradizionale di “lavori virtuali" si riferisce alla condizione 4), la
quale dice che il prodotto scalare della reazione (in forma controvariante) per
un qualunque vettore tangente allo spazio delle configurazioni e nullo. Tale
prodotto scalare puo essere pensato come il lavoro della reazione lungo il
vettore tangente (sarebbe piu esatto dire come la potenza della reazione
lungo il moto la cui derivata ¢ il vettore tangente considerato). L'aggettivo
virtuale si riferisce al caso di vincoli mobili (in cui i vettori tangenti vanno
riferiti alla configurazione istantanea del vincolo mobile), che noi qui non
trattiamo.

[ vincoli lisci sono molto importanti in meccanica, perché se ne incontrano
spesso nella pratica. Inoltre, vedremo che 1l vincolo liscio sviluppa la reazione
“minima” necessaria per mantenere la particella sullo spazio delle configura-
zionl.

4. L'equazione di Newton

Consideriamo una massa
m e IR+,
una forza attiva
F:.:T~xTQ — @<P*
ed una reazione
R:T~xTQ — Q<P*.
Chiamiamo moto effettivo ognl moto vincolato
c: T —-QCP
che sia soluzione dell'equazione di New ton
(%) m Vde = (F + R) o je.
Decomponendo entrambi i membri dell'equazione di New ton (*) nelle compo-

nenti parallela ed ortogonale a @, s1 ottiene 1l sistema equivalente

(") m V'de = (F' + B") o je
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(%) m Vide = (F" + K)o je.

L'equazione in forma controvariante (+"') e equivalente all'equazione in
forma covariante

() m gto(V'de) = (F' + B") o je,
la cui espressione in un qualunque sistema di coordinate lagrangiane e

(") m X |(g' ce) D!+ (I ce) pe! pef = (F o+ BT ) o je, 1<i<l,
1<h, k<l t t, hk i i J

oppure, mediante le formule di Lagrange,

or" oT* . :
(') [D(—‘i o dc) -—o del=(F. +R) o je, 1<i<l,
aq aq l 1
ossla, con notazione semplificata classica,

d oT"  oT!
)

dt aqi aq,

(+™) =F +R 1<i<l.

Nel caso particolare in cui la forza attiva e conservativa, ossia
Ft =qut,
conviene considerare la funzione lagrangiana indotta
L'=Loji=(r+u)oj'=T"+U": T+xTQ — R.
Se, per di piu, il vincolo e liscio, ossia
Rt =0,
allora l'espressione in coordinate dell'equazione (™) diventa

oLt

)

g .Odc)—

L' .
(%“I‘IIII) [D( > O dC] = 0J 15151)
oq

ossia, con notazione semplificata classica, (equazioni di Lagrange vincolate )

d oLt oLt .
(") — - =0 1<i<l.
dt aé]l aq’

L'equazione (+") (in forma controvariante), o equivalentemente (*7) (in
forma covariante), pub essere scritta come
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m Vide = (F' + B") o je
o, rispettivamente, come
m g'o(V'ide) = (F' + B") o je;

essa e dunque completamente analoga all'equazione di un moto libero, purché
s1 sostituiscano gli oggetti relativi a P con quelli relativi a Q. Inoltre, per
questa equazione vale un teorema di esistenza ed unicita delle soluzioni localli,
per ogni dato Iniziale compatibile con 1l vincolo

(t; p, v) €T~TQ,

perfettamente analogo al teorema di Cauchy.
Pertanto, 1'equazione (*#7) puo essere considerata come I'equazione indotta
del moto vincolato.

D'altra parte, l'equazione (#7) pud essere espressa mediante la seconda
forma fondamentale

(%) m N°ode = (F" +R")oje.
Dunque, riassumendo, 1'equazione di moto di Newton (*) & equivalente al si-

stema costituito dall'equazione di moto indotta sullo spazio delle configura-
zioni (#7) e dall'equazione (*7).

1 problema fondamentale della dinamica vincolata e il seguente.

PROBLEMA. 1) Si suppone di conoscere:
a) la sottovarieta

Q C P;
b) la forza attiva
F:T<xTQ — Q~<P*;
c) la reazione indotta sullo spazio delle configurazioni
R :TxTQ — T7*Q;
d) i dati iniziali

(t;p,v) € 1TxTQ.
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2) Si vuole determinare:
a) il moto vincolato

c: T — Q,
b) la componente ortogonale della reazione lungo il moto vincolato ¢
R ode: T — (TQ)",

relativamente ai dati iniziali 1d), come soluzione dell'equazione di Newton as-
sociata ai dati 1a), 1b), 1c)

m Vde = (F +R) o je.

SOLUZIONE. S1 sostituisce 1'equazione di New ton
(+) m Vdec = (F +R) o je
con 1l sistema equivalente

(1) m V'ide = (F' + B") o je,

(+7) m N°ode = (F-+R")oje.

a) La prima equazione (') contiene solo l'incognita moto. Essa ammette (in
un intervallo di tempo sufficientemente piccolo) una ed una sola soluzione che
soddisfa 1 dati iniziali.

b) La seconda equazione (+°) fornisce esplicitamente la componente orto-
gonale incognita della reazione

(+B*) B = m N° - F*,

che soddisfa 1'equazione di Newton (*), insieme al moto soluzione della prima
equazione (+"), per ogni scelta dei dati iniziali. 0

I'equazione (#RB*) puo essere interpretata dicendo che il vincolo sviluppa
una reazione vincolare B~, necessaria e sufficiente ad impedire che il moto,
soggetto alla forza attiva (ed alla componente parallela della reazione R") e
soddisfacente ail dati iniziali, violi il vincolo. Tale reazione vincolare R* e
costituita:

1) dal termine geometrico N°, il quale dipende solo dalla geometria della
sottovarieta e rappresenta la sua curvatura geodetica (e quindi la tendenza
della particella vincolata a violare il vincolo per inerzia),

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



36 MARCO MODUGNO

2) dal termine dinamico, il quale compensa la componente ortogonale della
forza attiva F~, che tende a violare il vincolo, in quanto induce una componen-
te dell'accelerazione della particella ortogonale allo spazio delle configurazio-
ni.

Notiamo che la componente parallela della reazione RB' non e richiesta ne-
cessariamente dalla natura geometrico-dinamica del vincolo al fine di soddi-
sfare la legge di Newton. Cio nonostante, essa e considerata reazione vinco-
lare, perché e definita solo sullo spazio delle fasi vincolato e perché dipende
dal modo fisico concreto con culi e realizzato il vincolo (che nel nostro modello
appare solo come un'entita geometrica). Notiamo che, nella maggior parte
delle realizzazioni fisiche concrete, la componente parallela della reazione
sara un attrito, che supponiamo di conoscere a priori. Pero, ai fini della
schematizzazione e della soluzione del problema fondamentale della dinamica
vincolata, tanto varrebbe inglobare la componente parallela della reazione
nella forza attiva.

La completa analogia tra l'equazione di Newton per una particella libera e
I'equazione di Newton indotta sullo spazio delle configurazioni per una parti-
cella vincolata implica che 1 risultati fondamentali della dinamica di una parti-
cella libera, quali 1l teorema dell’'energia cinetica, la conservazione della en-
ergia (nel caso di forze conservative), e cosl via, possono essere estesi in
modo immediato alla dinamica vincolata.

1 problema fondamentale della statica vincolata e il seguente.

PROBLEMA..
1) Si suppone di conoscere:
a) la sottovarieta

Q C P;
b) la forza attiva
F:TQ — Q~<P*

che supponiamo indipendente dal tempo;
c) la reazione indotta sullo spazio delle configurazioni

R':TQ — T*@q

che supponiamo indipendente dal tempo.
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2) Si vuole determinare:
a) ogni posizione d'equilibrio, ossia, ogni posizione vincolata

q €4,

tale che il moto che parta da questa posizione (ad un istante qualunque) con
velocita iniziale nulla sia il moto costante

c:T—Qq :t—q;
b) la componente ortogonale della reazione
R ode: T — (TQ)",
come soluzione dell'equazione di New ton associata ai dati 1a), 1b), 1c)
m Vde = (F +R) o je.
SOLUZIONE.
S1 sostitulsce 1'equazione di New ton
(%) m Vdec = (F + R) o je
con 11 sistema equivalente

(1) m V'de = (F' + B") o je,

(%%) m N°ode =(F" +R")oje.

a) Tenendo conto del teorema di esistenza ed unicita, la prima equazione
(+#7) implica che le posizioni g cercate sono tutte e sole quelle che soddisfano
l'equazione fondamentale della statica vincolata

(F" + B")(q,0) = 0,
ossla, in un qualunque sistema di coordinate adattato,

(F, + B)(g,0) = 0.

In particolare, se il vincolo e liscio, 1'equazione fondamentale della statica
vincolata diventa

F'(q,0) = 0.

Inoltre, se la forza attiva (indotta) € conservativa, allora lI'equazione fon-
damentale della statica vincolata puo essere espressa tramite il potenziale
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come
av'(q) =0,

ossla, In un qualunque sistema di coordinate adattato,
ou’
g

(q) = 0.

b) La seconda equazione (*°) fornisce esplicitamente la componente orto-
gonale cercata della reazione

R*(p,0) = - F*(p,0). 4

Nel caso vincolato si puo riformulare la nozione di stabilita di una configu-
razione d’'equilibrio in modo del tutto analogo al caso libero (vedi ); anche nel
caso vincolato se nella configurazione d'equilibrio si ha un minimo relativo
stretto del potenziale, allora 1'equilibrio e stabile.
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3. Moti vincolati notevoli

Sudiamo In dettaglio due esempl notevoll capacl di 1llustrare la maggior
parte degli aspetti teorici della meccanica di una particella vincolata.

1. Pendolo sferico

Consideriamo una “sfera” di raggio ¢ » 0 e centro o € P
Q={peP|lp-ol=pCP,
una massa m € R* e la forza “peso”
F=-mye,

dove y € R* ed e € P & un vettore unitario.
Studiamo la dinamica di una particella d1 massa m vincolata senza attrito a
tale sfera e soggetta alla forza peso.

1. Lo spazio vincolato

La sfera @ ¢ una sottovarieta di dimensione 2. Infatti, la sfera e caratte-
rizzata dall'equazione vincolare

r=op;

pertanto, ogni sistema di coordinate sferico (r,9,¢) con centro in o & adat-
tato alla sfera.

Sfortunatamente, un solo sistema di coordinate sferico non e sufficiente a
coprire tutta la sfera. Infatti, un tale sistema non e ben definito in un intorno
aperto che contiene tutta la sfera: a causa della discontinuita della funzione
¢, un tale sistema non copre regolarmente un semiarco di cerchio massimo
della sfera. Per ricoprire tutta la sfera, e necessario considerare due sistemi
di coordinate sferici, in modo che 1 due semiarchi di cerchio massimi esclusi
non si intersechino. Pero, in pratica, per studiare la maggior parte delle
questioni che ci interessano, sara sufficiente considerare un solo sistema di
coordinate sferico e controllare le condizioni di raccordo delle grandezze in
esame, attraverso il semiarco di cerchio massimo escluso.
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Consideriamo dunque un qualunque sistema di coordinate sferico (r,9,¢)
con centro in o. Le funzioni § e ¢ sono le funzioni lagrangiane. Per non appe-
santire la notazione, indicheremo con gli stessi simboll sia le funzioni § e o
definite nello spazio ambiente, che le loro restrizioni alla sottovarieta.

Indichiamo con (X,Y,~7) il sistema di coordinate cartesiano associato a
quello sferico.

La funzione metrica della particella libera

G:TP — R

D

G = % (X2 +7v2+ 2% = % (r2 + r? 8% + 1 sens (]‘02))

per cul la funzione metrica della particella vincolata

G":TQ ~ R
e
¢t = é o (8% + sen®s o).
In altre parole, le matrici della metrica della particella libera e vincolata
sono

1 0 0

(gl‘j) - |( 0 1 0 ]l
0 0 r’sen®$ J
(&)= [92 0 ]
2 0 pzsen28
Le inverse delle precedenti matrici sono
(1 0 0
(g') = ‘ 0 1/r” 0 ‘
L 0 0 1/(r"sen-9) J
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0 1/¢* 0
(g7 = [ 0 1/(@2sen28)]
Fortunatamente, sulla sfera, abbliamo
or«9 =0 or-op = 0;
pertanto, le proiezioni parallela ed ortogonale alla sottovarieta
" Q<P—TQ Tt . Q<P—(TQ)"

sl eseguono molto semplicemente, in coordinate sferiche.

2. Cinematica

Un moto vincolato
c: T >QCP
e caratterizzato dalle due funzioni
¢®=%0c:T >R c? =ogoc: T > R,
dato che il vincolo e espresso da

¢ =roc =p.

La velocita (applicata) del moto vincolato ¢

de =(e,De): T - TQ TP

de = De” (990¢) + De® (Dpoe) = ¢ (DC‘[J (esoc) + sen ¢’ De? (efpoc)).

Per calcolare l'accelerazione indotta sulla sottovarieta del moto vincolato ¢
Vide = (e,D*¢)": T — TQ
conviene partire dalla sua espressione covariante
gh(Vv'ide) : T — 1%Q

calcolata mediante le formule d1 Lagrange relative alla funzione metrica vin-
colata ¢'. Dunque, abbiamo
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26" oG "
ode) - Odc) (depoe)

26! Odc) (dSoe) + (D( .
9P 9P

gh(Vvide) = (D(ﬁT ode) -
29 99
= 92 (ch"} - sen ¢’ cos ¢° (DCQ)Z) (dSoe) +

v gF (senzcs D%c? + 2 sen ¢ cos ¢ De’ DCCP) (dopoe),
da cui, applicando g'*, otteniamo

Vide = (chg - sen ¢’ cos ¢* (DC(‘D)z) (0Goe) +

+ (DZ(:(P + 2 cos ¢?/sen ¢° De® Dcr‘p) (Depoe)

(#)f =p (DSCS - sen ¢’ cos ¢* (Dc"o)2) (e&oc) +

+ 0 (sen ¢ D%c¢® + 2 cos ¢ pe® DCQP) (eQPoc).
Per calcolare l'accelerazione completa del moto vincolato ¢
Vde = (e¢,D%¢) : T — Q~P
conviene partire dalla sua espressione covariante
gb(Vde) : T — @~P*

calcolata mediante le formule di Lagrange relative alla funzione metrica dello
spazio ambiente G. Dunque, abblamo

gb(Vde) = (D(ZG ode) - ZG Odc) (droe) +
r r

+ (D(Z\(G} ode) - S\‘G} Odc) (dSoec) + (D(Sfp ode) - pr Odc) (depoe)

= -0 ((DCS)Z + senZe? (DCCP)Z) (droe) +

v gF (DZC‘9 - sen ¢’ cos ¢° (Dc@)z) (dSoe) +
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+ 0" (sen”e® D*¢® + 2 sen ¢” cos ¢” De® De?) (dooe)
da cui, applicando g*, otteniamo

Vde = - ¢ ((Dc&)2 + sen‘e” (Dc@)g) (oroe) +
+ (ch‘g - sen ¢” cos ¢’ (DC<P)2) (0G0e) +

+ (DZ(:(To + 2 cos ¢”/sen ¢ De® Dcfp) (depoe)

= - ¢ ((De®)? + sen’c® (Dc?)?) (e cc) +
+ P (D20'9 - sen ¢’ cos ¥ (De®)?) (e oc) +

+ o (sen ¢” D*? + 2 cos ¢” De” De?) (e(poc).

Pertanto le componenti parallela ed ortogonale al vincolo dell'accelerazione
completa del moto vincolato ¢

Vide = (Vde)" : T—TQ Nede = (Vde)* = Vde - (Vde)" : T—(TQ)*

possono essere calcolate direttamente considerando le componenti secondo §
e ¢ e secondo r dell'accelerazione completa, rispettivamente; esse sono dun-
que date da

(+)" (Vde)' = o (D°¢® - sen ¢” cos ¢” (De?)?) (e oe) +

e (sen ¢® De® + 2 cos ¢° De® Dcip) (eipoc)

(+)* Node = (Vde)* = = ¢ ((De®)? + sene” (De?)?) (e oc).

Le formule (#)" e (#)" danno lo stesso risultato, come era da attendersi.

S1 noti che clascuna componente dell'espressione controvariante dell'acce-
lerazione e dell'accelerazione parallela € composta esattamente da due ter-
mini: la derivata seconda della corrispondente componente del moto ed una
combinazione bilineare delle derivate prime delle componenti del moto. S1 noti
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anche che ciascuna componente dell'espressione controvariante dell'accele-
razione ortogonale e una combinazione bilineare delle derivate prime delle
componenti del moto. A questo punto dei calcoli, conviene sempre fare questo
controllo.

Si noti che per calcolare (Vde)™ = Vde - (Vde)" & stato necessario ritor-
nare alla forma controvariante delle accelerazioni, perché non ha senso la
differenza delle corrispondenti forme covarianti. A questo proposito, s1 noti
che le forme d$ e dop che compaiono nell'espressione di gh(Vde) sono diverse
dalle forme d$ e do (denotate con lo stesso simbolo, per abuso di linguaggio)
che compaiono nell'espressione di g'"(V'de); infatti, le seconde sono le re-
strizioni delle prime ai vettori tangenti alla sfera.

Per ulteriore illustrazione e controllo, analiziamo in dettaglio alcuni casi
particolaril.
Se

03 = Tt/2,

allora otteniamo

de = o Dc® (efpoc)

Vide = (Vde)" = ¢ D%e? (eq:oc) N°ode = (Vde)* = - o (De®)? (e oc).
Se
c? = ?
allora otteniamo

de = ¢ e’ (egoo)
Vide = (Vde)" = ¢ D*¢° (e oc) Neode = (Vde)* = - ¢ (De®)* (e oc).

3. Dinamica

Tenendo conto della forza F, scegliamo 1l sistema di coordinate sferico in
modo che risulti
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ossla
Z.:P—>R:p—(p-o0)e.
L'espressione della forza nel sistema di coordinate cartesiano risulta allora
F=-my oZ.

Per calcolare le proiezioni parallela ed ortogonale al vincolo di F, basta cal-
colare F in coordinate sferiche. Per questo scopo, Si puo esprimere e, in

coordinate sferiche, mediante 1l cambiamento di coordinate da cartesiane a
sferiche o mediante un calcolo trigonometrico. Ma il modo piu semplice di
eseguire il calcolo e di passare a forma covariante. Infatti, abbiamo

F=-mvydz=-my (cos $dr-rsen$ds),
da cui, applicando g*, otteniamo

F=-mvy (cos$or-1/rsen9029)=-my (cos $ e -sen$ es).

Pertanto, le prolezioni parallela ed ortogonale al vincolo della forza sono

(+)" F'=m y sen $ e,

(+)” F'=-mycosSe .

La restrizione al vincolo della forza in forma covariante e

(+)f Ff'=my psen$ dS.

Confrontando le formule (+)" e (+)*, si verifica immediatamente che
F' = gt=(F").

La forza F e conservativa ed il suo potenziale completo

U:P—1R

D

U=-my Z=-myrcos3.
1 potenziale ristretto al vincolo e
Ut'=-m y ocos S.

Si verifica immediatamente che
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Ft=au';

anzi, questa formula fornisce il metodo piu rapido per il calcolo di F'.
1 fatto che il vincolo e liscio e espresso da ciascuna delle due condizioni
equivalenti

R'"=0 Rt =0,
ossila, 1n coordinate,

R° 2% + R® 2pp = 0 R, d$ +R_dp = 0.

La lagrangiana vincolata e la funzione
[V =Tt +U = Ymo? (87 + sen®S 9?) - m y o cos .

L'equazione di moto e data dall'equazione di Lagrange vincolata

oL"t oL"
ode) -

oLt Odc) (dSoc) + (D( :
o I

.
(D(i ode) - oS

oL
. ode ) (dwoec) =0,
35 ) (dopoc)

ossla dal sistema di due equazioni

o (D%¢” - sen ¢® cos ¢ (De?)?) =  sen¢®

o (senc® D%e? + 2 cos ¢® De® pe®) = 0.

Non e facile trovare tutte le soluzioni di questo di sistema. Pero, possiamo
almeno discutere alcune conseguenze.
1) Per esempio, le soluzioni corrispondenti ai dati iniziali (parziali)

0] _ S —
c (to) =9, De (to) =0
sono le soluzioni del sistema ridotto

o D*¢” = y sen c?

fp _
e’ =9,
ossia del sistema ridotto del “pendolo piano”

o

o D*¢”* + y senc” =0, «=$ - .
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et =
2) Per esempio, le soluzioni tali che
=9

sono le soluzioni del sistema ridotto

-psend cos 9, (De®)* = ¢ sen A

osen Y, p*e® = 0,
ossla sono 1 moti ¢ del tipo
S ¢
¢’ =9 CP(t)z(o(t—tO)+q>0

con

w = \/—b’/(pcos\‘}o) /2,8 s,

oltre alle due soluzioni statiche date da

Possiamo ritrovare le due soluzioni statiche anche per altra via. Infatti, le
configurazioni d'equilibrio sono 1 punti di g € @ che soddisfano 1'equazione

0=dU"=m y g sen 9 dS,
ossla 1 due punti q,.4q,€8 di coordinate
8(q1) =0 S(qz) = .

S1 vede facilmente che q, e una configurazione di equilibrio stabile perché il
potenziale ha un massimo relativo in q,.

Infine, tenendo conto delle formule (*#)* e (+)*, si ottiene la reazione vin-
colare

E= (-mog (8% + sen®s ©%) + m y cos 9) e .

Si noti che 1 due punti q,€q, sono caratterizzati solo dalla coordinata § e

che la coordinata ¢ non e definita in questi due punti che appartengono pro-
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prio al semiarco di cerchio massimo in cul 1l sistema di coordinate scelto non
e regolare. Pertanto, 1 risultati ora enunciati relativamente alla statica vanno
controllati con ragionamenti delicati basati sull'estensione per continuita di
alcune delle applicazioni in oggetto. Per un ulteriore controllo, rifacciamo
tutti 1 caleoli con un altro sistema di coordinate sferico che copre il semiarco
di cerchio massimo in cui I'attuale sistema di coordinate sferico e irregolare.

Scegliamo il secondo sistema di coordinate sferico (r,$,¢) in modo che la
nuova funzione Y coincida con la vecchia /, la nuova funzione Z coincida con la
vecchia - X e la nuova funzione X coincida con la vecchia Y. Ripetiamo 1 ragio-
namenti nel nuovo sistema di coordinate. Vedremo che nel nuovo sistema 1
calcoli sono un po piu complicati; d'altra parte, le soluzioni statiche capitano
nel dominio dove il secondo sistema di coordinate e regolare.

Nel nuovo sistema di coordinate abbilamo, dunque,

ossia
Y:P—R:p—(p-o)e.

Per calcolare le proiezioni parallela ed ortogonale al vincolo di F, basta cal-
colare F in coordinate sferiche. Per questo scopo, si potrebbe esprimere e, in

coordinate sferiche mediante 1l camblamento di coordinate da cartesiane a
sferiche o mediante un calcolo trigonometrico. Ma il modo piu semplice di
eseguire il calcolo e di passare a forma covariante. Infatti, abbiamo

F=-mydy=

=-m y (sen $ sen o dr +rcos 3 sen o d$ +rsen$ cos ¢ dp),
da cui, applicando g~ , otteniamo
F=-mvy (sen$senoor+ 1/rcos S seno 29 + 1/(r sen $) cos ¢ 9p) =
=-my (sen&sencper+0033sencpeg+ooscpecp).

Pertanto, le prolezioni parallela ed ortogonale al vincolo della forza sono

(+)" F'=-m y (cos § sen o e, * cos e(p)
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(+)” F*=-m y sen$ sen o e.

La restrizione al vincolo della forza in forma covariante e

(+)f Ff'=-my o (cos §senopdS +senS cosodp).

Confrontando le formule (+)" e (+)", si verifica immediatamente che
F' = gt=(F").

La forza F e conservativa ed il suo potenziale completo

U:P—1R

D

U=-myY=-myrsens$senao.
1 potenziale ristretto al vincolo e
U'=-my osen$ senop.
Si verifica immediatamente che
Ft=au';

anzi, questa formula fornisce il metodo piu rapido per il calcolo di F'.
1 fatto che il vincolo e liscio e espresso da ciascuna delle due condizioni
equivalenti

R'"=0 Rt =0,
ossla, 1n coordinate,

R° 2% + R® 2pp = 0 R, dY +R_dp = 0.

Studiamo, infine, la dinamica del problema.
[a lagrangiana vincolata e la funzione

LT=T"+U" = %m o? (8% + sen®S ©%) - m ¢ ¢ sen § sen .

L'equazione di moto e data dall'equazione di Lagrange vincolata

t + +
oL Odc) (dSoe) + (D(aL. ode) - oL
9P IP

o Odc) (depoe) =0,

oLt
D(—— ode) -
( (as )
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ossla dal sistema di due equazionli

2 .3 9 9 Y2 N q
¢ (D%e® - sen ¢® cos ¢” (De?)?) = - ¢ cos ¢” sen e?

o (sen ¢” D% + 2 cos ¢ De® De?) = -y cos e”.

Non e facile trovare tutte le soluzioni di questo di sistema. Pero, possiamo
almeno discutere alcune conseguenze.
Per esempio, le soluzioni corrispondenti ai dati iniziali (parziali)

cip(to) = /2 Dcip(to) =0
sono le soluzioni del sistema ridotto

et = m/2

0 p*e’ = - m ¥ Ccos 0‘9,
ossia del sistema ridotto del “pendolo piano”

c? = m/2

oD*¢"+ my senc” =0, w =+ TT/2.

In questo sistema di coordinate, risulta piuttosto difficile studiare le solu-
zionl d1 tipo circolare uniforme.

Infine, le configurazioni d'equilibrio sono 1 punti di g € @ che soddisfano 1'e-
quazione

0=dU" = -my ¢ (cos $ sen o d$ + sen S cos o dop),

ossla 1 due punti q,,4q,€8 di coordinate

S(ql) = Tt/2 Qp(q1) = Tt/2

S(qz) = Tt/2 Qp(qz) = 31/2.

Si vede facilmente che q, e una configurazione di equilibrio stabile perché il
potenziale ha un massimo relativo in q,-

Infine, tenendo conto delle formule () e (+)*, si ottiene la reazione vin-
colare
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2. Pendolo parabolico

Consideriamo un “paraboloide” con coefficiente d’apertura a » 0, vertice o €
P ed asse generato dal vettore unitarioe € P

Q={peP|(p-0)re=a((p-0)-(p-o0)e)’)}CP,
una massa m € R* e la forza “peso”
F=-my e,

dove y € R*.
Studiamo la dinamica di una particella di massa m vincolata senza attrito a
tale paraboloide e soggetta alla forza peso.

1. Lo spazio vincolato

Consideriamo un sistema di coordinate cartesiano (X,Y,7), ed il corrispon-
dente sistema di coordinate cilindrico (g,,7), con origine o e tale che

e_=e.
3

I1 paraboloide @ ¢ il luogo dei punti che annullano la funzione vincolare
f=Z2-a(X°+7V)=2-ao”

La terne di funzioni (X,Y,f) e (g,¢,f) sono sistemi di coordinate di P, che
chilameremo cartesiano-parabolico e cilindrico-parabolico. Infatti, 1 cambia-
menti di coordinate

X=X Y=Y f

Z-a (X*+Y%) =0 P = [f=2-a¢"

X=X Y=Y Z=f+a(X*+Y% c=¢ o=¢ Z=f+ag’

sono invertibili e ¢ nei due sensi.

Pertanto, il paraboloide @ e una sottovarieta di dimensione 2 ed i sistemi di
coordinate cartesiano-parabolico (X,Y,f) e cilindrico-parabolico sono adat-
tati al paraboloide.

I1 sistema di coordinate cartesiano-parabolico e sufficiente a coprire tutto
il paraboloide. Invece, il sistema di coordinate cilindrico-parabolico non copre
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un arco e, comunqgue si ruoti l'asse delle X attorno ad o nel piano XY, 1l si-
stema di coordinate cilindrico-parabolico e irregolare nel vertice del parabo-
loide. Pero, molti calcoli sono piu semplici nel sistema di coordinate cilin-
drico-parabolico; percio, preferiamo adottare questo sistema ed usare il si-
stema cartesiano-parabolico per controllare i1 risultati relativamente al ver-
tice del paraboloide.

Le funzioni X ed Y, oppure le funzionl g e ¢, sono le funzioni lagrangiane. Per
non appesantire la notazione, indicheremo con gli stessi simboli sia le funzioni
X eY, oppure p e o, definite nello spazio ambiente che le loro restrizioni alla
sottovarieta.

La funzione metrica della particella libera

G: TP —> R

D

G:1(1‘.(2+I}2+22)=%(é2+92(.p2+'22)

%((1+4a2X2)}'{2+(1+4a2Y2)i/2+8a2XYXi/+f2+4a}‘(X}k+Yi/))=

= ((raa® )+ o+ fPrdacfo)
per cul la funzione metrica della particella vincolata

¢t TQ — R

D

¢r=((1+aa® X)X+ (1+4a° Y)Y+ 80" XY XV) =

_ %((1 v o) éz R @2)
In altre parole, le matrici della metrica della particella libera e vincolata
sono, 1n coordinate cartesiane-paraboliche,
1+4a°X*  4a°XY 2aX ]
(g,)=| 1a°xy 1+1a’y" 2av |
L 2aX 2ayYy 1 J

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 53

(g" )=

1+4a°X° 4a°XY
l‘]

1a°XY 1+4a°Y*
ed, in coordinate cilindriche-paraboliche,

( 1+4a292 0 Z2ap

|
(g)=1 0o ¢ o |
L 2agp 0 1 J

1+4a”g” 0
2

(g",) = [

L'inversa della matrice (g“l,j) e, in coordinate cartesiane-paraboliche,
1 0 -2aX
(gij) - | 0 1 -2ay |
—2aX -2aYy 1+4a°(X°+7") )

ed, in coordinate cilindriche-paraboliche,

1 0 -2ap
| |
ghH=| 0 1o 0 |
-2agp 0 1+4azp2J

L'inversa della matrice (g*ii) e, in coordinate cartesiane-paraboliche,

N | 1+4a°Y? -4a° XY
(gﬂ"./) —

1+4a”(X*+77) L -4a®XY 1+4a°X>
ed, in coordinate cilindriche-paraboliche,
1/(1+4a”¢”) 0 ]

(g’*i‘i) _ [
0 1/¢"

2. Cinematica

Un moto vincolato
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c. T —->QCP
e caratterizzato, equivalentemente, dalle due funzioni
e¥=Xoe: T - R CYEYoc:T%IR,

o dalle due funzioni
c®=goe: T > R ¢? =ogoc: T — R,
dato che il vincolo e espresso da
cf = foe = 0.
La velocita (applicata) del moto vincolato ¢

de =(e,De): T - TQ TP

de = De™ (9Xoe) + De’ (3Yoe) = Def (dgoe) + De® (dpoe).

Attenzione: 1 vettori 0X, 9Y, dp, 99 che compalono nelle formule precedenti
(e che sono stati indicati per semplicita con questa notazione abusiva) sono
tangenti al paraboloide, In quanto sono definiti con il vincolo f = costante;
essi, pero non vanno confusi con i corrispondenti vettori relativi ad un si-
stema di coordinate cartesiano o cilindrico, che sono definiti con il vincolo £
= costante.

Per calcolare 'accelerazione indotta sulla sottovarieta del moto vincolato ¢

Vide : T - TQ
conviene partire dalla sua espressione covariante
g (V'ide): T — T*Q

calcolata mediante le formule di Lagrange relative alla funzione metrica vin-
colata G'.

Dunque, abblamo, in coordinate carteslane-paraboliche,
G o6+

gh(Vide) = (D(E ode) - 26! Odc) (dXoe) + (D(aG.T ode) -
Y OX oF oY

Odc) (dYoe)

= ((1 +4a° (CX)Z) Dt v+ 4a” et et DRt v 4 at ot ((DCX)Z + (DCY)Z)) (dXoc) +
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+((1+4 a* (")) D +1a et e’ et + 4 a” e (Det)* + (Dcy)z)) (dYoe),
da cui, applicando g'*, otteniamo
1a”e

Vide = [D*e* + - - N
1+4a”((¢*)*+(e")?)

((Dc"‘()2 + (DCY)Z)] (0Xoe) +

1a”c"
teaa”((e")*+ ("))

+ [D2CY +

((Dcx)2 + (Dcy)z)) (oYoe)

ed, In coordinate cilindriche-paraboliche,

oG T

B} e
— d d
o ) C)( QPOC)

s
G. ode) - )
op op

oG
0

.‘.
ode) -

g"(Vide) = (D( :
b

Odc) (dgoe) + (D(

= ((1 + 4 a” (¢%)*) D*c? + 4 a” ¢ (De®)* - ¢° (Dccp)z) (dgoe) +

+ ((09)2 D7c? + 2 ¢f De? DC(P) (depoe),
da cui, applicando g'*, otteniamo
© ©

& 9
——————(De?) - ————— (De®)"] (agoc) +
1+4a”(c?)? 1+4a”(c?)* ;

o 4a20
Vide = [D7cf +

1 .
+ (DQCC-D + 2 EDC@ DC‘P) (opoe).

Per calcolare l'accelerazione completa del moto vincolato ¢
Vde : T — Q<P
conviene partire dalla sua espressione covariante
gh(vde) : T — @~P*

calcolata mediante le formule di Lagrange relative alla funzione metrica dello
spazio ambiente G ed al moto vincolato ¢.
Dunque, abblamo, 1n coordinate carteslane-paraboliche,

26 26 26
b(vde) = (D de) - 2 ode) (dXoe) + (D(C= ode) - 22 ode) (dvoe) +
g*(vde) = (D(= ode) o ) (dxoe) + ( (j ode) = 7 c ) (avoe)

£

oG
o0X
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+ (D(Z; ode) - Z; Odc) (dfoec) =

_ [(1 . 442 (C‘\’)z) 026X + 4 42 & ((Dcx)z . (DCY):) e a4l oX ot Dot +
+ 2a ¢ D* D] (dxoc) +

= [(1 +4qa° (cy)z) Dt + 44" &b ((Dc‘”“’)2 + (Dcy)z) +4a”etel piet 4
+2ac D* D] (avoe) +

%! + 2a (e* D + e DY) + 2.4 ((Dc‘\v)2 + (Dcy)z)] (dfoc)
e, In coordinate cilindriche-paraboliche,

gb(Vvde) = (D(Zg ode) - Zg Odc) (dgoe) + (D(Z(Gp ode) - Zpo Odc) (depoe)
oG oG
+ (D(af ode) - ﬁ Odo) (dfoec) =

= [(1 +4a” (09)2) D + 4 a” ¢f (De®)* - ¢f (De®)?] (dooe) +

+ ((e9)? D + 2 ¢? De? De?) (dpoe) +

+ 2 (a c® D*e? + a (ch)z) (dfoe),
da cui, applicando g*, otteniamo, in coordinate cartesiane-paraboliche,

Vde = D¢ (0Xoe) + De! (oyoe) +

+ [D%e! + 2a ((De*)? + (De"))] (9foc)

e, In coordinate cilindriche-paraboliche,
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C 2 2 1 <
Vde = (D¢ - ¢ (De?)?)) (3goe) + (D%e® + 2 ?DCP De®) (Dpoe) +
c

s ((e!)? + 2.a ((De?)? + (e9)* (De®)?) (afoe).

Pertanto la componente ortogonale al vincolo dell'accelerazione completa
del moto vincolato ¢

Node = (Vde)":T —(TQ)"

e, in coordinate cartesiane-paraboliche,

Node =
= 2a (@D ) L (et X0 £ Gree) + (o)

e, In coordinate cilindriche-paraboliche,

1a°cf

Neede = [(De?)* + (¢9)* (De?)?] [- _(9ge¢) + 2a (3fac)].

1+4a°(c?)

Si noti che clascuna componente dell'espressione controvariante dell'acce-
lerazione e dell'accelerazione parallela € composta esattamente da due ter-
minl: la derivata seconda della corrispondente componente del moto ed una
combinazione bilineare delle derivate prime delle componenti del moto. Si noti
anche che ciascuna componente dell'espressione controvariante dell'accele-
razione ortogonale & una combinazione bilineare delle derivate prime delle
componenti del moto. A questo punto dei calcoli, conviene sempre fare questo
controllo.

Si noti che per calcolare (Vde)™ = Vde - (Vde)" & stato necessario ritor-
nare alla forma controvariante delle accelerazioni, perché non ha senso la
differenza delle corrispondenti forme covarianti. A questo proposito, si noti
che le forme dg e dop che compaiono nell'espressione di gh(Vde) sono diverse
dalle forme dg e do (denotate con lo stesso simbolo, per abuso di linguaggio)
che compaiono nell'espressione di g'?(V'de); infatti, le seconde sono le re-
strizioni delle prime al vettori tangenti al paraboloide.

Per ulteriore illustrazione e controllo, analiziamo in dettaglio alcuni casi
particolaril.

Se
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cf = Oy
allora otteniamo

de = Dc? (dpoc)

of

— (De®)* (9poe) + DZe? (dpoc)
1+4a°(c®)” g i

Vide = -

1a°cf

Node = (¢9)* (De®)* [- S (9poce) + 2a (9foc)].

1+4a°(c®)”
Se
c? = Py
allora otteniamo

de = D(c%) (9goe)

4a-cf

_orwen )2 5
Lraad(oy 7o) 0Fe)

Vide = (D209 +

m (a@OC) +2da (afOC)].

3. Dinamica

Tenendo conto della forza F, scegliamo il sistema di coordinate sferico in
modo che risulti

ossia
Z:P—=R:p—(p-o)e.

Si noti che, applicando le matrici jacobiane del cambiamenti di sistemi di
coordinate (da cartesiano-parabolico a cartesiano e da cilindrico-parabolico a
carteslano), otteniamo
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207 = Of.

L'espressione della forza risulta allora, nel sistema di coordinate carte-
siano e nei sistemi di coordinate cartesiano-parabolico e cilindrico parabo-

lico,
F=-my oZ=-my of.

La forma covariante di F e, nel sistema di coordinate cartesiano e nei si-
stemi di coordinate cartesiano-parabolico e cilindrico parabolico,

F=gh(F)=-mydz=

=-my df+2a(XdX+Ydy)=-my (df +2a p¢dp).

Restringendo F al vincolo, si ottiene la forza indotta sul vincolo, in coordi-
nate carteslane-paraboliche e cilindriche-paraboliche,

Ffr=-2mya(XdX+Ydy)=

=-2myapdo,

da cui, applicando g'*, otteniamo la componente parallela della forza, in
coordinate cartesiane-paraboliche e cilindriche-paraboliche,

1
1+4a”(XZ+Y™)

F”:—Q}nb/a (XoX +YOY) =

=-2mya e 0@.

1+4£1292

Per differenza, otteniamo la componente ortogonale della forza, in coordi-
nate carteslane-paraboliche e cilindriche-paraboliche,

F‘z—mbf(af—Za )(XaX+YaY)

1+4a”(XZ+Y7)

1
=-my (af—Zaﬁp) 90.
1+4a”o
La forza F & conservativa ed il suo potenziale completo

U:P—>R
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e, nel sistema di coordinate cartesiano e nei sistemi di coordinate carte-
siano-parabolico e cilindrico parabolico,

U=-my7Z-=

=-my (fra(XP+Y))=-my (f+ao?).

I1 potenziale ristretto al vincolo e, in coordinate cartesiane-paraboliche e
cilindriche-paraboliche,

Ut=-mya(X*+7%) =

=-mya pz.
Si verifica immediatamente che
Fr=au';

anzi, questa formula fornisce il metodo piu rapido per il calcolo di F'.
1 fatto che il vincolo e liscio e espresso convenientemente da

Rt =0,

ossla, In coordinate cartesiane-paraboliche e cilindriche-paraboliche, equiva-
lentemente da

R_dX +R_dY =0 R do + R _ dp = 0.
X Y e )

La lagrangiana vincolata e la funzione, in coordinate cartesiane-paraboliche
e cilindriche-paraboliche,

If=17"+yut =

= om (1 +4a” X)X+ (144" V)Y +8a° XY XV) -m ¢ a (X7 +¥7) =

= %m((1+4a292)é2+92¢2)—mb/a92_

['equazione di moto e data dall'equazione di Lagrange vincolata, in coordi-
nate carteslane-paraboliche,

oLt oL
—ode) -
504 J

oL’ oL"
—ode) - Odc) (dXoc) + (D(

.‘.
Odc) (dYoe) = 0,
X 90X

(n( :
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ossla dal sistema di due equazionli

(1+4a”(e)) Dt +4a* e " D' + 4a” F ((DCX)2 + (DCY)2) - -2vact

(1+4a” (D)D" +4d° e D +4a” ((DCX)2 + (DCY)Z) - -2yvach

e, In coordinate cilindriche-paraboliche,

oL" oL" oL" oL"
(D(i. ode) - Odc) (dgoe) + (D( — ode) - Odc) (dpoe) =0,
90 I 9P I
ossla dal sistema di due equazionl
(1+4a” (c®)?) D%+ 44" c® (D) - ¢f (De?) = -2y a cf

()" D*c® + 2 ¢® De® De® = 0.

Non e facile trovare tutte le soluzioni di questo di sistema. Pero, possiamo
almeno discutere alcune conseguenze.

Per esemplo, In coordinate cilindriche-paraboliche, le soluzionl corrispon-
denti ai dati iniziali (parziali)

¢ _ P _
c (to) =9, De (to) =0
sono le soluzioni del sistema ridotto

(1+4a” (e9)?) D% +4a” c® (De?)* = -2y acf

=,
Per esempio, in coordinate cilindriche-paraboliche, le soluzioni tali che
c? = e, > 0
sono le soluzioni del sistema ridotto

(De®)* = 2 v a

2 o
D7c¢” = 0,
ossla sono 1 moti ¢ del tipo

c? = e, c?(t) = w (t—to) t o,
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con
w=v2ra,
Inoltre, abblamo la soluzione statica data da
c®=0.

Possiamo ritrovare la soluzione statica anche per altra via. Infatti, le con-
figurazioni d'equilibrio sono 1 punti di g € @ che soddisfano 1'equazione

O0=dU"=-2m y aodg,
ossla 1l punto g € @ dato da
e(g) = 0.

Si vede facilmente che ¢ e una configurazione di equilibrio stabile perché il
potenziale ha un massimo relativo in g.

Infine, tenendo conto delle espressioni di F© e di N°, si ottiene la reazione
vincolare.

Dunque, in coordinate cartesiane-paraboliche, abblamo

B=m[-2a(X*+7") +y]of

1 9 o
-2ma [2a (X" +Y7) +y | (XoX +Y OV
1+4a” (X7+Y") ( )

e, In coordinate cilindriche-paraboliche,

BR=m (2a(p2+92¢2)w)af—zma%@a@?w)pa@-
1+4a¢
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