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4 MARCO MODUGNO

Introduzione

In questo capitolo studiamo la cinematica e la dinamica di una particella li-
bera, relativamente ad un osservatore inerziale.

Anche per questo argomento adottiamo un criterio modellistico. Cioe, in-
troduciamo degli oggetti matematici, e proseguiamo con un metodo formale
deduttivo. Noi presumiamo che gli oggetti del modello siano atti a rappresen-
tare fenomeni fisicl e, quindi, che la teoria sia in grado di fare previsionl sul
mondo reale, limitatamente ad un certo ambito.

Cosl, la “particella” di cui parliamo non ha nulla di corposo. In definitiva,
dal punto di vista cinematico, c1 limitiamo a trattare un moto inteso come
un'applicazione ¢ che ad ogni istante ¢ associa una posizione ¢(t), con ragio-
nevoli proprieta di regolarita. In altre parole, la particella puo essere intesa
fisicamente come un corpo di dimensioni trascurabili, iIn modo che la sua po-
sizione ad ogni istante sia ben individuabile. Pero, i risultati di questo capitolo
possono avere anche una validita piu ampia. Per esempio, consideriamo un si-
stema rigido esteso e supponiamo che le forze agenti su di esso dipendano so-
lo (dal tempo e) dalla posizione e velocita del suo centro di massa; allora, se
ci riferiamo al moto del centro di massa - tralasciando di considerare il moto
del sistema attorno ad esso - possiamo considerare, a tutti gli effetti dina-
mici (vedi ), il sistema rigido come una particella, la cui posizione coincide
con quella del centro di massa (che, eventualmente, potrebbe non appartenere
al sistema rigido stesso!).

Nel contesto di questo capitolo, in cul abblamo a che fare con una sola par-
ticella e con un solo osservatore, non avrebbe alcun senso introdurre nel mo-
dello, per quanto riguarda la “forza”, concetti tendenti a descrivere realmen-
te fenomeni di interazione, a distinguere tra forze reall o apparenti ed a di-
scutere questioni operative connesse con le unita di misura. Dunque ci limite-
remo ad assegnare a priori la forza agente sulla particella, introducendola co-
me una data applicazione F che ad ogni istante t, posizione p e velocita v as-
socia un vettore F(t,p,v).

Analogamente, nel contesto di questo capitolo, In cul abblamo a che fare
con una sola particella, non avrebbe alcun senso introdurre nel modello, per
quanto riguarda la “massa”, concetti tendenti a descrivere realmente il suo
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significato fisico. Anzi, a dire il vero, finché si ha a che fare con una sola
particella, non avrebbe un'utilita reale introdurre il concetto stesso di massa.
Infatti, se ridefiniamo la forza agente su unica particella, riscalandola per
mezzo della massa, ottenlamo un modello matematico perfettamente equiva-
lente al precedente; d'altra parte, vedremo che la massa gioca un ruolo im-
portante quando siamo in presenza di piu particelle interagenti tra loro. Tut-
tavia, nol introduciamo la massa anche nel contesto della dinamica di una sola
particella, per ragioni di uniformita di linguaggio con la tradizione e per ra-
gioni didattiche, in previsione degli sviluppi della teoria al caso di piu parti-
celle. In conclusione, anche la massa della particella viene qui Introdotta co-
me un numero reale positivo m, dato a priori.

Abbiamo detto che ci riferiamo ad un “osservatore inerziale”. A dire il ve-
ro, questa scelta e fatta tanto per fissare le idee. Infatti, nel contesto di
questo capitolo, per quanto riguarda la cinematica, ci serve solo che lo spazio
delle posizionl P del nostro osservatore sia uno spazio affine dotato di una
metrica euclidea g definita sullo spazio P dei vettori liberi, la quale sia indi-
pendente dal tempo. Queste condizioni si verificano fisicamente per ogni os-
servatore che s1 muova di moto rigido rispetto ad un osservatore inerziale.
Inoltre, dato che in questo capitolo non studiamo l'interazione e non siamo In
grado di distinguere tra forze reali e forze apparenti, per quanto riguarda la
dinamica, non abbiamo nessun bisogno reale che l'osservatore sia Inerziale.

La specificazione di particella “libera” & qui un po’ ridondante e sta solo ad
indicare che non poniamo nessun vincolo a priori sul moto.

La meccanica della particella libera ha una sua notevole importanza che va
al di la del suo interesse specifico. Infatti, questa teoria servira da modello
per le teorie successive della particella vincolata, di piu particelle libere e di
piu particelle vincolate e dei sistemi rigidi. Anzi, qui trattiamo la meccanica
della particella libera in un modo che si prestera ad essere generalizzato al
casl predetti, quasi automaticamente, con piccole modifiche! Ci sembra che
questa procedura porti ad una notevole economia di pensilero.

Tutti 1 concettl trattati in questo capitolo sono introdotti in modo Intrinse-
co (indipendente da ogni scelta di un sistema di coordinate), ma adatto ad una
interpretazione fisica diretta. Successivamente e fornita la loro rappresenta-
zlone in un qualunque sistema di coordinate anche curvilineo. In particolare,
sono date esplicitamente le rappresentazioni in un sistema di coordinate car-
tesiano, cilindrico e sferico. I sistemi di coordinate curvilinel sono utilizzati
per almeno due motivi. Infatti, alcuni problemi meccanici godono di proprieta
di simmetria, che suggeriscono (o, addirittura, richiedono) I'uso di sistemi di
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6 MARCO MODUGNO

coordinate curvilinei. Inoltre, la meccanica di una particella vincolata (con
vincoli non affini) richiede necessariamente 1'uso di sistemi di coordinate
curvilinei; pertanto, la preannunciata generalizzazione del contenuto di questo
capitolo a quello della meccanica vincolata sara possibile se, gia da ora, usia-
mo sistemi generali di coordinate.

Dunque, riassumiamo 1 contenuti principali di questo capitolo.

Innanzitutto, introduciamo un modello del tempo assoluto.

Definiamo poi il moto di una particella e ne studiamo la velocita, 'accelera-
zione e la traiettoria. L'accelerazione e studiata sia in forma controvariante
che covariante, utilizzando, rispettivamente, 1 simboli di Christoffel e le for-
mule di Lagrange (questo approccio e utile, ma non tradizionale). In particola-
re, analiziamo, a titolo di esempio, 1 moti armonici e circolari ed elicoidall u-
niformi.

Introduciamo i1 concetto di forza e ne studiamo la potenza ed il lavoro ri-
spetto ad un moto dato. In particolare, sono studiate in dettaglio le forze
conservative, fornendo i criteri di conservativita ed i metodi per la ricerca
del potenziale. In particolare, analiziamo, a titolo di esempio, le forze di tipo
peso, elastico, di Newton e Coulomb, di Lorentz e di Biot-Savart.

La massa e utilizzata, in connessione con la metrica, per definire 1'energia
cinetica, la quantita di moto ed il momento della quantita di moto.

Le legge di moto di Newton e introdotta in modo intrinseco e rappresentata
In un qualunque sistema di coordinate anche curvilineo, sia in forma controva-
riante, che covariante, utilizzando, rispettivamente, 1 simboli di Christoffel e
le formule di Lagrange. Inoltre e fornita anche una formulazione variazionale
della legge di moto. La rappresentazione covariante in coordinate e ottenuta
in due modi indipendenti: come conseguenza della rappresentazione covariante
dell'accelerazione e come espressione differenziale del principio variazionale.

Sono discusse le principali proprieta matematiche dell'equazione di New ton
ed 11 loro significato meccanico. In questo contesto sono studiati il problema
fondamentale della dinamica e quello della statica.

Particolare attenzione viene dedicata alle leggl di conservazione.

Infine, sono studiati analiticamente 1 moti soggetti ad una forza costante,
ad una forza elastica, elastica con smorzamento, elastica con smorzamento e
termine forzante (evidenziando il fenomeno della risonanza), ad una forza di
Newton o Coulomb e ad una forza di Lorentz relativa ad un campo magnetico
costante.
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LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 7

1. Cinematica

La cinematica studia 1l moto da un punto di vista puramente descrittivo, in-
dipendente da relazioni tra causa ed effetto. Gli spazi fondamentali della ci-
nematica sono costituiti dallo spazio delle posizioni e dal tempo.

Nell'analisi differenziale del moto nol procederemo fino al second'ordine,
perché questo sara richiesto dalla legge di moto che tratteremo in dinamica.

1. Il tempo

Incominciamo con l'introduzione di un semplice modello matematico del
tempo.

DEFINIZIONE. Il tempo e uno spazio T affine di dimensione 1, orientato. *

Indichiamo con T lo spazio vettoriale dei vettori liberi di T .
Indichiamo anche con
T"'CT
1l sottospazio costituito dai vettori liberi non nulli ed orientati positivamente.

Gli elementi di T sono detti istanti ed i vettori diT sono detti intervalli di
tempo. Se t , t €T e I'intervallo di tempo t2—t1ET e orientato positivamente,

allora si dice che esso e orientato verso il futuro, o che l'istante L, e poste-

riore all'istante tl e che l'istante tl e anteriore all'istante t2.

Un'unita di misura dei tempi e un vettore libero

=

e €T .
0

Date le ipotesi fatte su T, nessuna particolare unita di misura dei tempi
gode di proprieta privilegiate. Tuttavia, conviene scegliere un'unita di misura
del tempi, per identificare gli intervalll di tempo con numerl reali.

. /.t - ’ Y . .
Supponlamo, dunque, che eOET Sla un unita di misura.
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Essa induce l'isomorfismo lineare

T - R:u —ule,

dove u/e, e la componente del vettore u rispetto alla base (en), ossia e l'unico

numero reale tale che

u = (u/eo) e,

Quindi, scelta un'unita di misura dei tempi, possiamo identificare T con
l'insieme del numeri reali R. Pero, cambiando unita di misura, otteniamo
un'altra identificazione, ottenuta dalla prima con un cambliamento di scala
data dal rapporto positivo tra le due unita di misura.

Un'origine dei tempi e un istante
TeT.

Date le ipotesi fatte su T, nessuna particolare origine del templ gode di
proprieta privilegiate. Tuttavia, conviene scegliere un'origine dei tempi, per
identificare gli istanti con numeri reali.

— ’ . — ' c N . . . .
Se T€T e unorigine ed eOET un unita di misura, allora ottenitamo un siste-

ma di coordinate cartesiano costituito dalla funzione
T SRt (t—t)/eo,
che induce un isomorfismo affine tra 1 due spazi.

Osserviamo che, dal punto di vista algebrico astratto, le strutture affini
del tempo T e dello spazio delle posizioni P sono del tutto analoghe, in quanto
sono rette dagli stessi identicl assioml, 1 quall sono sufficienti a formulare
matematicamente le operazioni di cul abbilamo bisogno. L.e uniche differenze
tra 1 due casi consistono nella dimensione dei due spazi, nel fatto che il primo
ha un'orientazione fissata e che il secondo ha una metrica euclidea fissata (a
meno di un fattore di scala). D'altra parte e interessante notare come lo
stesso modello matematico sia capace di rappresentare fenomeni legati a
strumenti di misura operativamente molto diversi, ma con relazioni
“sintattiche” analoghe. Per esempio, la traslazione nello spazio delle posizioni
e realizzata fisicamente mediante riga e compasso, mentre I'analoga trasla-
zione nel tempo e realizzata operativamente mediante orologi! In definitiva, la
nostra ipotesi che T abbia una struttura affine non e altro che la traduzione
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In linguagglo matematico del fatto che esistano gli orologi!

In dinamica avremo a che fare con il seguente spazio generato dagli spazi
delle posizioni e dal tempo. Esso costituira il dominio in cui sono definite le
forze ed In cul hanno valore 1 dati 1niziali relativi alla legge di moto.

Lo spazio delle fasi Lo lo spazio affine
JP =T~PxP.

. . . . 0 . .
Scelto un sistema di coordinate cartesiano (x') suT ed un sistema di coor-

. 1 2 3 . . . . . .
dinate (x ,x7,x”) su P, otteniamo il sistema di coordinate sullo spazio delle

fasi

4

(a7 1

5.:1:2 :5
X7 T, x).

2. I moto di una particella

Possiamo ora studiare 1l moto di una particella libera, osservato da un os-
servatore fissato, il cul spazio delle posizioni P € uno spazio affine euclideo di
dimensione 3, il cui spazio dei vettori liberi & denotato con P e la cui metrica

¢ denotata con g(u,v) = u-v.

Indicheremo con

1 .2 .3 3
(x',x,x)):P—TR"

(x")

un sistema di coordinate di P.

1. Il moto

Incominciamo con la definizione di moto.
DEFINIZIONE. I1 moto di una particella libera & un'applicazione di classe €~

c: T—P. +*

Talvolta possiamo aver bisogno di una definizione meno restrittiva di moto.
Infatti, talvolta abblamo bisogno di considerare moti definitli non in tutto

'Spesso in Fisica viene chiamato “spazio delle fasi” il duale del nostro.
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T, ma solo in un certo intervallo ICT .
Inoltre, nello studio degli urti abbiamo bisogno di considerare moti di classe

¢~ salvo un numero finito o numerabile di istanti in cui essi sono solo di clas-
0
se (.
Lasciamo al lettore lo sviluppo di questi casl.

PROPOSIZIONE. Il moto ¢ : T —P e caratterizzato dalla sua espressione in
coordinate

¢ =xoe: T > R 1<1<53. O

2. La velocita

Conslideriamo un moto ¢ : T —P e proseguiamo con la sua analisi differen-
zlale al prim'ordine.

DEFINIZIONE. L.a velocita e la derivata prima del moto

De : T—I(T ,P). *

Dunque, per definizione di derivata di un moto differenziabile, il moto puo
essere approssimato ad un moto affine, ossia rettilineo uniforme, mediante
la formula

(+) c(t+h) = c(t) + De(t)(h) + o(t,h) teT,heT,

dove o(t,h) & un infinitesimo di ordine superiore ad h.

OSSERVAZIONE. Se abbiamo scelto un'unita di misura dei tempi

eOET,

allora possiamo identificare D¢ con il campo vettoriale

v:T =P :t— Dc(t)(eo) €EP.

Se scegliamo un'altra unita di misura dei tempi

e'=)re €T 2ER,
0 0

allora la velocita De risultera essere identificata con un altro campo vetto-
riale
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v'=rv:T =P : t— Dc(t)(eo') = A Dc(t)(eo) €P.

Dunque, se vogliamo riguardare la velocita come un campo vettoriale, la sua
direzione ed il verso sono determinati (senza nessuna ipotesi aggiuntiva),
mentre il suo modulo dipende in modo essenziale dalla scelta dell'unita di mi-
sura del tempi. a

D'ora in poi, salvo avviso contrario, supponiamo di aver scelto un'unita di
misura dei tempi e pertanto identifichiamo la velocita con il campo vettoriale
corrispondente, scrivendo

v=Dc:T - P.
Pertanto possiamo riscrivere la formula (*) come segue

(+") c(t+h) = c(t) + v(t) h + o(t,h) teT,heT.

Talvolta abbiamo bisogno di esplicitare, insieme alla velocita De(t)eP del
moto all'istante t € T, anche la posizione occupata a tale istante e l'istante
stesso. Per tale motivo, introduciamo le seguenti notazioni

de : T — TP =P<P : t— (ce(t), De(t))

je: T — JP=TxPxP :{— (t, c(t), Dc(t)).

PROPOSIZIONE. La velocita De e caratterizzata dalla sua espressione in co-
ordinate

De = De' (Sxoe),
1

dove (&x*l,) e la base costituita dai campi vettoriali tangenti alle curve coordi-

nate.

DIMOSTRAZIONE. E' un caso particolare della formula generale relativa alla
derivata di curve (vedi ). Per comodita del lettore, ripetiamo la dimostrazio-
ne.

Dato che (&x*l,(c(t)) & una base dello spazio vettoriale P, la velocita ha un'u-

nica decomposizione del tipo
De =0 (le,oc),

dove le componenti possono essere ottenute applicando la base duale

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



12 MARCO MODUGNO

o' = <D,X’iOC, De>.
Pertanto, per la regola della catena, otteniamo

vl = <Dxioc, De> = D(XiOC) = De'. -

Con notazioni tradizionali possiamo anche scrivere

de  dc'
— = —u.
dt dt
. i
c=cu.
1

Dunque, le componenti della derivata del moto (secondo la base indotta dal
sistema di coordinate considerato) sono uguali alle derivate delle componenti
del moto (secondo il sistema di coordinate considerato).

In particolare, abblamo 1 seguenti casi notevoll.

COROLLARIO. 1) L'espressione della velocita in un sistema di coordinate
cartesiano e

Dc = Dc™ e + pe’ e, + ne’ e
4 3]
2) L'espressione della velocita in un sistema di coordinate cilindrico e
— e 0 © z
De = De (epoc) + ¢ De (e'poc) +De” (e oc),

dove abblamo sostituito la base naturale con quella dei corrispondenti versori

e? = 8¢ ecp = So/lISpll = 8¢/ e, = 2.
2) L'espressione della velocita in un sistema di coordinate sferico e
De = De” (eroc) + ¢ pe® (esoc) +¢" sen ¢ De? (e(poc),
dove abblamo sostituito la base naturale con quella del corrispondenti versori

e =38r e, = 89/I8811 = 89/r e, = S /I8l = 8o /(r send). a

r
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3. L'accelerazione

Conslideriamo un moto ¢ : T —P e proseguiamo con la sua analisi differen-
ziale al second’ordine, la quale sara necessaria in seguito per formulare la
legge di moto.

DEFINIZIONE. [.'accelerazione e la derivata seconda del moto

D*e:T—I1°(T,P). *

Dunque, per definizione di derivata seconda di un moto due volte differen-
ziabile, la velocita puo essere approssimata ad un'applicazione affine, me-
diante la formula

(%) De(t+h) = De(t) + D*e(t)(h) + o(t,h) teT,heT,

dove o(t,h) & un infinitesimo di ordine superiore ad h.

OSSERVAZIONE. Se abbiamo scelto un'unita di misura dei tempi

eOET,

allora possiamo identificare D*e con il campo vettoriale
a: T —P :t~— ch(t)(eo,eo) € P.

Se scegliamo un'altra unita di misura dei tempi

e'=)re €T »ERT,
0 0

) . 2 . R . C
allora l'accelerazione D™c¢ risultera essere 1dentificata con un altro campo
vettoriale

a'=»"a:T — P :tw— ch(t)(eo',eo') = x2D2c(t)(eo,eo) € P.

Dunque, se vogliamo riguardare 1'accelerazione come un campo vettoriale,
la sua direzione ed il verso sono determinati (senza nessuna ipotesi aggiunti-
va), mentre il suo modulo dipende in modo essenziale dalla scelta dell'unita di
misura del templ. a

D'ora in poi, salvo avviso contrario, supponiamo di aver scelto un'unita di
misura del tempi e pertanto identifichiamo l'accelerazione con il campo vetto-
riale corrispondente, scrivendo
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2 J—
a=Dc¢c:T — P.
Pertanto possiamo riscrivere la formula (*) come segue

(+") v(t+h) = v(t) + a(t) h + o(t,h) teT,heT.

' . 2 \ . .
PROPOSIZIONE. I accelerazione D¢ e caratterizzata dalla sua espressione
In coordinate

2 2.1 ! h k .
D¢ = (D e+ (l"hk_oc) De' De ) (&xl,oc),

dove (8){1.) e la base costituita dai campi vettoriali tangenti alle curve coordi-

nate e dove

O8X . :
h _ N . . h _ 0Nt _ h i
"= (sx)" = (<psx, 8x )" = (Txk) = <px", >

sono i simboli di Christoffel (che misurano la variazione, al prim’ordine ri-
spetto al punto, della base indotta dal sistema di coordinate).

DIMOSTRAZIONE. E' un caso particolare della formula generale per la derivata
seconda di curve (vedi ). Per comodita del lettore, ripetiamo la dimostrazio-
ne.

Derivando l'espressione della velocita ed applicando la regola di Leibnitz e
della catena, otteniamo

D(Dci (S,X’iOC)) = et (&x*l.oc) + Det <(D8xl.)oc, el (SXJ.OC)> =
= D¢ (S,X’ioc) + De' pe! (Fhljoc) (SXhoc). a

Con notazioni tradizionali possiamo anche scrivere

d“c d*c'  ; de"adc*
=(—— +T" — —)u
at g2 at at

¢ =(c v cte )ul,.

Dunque le componenti della derivata seconda del moto (secondo la base in-
dotta dal sistema di coordinate considerato) sono uguali alle derivate delle
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componenti del moto (secondo il sistema di coordinate considerato), piu dei
termini quadratici rispetto alle derivate prime delle componenti del moto (i
quali tengono conto della variazione della base da un punto all'altro lungo il
moto).

In particolare, abbiamo 1 seguenti casi notevoli.

COROLLARIO. 1) L'espressione dell'accelerazione in un sistema di coordi-
nate cartesiano e

D%c = D" e + e’ e, D%’ e,.

2) L'espressione dell'accelerazione in un sistema di coordinate cilindrico e
D*c = (chp - ¢ (DCQ)Z) (epoc) + (09 D*c? + 2 Def DC:P) (ecpoc) + De” (ezoc),
dove abblamo sostituito la base naturale con quella del corrispondenti versori

e? = 8¢ e@ = So/lISpll = 8¢/ e, = 2.

3) I'espressione dell'accelerazione in un sistema di coordinate sferico e

D*c = (D*¢" - ¢" (De*)? - ¢ sen®c® (De®)?) (e cc) +
+ (" D%e® + 2 pe” pe® - ¢ sen ¢ cos e® (De?)?) (e ,oc) +

+ (¢" sen e® D%? + 2 sen ¢ De” De? + 2 ¢" cos ¢® De® De?) (eq:oc),

dove abbiamo sostituito la base naturale con quella dei corrispondenti versori

e =8r e, = 89/I881 = 85/r e, = Scp/II8pll = Sp/(r send). =]

E' pit comodo calcolare 1'accelerazione in forma covariante tramite le for-
mule di Tagrange. Infatti, in tal modo si evita di calcolare i simboli di Chri-
stoffel.

Consideriamo la funzione metrica (vedi )
G :PxP — R : (pu)— %g(u,u)

la cui espressione in coordinate e
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_ 1 ol
G = 2g‘l,j.,x X7

PROPOSIZIONE. ['accelerazione e caratterizzata dalla sua espressione co-
variante

oG ;
: Odc) (Dx'oe).

ox!

e = g"(p%) = (022 cde) -
ox

DIMOSTRAZIONE. E' un caso particolare della formula generale per la derivata
seconda di curve (vedi ) in forma covariante. Per comodita del lettore, ripe-
tiamo la dimostrazione.

Ricordiamo (vedi ) che i simboli di Christoffel possono essere espressi tra-
mite le derivate della metrica come segue

N _
r e 28 (ahg Jk ’ akg Jh ajg‘ h,k,)’
dove
1y -1
() =1(g,) -

Allora, dall'espressione dell'accelerazione (in forma controvariante), otte-
niamo

2 — 2.0 J h o kY _
(D C)i = (gl_joc) (D ¢+ (T hkoc) De' De ) =
= (gl.joc) Dl + (gl.].oc) (F‘i,lkoc) e pek =
_ 2 j ., 1 _ h k _
B (gijoc) Do+ 2 (ahgik ’ akgih aighk)oc De” Do =

_ 2 h kK1 h k _
= (gijoc) D ¢! + (ahg“ik)oc D¢ De 5 (aighk)oc D¢ De" =

_ Ny 1 h k
= D((git,'oe) Dec ) 5 (al.g“hkoe) Dc'' De”,
dove abblamo tenuto conto delle uguaglianze

h k _ h k
(8hgik)oc Dc” De” = (akgih)oc D't De”,
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D(gl.joc) = (ahg)ij)oe De' 0

Con notazioni tradizionali possiamo anche scrivere

d oG oG

2
Dc) = - -,
(2 )’ dt o' ox!

In particolare, abbiamo 1 seguenti casi notevoll.

COROLLARIO. 1) L'espressione dell'accelerazione in un sistema di coordi-
nate cartesiano e

Dc = D%¢* Dx + D*¢’ DY + D*¢” Dz,
2) L'espressione dell'accelerazione in un sistema di coordinate cilindrico e
D¢ = (DZCQ - ¢ (Dc@)z) (Dgoe) +

+ ((09)2 D%c? + 2 ¢f pe® Dccp) (Dopoc) +
+ D¢’ (Dzoc).
2) I'espressione dell'accelerazione in un sistema di coordinate sferico e
D¢ = (ch"' - " (pe®)? - ¢ sen®e® (Dc@)z) (Droe) +
+ ((0'1)2 D% + 2 ¢" D" pe® - (¢")? sen ¢ cos ¢” (DC’Q)Z) (DSoe) +
+ ((0'4)2 (sen ¢%)? D%c? +
+2¢" (sen ¢¥)? e’ pe® + 2 (") sen ¢ cos ¢ De® DCQ) (Depoe). EI

4. La traiettoria

Consideriamo un moto ¢ : T—P e studiamone l'aspetto geometrico.

DEFINIZIONE. La traiettoria e l'immagine del moto, ossia l'insieme delle
posizioni occupate

S=c¢(T)= {c(t)EP}tET C P. *
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Ovviamente, la conoscenza della traiettoria non caratterizza il moto; infatti
esistono infiniti moti con una data traiettoria.

OSSERVAZIONE. La traiettoria e un sottinsieme connesso di P, perché T &
connesso ed il moto & continuo.

OSSERVAZIONE. Se per teT e De(t) # 0, allora esiste un intorno ICT di t
tale che la restrizione della traiettoria a tale intorno

c(l)cscrp

sla una sottovarieta di dimensione 1 (vedi ).
Se in ogni istante ¢ di un certo intervallo ICT e De(t) = 0, allora la restri-
zione della traiettoria a tale intervallo

e(I)={plcScCP

e costituita da un solo punto.

Se per t€T esiste un intorno ICT di tale che in ogni istante ¢ di tale in-
torno e De(t)#0 salvo in T stesso in cui De(t) = 0, allora la restrizione della
traiettoria ad un sotto intorno sufficientemente piccolo I'CI

e(I'cscre

e costituita da due sottovarieta. Esse possono raccordarsi in ¢(t)€eP in modo
da formare insieme una sottovarieta, oppure no.
Pertanto, la traiettoria € l'unione di sottovarieta unidimensionali di P. a

Limitiamoci ora a considerare un intervallo di tempo ICT nel quale la
tralettoria

S=c(I)ZP

sia una sottovarieta connessa di P. Si puo dimostrare che tale sottovarieta e
diffeomorfa ad R o ad una circonferenza.

OSSERVAZIONE. Consideriamo un sistema di coordinate locale di P adattato
alla sottovarieta S (vedi )

x=(x" A% A7) PR,

1~ . . 2 3 . . .
dove x' € la funzione libera e (x~,x”) sono le funzioni vincolari.

. . . . 1 .
Rinormalizzando opportunamente la funzione coordinata x  otteniamo un
nuovo sistema di coordinate adattato
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tale che

Conslderiamo ora 1 seguenti oggettl indotti su S, per restrizione:

- la funzione lagrangiana
1
s=x"18:S—R,
- la corrispondente curva coordinata

G = X'IIIRXS : RxS—8S,

caratterizzata da
(sos)(n) = s(p) + 2
- il campo vettoriale tangente

e =85 = 8.x*'1|S :S—P.

1l campo vettoriale tangente a .
Ovviamente, abbiamo

llell = 1.

19

pES,

Inoltre, si vede facilmente che la funzione lagrangiana s e definita a meno
di una costante additiva e del segno, ma non dipende dal sistema di coordinate
adattato inizialmente scelto. Dunque, data S, la funzione lagrangiana s e de-
finita a meno di una costante additiva e del segno; corrispondentemente, la
curva coordinata s e definita a meno di una traslazione e del verso ed il campo

vettoriale tangente e e definito a meno del segno.

La funzione coordinata lagrangiana s e detta la lunghezza dell’arco perché

integrando lisll lungo S otteniamo la lunghezza dell'arco.

ad

OSSERVAZIONE. Consideriamo la derivata (parziale) del versore tangente e

rispetto alla curva coordinata 5, ossla 1l campo vettoriale su S

kE%:S%F
s

definito da
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ZZ’ (p) = Deos )(0) pES.

I1 campo vettoriale k e chiamato il vettore di curvatura della traiettoria.
Inoltre, la sua norma llkll @ chiamata la curvatura della traiettoria. Inoltre, se
kIl # 0, 11 suo Inverso

r= S—>R

:M.

D

chiamato 1l raggio di curvatura della traiettoria ed 1l versore

n=—:8—->7P
[kl

D

chiamato la normale principale della traiettoria.

I1 nome “curvatura” e giustificato dal fatto che la derivata del versore tan-
gente rispetto alla lunghezza dell'arco misura il grado di variazione della dire-
zione tangente alla traiettoria lungo la traiettoria stessa. I nomi “raggio di
curvatura” e “normale principale” sono giustificati dai seguenti risultati.

LEMMA. Il vettore di curvatura e ortogonale alla traiettoria, ossia

ke = 0.
DIMOSTRAZIONE. Da
1 =ee
segue
0= a(aes-e) =2 k-e. a

OSSERVAZIONE. Sia p € S un punto della traiettoria e sia k(p) # 0. Allora p,
e(p) e n(p) determinano un piano . Per costruzione, tale piano contiene la
traiettoria in un intorno di p con un'approssimazione del second'ordine rispet-
to alla lunghezza dell'arco.

Tale piano e chiamato il piano osculatore alla traiettoria in p. a

I1 nome “raggio di curvatura” e giustificato dal risultato seguente.

OSSERVAZIONE. Sia p € S un punto della traiettoria e sia k(p) # 0. Allora
esiste una sola circonferenza passante per il punto p, il cul versore tangente
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e vettore di curvatura in p sono e(p) e k(p), rispettivamente. Inoltre, il rag-
gio di tale circonferenza risulta essere r(p) = 1/lk(p)I.

DIMOSTRAZIONE. Si1 considerl 11 piano osculatore T ed una circonferenza ¢' su
tale piano, di centro o€t e raggio r'. Si conslderl un sistema di coordinate
cartesiane di centro o. Allora, l'espressione parametrica, secondo la lunghez-
za dell'arco, della circonferenza e

c'(h)=o0+ (r' cos (n/r'") e+ r'sen (n/r") ey)

(questa espressione e determinata a meno di una costante additiva e del se-
gno del parametro).
Pertanto, otteniamo

e'(rn)=-sen (n/r") e+ cos (n/r") e,

K'(r)=-(1/r") (cos (n/r") e+ sen (r/r") ey).

Se Imponlamo

(a) p=c'(0)=o0+r e,
() e(p) = e'(0) = e,
(¢) k(p) =k'(0) =~ (1/r) e,

allora (c) determina il raggio r' della circonferenza ed il versore e  del siste-
ma di coordinate cartesiano, (b) determina il versore ey del sistema di coor-

dinate cartesiano ed (a) determina il centro o del sistema di coordinate car-
tesiano e della circonferenza. Percio, le condizioni (a), (b) e (¢) determinano
la circonferenza. a

Per costruzione, tale circonferenza approssima la traiettoria in un intorno
di p con un'approssimazione del second'ordine rispetto alla lunghezza dell'arco.

Tale circonferenza e chiamata la circonferenza osculatrice alla traiettoria
in p. Dunque, il raggio di curvatura (se ¢ definito) e il raggio della circonfe-
renza osculatrice.

Tenendo conto della traiettoria e della lunghezza dell'arco, possiamo sepa-
rare le informazioni puramente geometriche e quelle puramente cinematiche
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del moto e decomporre la velocita e 'accelerazione nelle componenti tangenti
e normali alla trailettoria.

PROPOSIZIONE. Sia nota la traiettoria 8 = ¢(I) del moto c.
1) Il moto ¢ e caratterizzato dalla funzione

¢® =soc: T — R.
2) La velocita e data da
() De = De® (eoe).
3) 1'accelerazione e data da
(%) D¢ = D*¢® (ece) + (De®)* (koe)

e, se llkll # 0, da
o 1N
D*c = D°c® (ecc) + (Dc*)? (* ce).
r

DIMOSTRAZIONE. 1) Ovvio.

2) La formula () non e altro che l'espressione della velocita in un sistema
di coordinate adattato alla traiettoria. Si puo anche ottenere lo stesso risul-
tato direttamente nel seguente modo. Se p € S e il punto scelto come origine
dell'arco sulla traiettoria, allora, possiamo scrivere

¢c=0oc® TP
p
e, derivando questa formula mediante la regola della catena, otteniamo
De = (Dop)ocs De® = eoe De®,
dato che
(D5 )(e™(0)) = e(e()),

e il vettore tangente alla curva op nel punto c(t).

3) La formula (*%*) & ottenuta derivando (*)

D¢ = D(DcS (eoc)) = D%c® (eoc) + De® D(eoe) =

= D%c® (eoe) + De® ((Deoe)(De)) = D*c® (ece) + De® (Deoe)(De® (eoe)) =
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= %% (ecc) + (De®)? (De(e))oc = D*e® (ece) + (De®)* koc. a

OSSERVAZIONE. Possiamo anche dimostrare le precedenti formule usando
simboli tradizionali, meno rigorosi, ma semplicl. Infatti, possiamo scrivere

dc de ds

De=— = —— = (eoe) Dc*.
dt ds dt
d .ds 2s ds de d*s ds de ds d°s ds .2
L= e = e e e () k
dt dt dt dt dt= dt ds dt At dt
= S (eoe) + (De®)* koe. a

De(t")

Fig. 1. Decomposizione dell'accelerazione secondo la traiettoria

In seguito, quando studieremo i moti vincolati (vedi ), potremo approfondi-
re e reinterpretare il precedente risultato, confrontando il vettore di curva-
tura con la seconda forma fondamentale della tralettoria.

3. Esempi di moti

Analiziamo alcuni tipl iInteressanti di moto.

Un moto ¢ : T —P e detto rettilineo, piano, circolare, ellittico, e cosl via se
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la traiettoria e contenuta, rispettivamente in una retta, in un piano, in una
circonferenza, un ellisse, e cosl via.

Un moto ¢ : T—P e detto uniforme, se la norma della velocita e costante
rispetto al tempo.

Un moto ¢ : T—P e detto centrale, rispetto al polo o € P, se I'accelerazione
soddisfa la condizione

DZc(t) = »(t) (e(t) - 0) vt eT, »(t) € R.

Un moto ¢ : T—P e detto periodico, se esiste un intervallo di tempo T € T,
tale che

(®) e(t+T)=rc(t) vteT.

Supponiamo che 1l moto sia periodico. Ovviamente, per ognl intero n, abbla-
mo

c(t +nT) =c(t) vteT.

I1 piu piccolo T', orientato positivamente e non nullo, per cui il moto soddisfa
la condizione (°) e detto il periodo. Inoltre, il numero

v=1/T € R’

e detto la frequenza.

ESEMPIO. Un moto armonico € un moto del tipo
c(t) =0+ A cos ((o(t—t) + O() e vteT,

dove Tt € T & un'origine dei tempi e dove o € P & un punto detto centro, e € P ¢
+ N . N
un versore, @ € R e un numero detto la pulsazione, o € [0,27t) € un numero

detto la fase ed A € R" & un numero detto I'ampiezza. La norma della distanza
lle(t)-oll dal centro e detta 1'elongazione all'istante t.
Pertanto, il moto e rettilineo e periodico. Il periodo e la frequenza sono

21T w
T = — v = —.
W 2TT

Inoltre, la velocita e

De(t)=-wAsen(w(t-t)+u)e
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e l'accelerazione e

Dce(t) = - w” Acos (0 (t-1) + o) e

= - " (e(t)-0).

Dunque, la norma della velocita & massima quando l'elongazione e minima e
viceversa. Inoltre, 1'accelerazione e proporzionale alla distanza del moto dal
centro.

ESEMPIO. Studiamo un moto circolare uniforme di centro o € P e ragglio R »

Consideriamo un sistema di coordinate cartesiano (X,Y,7) con l'origine nel
centro o della traiettoria e tale che il moto si svolga sul piano delle (X,Y). Sia
(e,¢,7) il sistema di coordinate cilindrico associato.

Scegliendo opportunamente l'origine del templ T€T e l'orientazione di ¢, 1'e-
spressione del moto in coordinate e del tipo

c(t) =0 +R ((cos w (t-7)) e+ (sen« (t-1)) ey) YteT, weR.

Pertanto, il moto e periodico. Il periodo e la frequenza sono

Dunque, le componenti del moto in coordinate cartesiane sono

¢X(t) = R cos w (t-1)
¢'(t) = B sen w (t-1)

() =0
ed in coordinate cilindriche

c(t) =R
e?(t) = w (t-1)

¢“(t) = 0.

Pertanto, la velocita e
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De(t) =w R (— (senw (t-7)) e+ (cos w (t-7)) ey_)

=w S8p(e(t)) =wR eqﬁ(c(t))
e 'accelerazione e

De(t) = - w° R ((cos w (t-1)) e+ (senw (t-7)) ey)
- - R Sple(t)) = - w” R eo(c(t))

= - w" (e(t)-0).
Pertanto, la norma della velocita e dell'accelerazione sono
IDell = w R ID*ell = w* R.

Inoltre, 11 moto e centrale. L'accelerazione del moto circolare uniforme e
detta centripeta.

La proiezione del moto circolare uniforme ¢ su una qualunque retta passan-
te per o & un moto armonico di centro o e periodo T . Inoltre, se la retta e
contenuta nel piano del moto, allora 'ampiezza e R.

Possiamo decomporre il moto circolare uniforme mediante due moti armo-
nici. A tal fine, decomponiamo lo spazio P nella somma affine diretta (di un
sottospazio affine, piu due sottospazi vettoriali dello spazio dei vettori liberi)

PzéxEBéy,EBQZ,

dove @ CP e l'asse delle 7, QXCTJ e ZZ},CTJ sono gli spazi vettoriali associati

agli assl delle X e delle Y, rispettivamente. Allora, 1l moto circolare uniforme
¢ risulta essere la somma di un moto armonico nello spazio vettoriale sz e di

un moto armonico nello spazio Vettorialefly, 1 quali hanno lo stesso centro o,
lo stesso periodo T e la stessa amplezza B, ma sono sfasati di /2. a
ESEMPIO. Un moto elicoidale uniforme ¢ il moto
c=c®+c:T > P
ottenuto sommando un moto circolare uniforme

c®: T—P
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ed un moto (a valori vettoriali) rettilineo uniforme
¢c: T > P

lungo la retta, detta asse, passante per il vettore 0 € P ed ortogonale al piano
del moto circolare uniforme .
Il passo del moto elicoidale uniforme

p =Dell T

e lo spostamento compiuto da ¢ in un periodo T di ¢°.

Consideriamo un sistema di coordinate cartesiano (X,Y,7) con l'origine o
sull'asse e tale che il moto circolare si svolga sul piano delle (X,Y). Sia
(g,,7) il sistema di coordinate cilindrico associato.

Scegliendo opportunamente l'origine del templ T€T e l'orientazione di ¢, l'e-
spressione del moto in coordinate e del tipo

c(t) =0 +R ((cos w (t-7)) e+ (sen w (t-1)) ey) +p t;tez

VteET, we R, p€R.

Dunque, le componenti del moto in coordinate cartesiane sono
¢X(t) = R cos w (t-1)
() = R sen w (t-1)

t-<

() =p o

ed in coordinate cilindriche

c(t) =R
c?(t) = w (t-1)

t-t

() = pT .

Pertanto, la velocita e
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De(t) = w R (— (senw (t-7)) e+ (cos « (t-7)) ey) + ?ez

=w Sp(e(t)) + 587 = wR e(P(c(t)) + gez

e l'accelerazione e

Dc(t) = - W° R ((cos w (t-1)) e+ (senw (t-7)) ey)
= - R Sele(t)) = - " R eo(c(t))

= - " (e(t)-0).

Infine, la norma della velocita e dell'accelerazione sono

2 2 /¢ 4 D)
IDell = (@ R + (?) ) IDell = w” R.
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2. Dinamica

La dinamica studia la legge del moto, la quale stabilisce una relazione tra
“la causa”, ossia la forza e “l'effetto”, ossia il moto. Tale legge assume la
forma di un'equazione differenziale alle derivate ordinarie del second'ordine. 11
problema fondamentale della dinamica, e quello di trovare il moto, data la
forza ed i dati iniziali. 11 problema fondamentale della statica e quello di tro-
vare le condizioni per I'equilibrio: esso puo essere visto come un caso partico-
lare del problema della dinamica.

1. Forze

In questo paragrafo introduciamo la nozione astratta di forza e consideria-
mo vari esempl importanti suggeriti dalla fisica. Definiamo la potenza di una
forza ed 11 lavoro di una forza lungo un moto. Dedichiamo molta attenzione allo
studio delle forze conservative, la cui importanza e legata al teorema di con-
servazione dell'energia.

1. Forza

Nel contesto della dinamica della particella libera, consideriamo la “forza”
come una grandezza vettoriale, che dipende dal tempo, dalla posizione e dalla
velocita della particella in esame, con una legge data a priori. Per ricavare
questa legge da informazioni piu remote, occorrerebbe considerare un conte-
sto piu ampio che comprenda una legge di interazione della particella in esame
con altre particelle o campi. Questo approccio sara studiato parzialmente in
capitoll successivl.

Dunque la forza e una grandezza definita sullo spazio delle fasi. Solo cono-
scendo il moto, si potra comporre la forza con esso ed ottenere la “forza lun-
go il moto”, che dipende solo dal tempo.

Tradizionalmente la forza e definita come un campo di vettori con valori in
P: questo punto di vista & motivato dalla sua intuitivita. D'altra parte, dato
che P e dotato di una metrica g, sappiamo che possiamo equivalentemente

definire la forza come un campo di forme con valori in P*. Anzi, questo se-
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condo punto di vista risulta piu conveniente per ragioni teoriche, perché ci

permettera di esprimere la legge fondamentale della dinamica di una parti-

cella libera in un modo che sara generalizzabile immediatamente ad un si-

stema di piu particelle. Inoltre, svariati problemi pratici sono abbordabili piu

facilmente in forma covariante, come risultera da risultati successivi.
Dunque, introduciamo direttamente la forza in forma covariante.

DEFINIZIONE. Chiamiamo forza (in forma covariante) un'applicazione diffe-
renziabile

F:T~PxP — P*. *

L'espressione controvariante della forza e data da

F=g*(F) : T<P<P — P.

L'espressione in coordinate della forza (in forma covariante) e
F=F Dx' F:T<P<P—R
e I'espressione della forza in forma controvariante e
F=Fsx F.T~P~P —R

dove

Puo darsi che la forza non dipenda effettivamente dal tempo, o dalla posi-
zione, o dalla velocita. Se la forza non dipende effettivamente da alcune va-
riabili, noi scriveremo rispettivamente

F:pPp<xP - P* F:TxP — P* F:TxP - P*
F:T - P* F:P—pP* F:P > P*.
Se la forza dipende solo dalla posizione
F:P—P*

allora e detta posizionale. Questo e un caso particolarmente importante.
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Considereremo anche forze definite solo su un sottinsieme aperto V

F:V CT<xPxP — P*
F:VCp<p —P* F:VCT<xP - P* F:VCT<xP —~>P*

F: T v Cp* F:P>VCp* F:VCp -~ p*,

Una forza I : V—P* & detta centrale rispetto al polo o € P se ha un'e-
spressione del tipo

F(t,p,v) = f(t,p,v) (p - 0), f : VCT*PxP —R.
Osserviamo che, se (t,0,0) € V, allora, per la continuita di F, abbiamo
F(t,o,v) = 0.

Una forza centrale F : V—P* rispetto al polo o € P & detta anche radiale se

e posizionale ed f e del tipo
S(p) =olip -ol), v : R"—R.
Consideriamo un sistema di coordinate sferiche con centro in o. Una forza F
e centrale rispetto al polo o se e solo se la sua espressione e del tipo

F=F" sr, F': VCT=P~xP —>R;

una forza centrale F ¢ anche radiale se e solo se F' & del tipo

= for, f:VCP—R.

Sia F : T<xP<xP—P* una forza e sia ¢ : T —P un moto. Allora, la forza lungo il
moto e l'applicazione

Foje: T — P* .t F(t, c(t), Dc(t)).
ESEMPI. La forza peso (dovuta all'attrazione gravitazionale terrestre su
una particella di massa m ed in una regione in cui 'accelerazione di gravita

puo essere approssimata al vettore costante y e) € una forza (costante) del
tipo
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F=-mye
dove
m, vy €ER’ e€P

llell = 1.

La forza di Newton, o di Coulomb (dovute ad una massa gravitazionale o ad
una carica elettrica situate nel punto o € P) & una forza del tipo

_ 1 -0
F(p) = -k _ L 7p e P -{o}.
ip-oll= lip—oll

Nel caso Newtoniano ¢ k » 0 (forza attrattiva); nel caso Coulombiano ¢ k »
0, o k < 0, secondo che la forza sia attrattiva o repulsiva.

La forza di Lorentz (dovuta ad un campo magnetico B) e una forza del tipo

F(t,p,v) = kv x B(t,p) V(t,p,v) € T<P<P,
dove

+

k € R B:TxP—P.

La forza di Biot-Savart (esercitata su una carica magnetostatica dal

. .. . AN
campo magnetico prodotto da una corrente rettilinea uniforme)~ & una forza
la cui espressione in un opportuno sistema di coordinate cilindriche e del tipo

1
ke .
g o

Tale forza e definita in tutto lo spazio P meno l'asse delle Z. Osserviamo
che, a rigore, e, non sarebbe definito sul semipiano di equazione ¢ = 0; ma

puo essere esteso per continuita a tutto lo spazio meno l'asse delle 7.

La forza elastica di centro o € P & una forza del tipo

-k (p-o)

F(p) vp € P,

2 . . . . . N

“A rigore, da un punto di vista fisico, questa non e una vera forza, ma un
campo vettoriale di altra natura, perché le cariche magnetiche non esistono.
Noi, pero, tratteremo questo oggetto come fosse una vera forza, perché

fornira un valido esempio di forza conservativa localmente e non globalmente.
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dove

+

keR .

La forza di attrito viscoso e una forza del tipo
Flv)=-»rv Yv € P,
dove

A EeER . a

2. Potenza

Data una forza F : T<PxP —P™*, possiamo definirne la potenza.

Tradizionalmente la potenza e derivata dal lavoro; a noi sembra piu naturale
invertire la procedura; infatti, il concetto di lavoro richiede un moto, mentre
quello di potenza non lo richiede necessariamente.

DEFINIZIONE. La potenza della forza F e la funzione
W TxP<P — R : (t, p,v) — <F(t, p,v), v>. *

Equivalentemente, la potenza puo essere espressa mediante la forza in for-
ma controvariante:

W :TxP<xP — R : (t, p,v)— F(t, p,v)-v.
['espressione in coordinate della potenza e
— o= Ly
W —Fl.,x —g“l,jF X7

Si osservi che la potenza, cosi definita, non dipende dalla scelta di alcun
moto. Se pol, consideriamo un moto ¢ : T —P, allora otteniamo la potenza lun-
go 1l moto

Woje : T - R:t—W(t, p,v)=<F(t, e(t), De(t)), De(t)>,

0, equivalentemente, considerando la forza in forma controvariante,

Woje : T — R :t—W(t, p,v)= F(t, c(t), De(t)) - De(t).
L'espressione in coordinate della potenza lungo il moto e

Woje = (FI,OJ'C) De' = (giioc) (Fiohz'c) De.
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3. Lavoro

Il concetto di lavoro viene utilizzato nella trattazione delle forze conserva-
tive e nella formulazione del teoremi sull'energia. Per definire 11 lavoro occor-
re fissare, oltre alla forza, anche un moto (nel caso di forze posizionali &
sufficiente fissare un cammino).

Sia F : T<PxP—P* una forza, ¢ : T—P un moto e I = [t1,tn] Z T un inter-

vallo di tempo.

Supponiamo di avere scelto 'unita di misura dei tempi e, € T e sia
T SR (Et ) e

il sistema di coordinate cartesiano (definito a meno dell’'origine to); dunque la

forma volume dx" su T & caratterizzata dalla relazione <d,x'0,eo> = 1.

DEFINIZIONE. Il lavoro della forza F lungo il moto ¢ e relativamente all'in-
tervallo di tempo I e il numero reale

L= J;WOJC dx’ = jI“<Fojc, De> dx’ € R. *

Con notazioni classiche, meno precise, ma piu tradizionali, scriveremo

_ e de L de
I = jl“m (t) dt = jI“F(t, e(t), o (1)) o (t) dt.

Nella definizione precedente, sostituendo l'istante fisso t €T con un Istante

T€T variabile, otteniamo la funzione lavoro

f Woje dxo,
[t,.<]

L :T—>R:t~—L(T)

0, con notazioni classiche,

_ ; _ 7 de L de
1(z) = H{ﬂu (t) dt = H{ﬂF(t, e(t), o (t)) " (t) dt.

['applicazione
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L:T—>R:t—IL(7)= f Woje ax’
[t,.<]

¢ una funzione differenziabile (del tempo) e la sua derivata e la potenza lungo
11 moto

DL =Woje: T — R:t—W(t, e(t), De(t)).

Nel caso particolare 1n cul la forza sia posizionale 1l lavoro dipende solo
dalla traiettoria del moto.

OSSERVAZIONE. Supponiamo che la forza sia posizionale
F:P—->P*,

Supponlamo che la tralettoria del motoc¢ : I—>P
L:S — P,

sia una sottovarieta. Sia s : S~ R la funzione lunghezza dell'arco (definita a

meno di una costante additiva e del segno); tale funzione ¢ di classe ¢~ e ds e
una forma volume su S, caratterizzata dalla relazione <{ds,e> = 1, dove e e il
versore tangente alla sottovarieta.

Allora, il lavoro e esprimibile come l'integrale sulla sottovarieta S

LEfF*ds,
S

dove
F'=<Fove>:8 — R

e la componente della forza tangente alla traiettoria.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo scrivere

L = quv‘/’ojc d,)(’o = [<FOL].CJ DC> dXO = JI“<FOCJ DC> dxo c IR

Allora, il teorema e una conseguenza immediata del teorema sul cambia-
mento di dominio di integrazione, tenuto conto della seguente formula

d
De dx° = et (eoe) dx' = (eoc) iodxo = (eoe) ds. a
dx
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4. Forze conservative

Le forze conservative sono importanti forze posizionali. La loro importanza
e legata al teorema della conservazione dell'energia.

In questo paragrafo ci riferiamo ad una forza posizionale definita in un sot-
tinsieme aperto della spazio delle posizioni

F:VCpPp->DP*,

DEFINIZIONE. 1) Si dice che la forza F & conservativa ® se esiste una fun-
zlone
U:V->R,
tale che
F = DU,
o, equivalentemente, in forma controvariante, tale che

F =gradU.

In tal caso, sidice che U e il potenziale della forza F.

2) Si dice che la forza F e localmente conservativa se, per ogni punto p €
V, esiste una funzione

U . VPH]R,
definita in un intorno aperto VPCV del punto p, tale che, in tale intorno,
F = DU,
0, equivalentemente, In forma controvariante, tale che, in tale intorno,
F=gradU.

In tal caso, si dice che U e il potenziale locale della forza F. a

Dunque, la forza F e (localmente) conservativa se e solo se la sua espres-
sione in un qualunque sistema di coordinate ¢ (localmente) del tipo

’ In geometria, la terminologia “forza conservativa” & tradotta con forma
esatta.

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 37

ou :
Fi = ; 1<1<3,
oxX

0, equivalentemente, In forma controvariante,
1 1]
=8
X
dove U e una funzione definita (localmente) sul dominio della forza.

OSSERVAZIONE. Sia F (localmente) conservativa e sia V (Vp) connesso.
a) Se U & un potenziale (locale) della forza F, allora
U' =U + cost

¢ ancora un potenziale (locale) della forza F.
b) Se U ed U' sono due potenziali (locali) della forza F, allora abbiamo

U' =U + cost.

DIMOSTRAZIONE. a) Se F = DU, allora ¢ anche F = D(U + cost).
b) Se F = DU ed F = DU', allora abbiamo 0 = DU - DU’ = D(U - U'), da cul otte-
niamo U - U' = cost. a

Dunque, il potenziale, se esiste, e definito a meno di una costante per ogni
componente connessa del dominio di definizione.

Naturalmente, se la forza F ¢ conservativa, allora € anche localmente con-
servativa. Ma, viceversa, se la forza F ¢ localmente conservativa, allora essa
puo non essere conservativa. Quando vogliamo mettere in evidenza il fatto
che una forza e conservativa, e non solo localmente conservativa, diciamo che
e “globalmente” conservativa.

ESEMPIO. [.a forza costante

definita su tutto lo spazio P, & conservativa ed il potenziale ¢ (a meno di una
costante additiva) la funzione

U=k /. m]
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ESEMPIO. La forza elastica
F=-krSsr,

definita su tutto lo spazio P, & conservativa ed il potenziale & (a meno di una
costante additiva) la funzione

ESEMPIO. La forza di Newton, o Coulomb,

1
o oI,

F=-k
!

definita su tutto lo spazio P meno il punto o, e conservativa ed il potenziale e
(a meno di una costante additiva) la funzione

1
Uzk;. a

ESEMPIO. La forza

definita sul dominio V costituito da tutto lo spazio P meno l'asse delle 7, e
localmente conservativa. Infatti, consideriamo il sottinsieme aperto V.V

costitulito da V meno un semiplano di equazione

P =, O<or <27

Allora, il potenziale locale su tale sottinsieme aperto ¢ (a meno di una co-
stante additiva) la funzione

U1 =k (pl’
dove
P, :V1%(0,2R)CIR

e la funzione ottenuta misurando l'angolo orientato sul piano equatoriale a

partire dal semipiano di equazione ¢ = %
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Sono sufficientl due sottodomini V. eV, di questo tipo, corrispondenti a

due semipiani diversi, per ricoprire tutto il dominio V' della forza. Nell'inter-
sezione v .nv, di questi due sottodomini 1 due potenziali locall differiscono

per la costante
U2—U1=k(cp2—<p1)=k(o<1—o<2).

La forza F non e, pero, globalmente conservativa. Infatti, non e possibile e~
stendere 11 potenziale locale a tutto il dominio di definizione della forza, per-
ché esso e discontinuo (e quindi non ammette differenziale) sul semipiano che
abblamo escluso.

Si noti, pero, che il limite del differenziale del potenziale locale P, e ben

definito in ogni punto del semipiano che abbiamo escluso e coincide con la for-
za 1n tale punto. a

Ribadiamo che se la forza F non e posizionale, non ha senso parlare di con-
servativita e di potenziale.

Criteri di conservativita

Studiamo ora due criteri importanti per decidere se una data forza (posi-
zionale) F e (localmente) conservativa o no.

TEOREMA. Criterio per la conservativita globale.
Sia F : V—P una forza posizionale.

Le tre condizioni seguenti sono equivalenti.

1) 1a forza F € conservativa.

2) Per ogni coppia di punti

p,qgeEV P,

il lavoro della forza lungo un cammino S (differenziabile a tratti) congiungen-
te 1 due punti

LEfF*dS
S

non dipende dalla scelta di tale cammino (ma solo dalla scelta dei due punti).
3) 11 lavoro della forza lungo un cammino chiuso S (differenziabile a tratti)

L= [Fds=0
S
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e nullo.

Inoltre, se queste condizioni sono soddisfatte, allora il potenziale e dato
dalla funzione

(+) U(p) = L(p) = [Fds peEV,
S

ottenuta scegliendo un'origine o € V del dominio della forza e calcolando, per
ogni punto p € V, il lavoro della forza lungo un qualunque cammino S (diffe-
renziabile a tratti) congiungente 1'origine o € V con il punto p € V.

DIMOSTRAZIONE. 1) = 2). Se F = DU, ed § & un cammino congiungente i punti
p e g, allora abbiamo
Ft = pUt,
dove UT : S—R denota la restrizione del potenziale U ad S, e quindi

L= [Fds=[pUutds =0(q)-U(p).
S S

2) = 1). Sia
U:V—->R

la funzione definita in (#). Dimostriamo che tale funzione e differenziabile e
che la sua derivata e proprio la forza F.

Sia p € V. Si consideri h € P sufficientemente piccolo in modo che il seg-
mento (p, p+h) € V. Si considerino un cammino differenziabile Sp conglun-

congiungente o con p+h ed il

gente o con p, un cammino differenziabile Spm

segmento Sh conglungente p con p+h.

Allora, per 2), abbiamo

Ulp +h) = fF*dssz*ds+fF*dszU(p)+ fF*ds.

sp+h Sp Sh Sh

Ma, per il teorema della media sugli integrali, possiamo scrivere

(%) fF* ds = <F(p),h> + op(h),
Sn

dove op(h) indica un infinitesimo di ordine superiore a h. Dunque, otteniamo
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Ulp+h) =U(p) + <F(p).i> + o (1),
ossia, F e differenziabile in p e

DU(p) = F(p).

2) € 3). Ogni cammino chiuso, che parte da un punto p e ritorna a p, pas-
sando per un punto ¢, puo essere ottenuto mediante due cammini, che con-
glungono p a ¢, attaccando 11 secondo al primo, ed invertendo 1l verso di per-
correnza del parametro del secondo cammino. Viceversa, ogni coppia di cam-
mini, che congiungono due punti p e g, puo essere ottenuta spezzando un cam-
mino chiuso, che parte da p e ritorna a p, passando per ¢, ed Invertendo 11
verso di percorrenza del parametro del secondo tratto.

La dimostrazione si conclude ricordando le proprieta degli integrali di addi-
tivita rispetto al dominio di integrazione e di inversione del segno rispetto
all'inversione del verso di percorrenza del parametro. a

I1 criterio di conservativita fornito dal teorema precedente ha alcuni aspet-
ti vantaggiosi ma non e sempre comodo.

Gli aspetti vantaggiosi sono almeno due: il criterio riguarda la conservativi-
ta globale (e non solo locale) e fornisce un metodo pratico per calcolare ef-
fettivamente il potenziale (se esso esiste).

D'altra parte, la verifica prevista dal criterio richiede il calcolo di infiniti
Integrall: occorre considerare tutti gli infiniti cammini chiusi. Se la forza non
e conservativa, puo darsi che si riesca a trovare rapidamente un cammino
chiuso lungo il quale il lavoro non e nullo ed allora la verifica del criterio si
conclude con esito negativo.

ESEMPIO. La forza

1
‘e
c o

definita sul dominio V costituito da tutto lo spazio P meno l'asse delle Z, non
e globalmente conservativa. Infatti, il lavoro lungo un cammino circolare, sul
piano orizzontale, con centro sull'asse delle 7, e

L =2k #0.

D'altra parte, avevamo visto che tale forza & localmente conservativa.
S1 noti che 1l precedente lavoro non dipende dal raggio del cammiIno clrcola-
re consliderato. a
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TEOREMA. Criterio per la conservativita locale (lemma di Poincaré).
L.e due condizioni seguenti sono equivalenti.

1) La forza F e localmente conservativa.

2) Il rotore della forza F e nullo

rot F=0

ossia, le derivate parziali incrociate delle componenti della forza F (in forma

. 4 . . . . .
covariante)”, rispetto ad un sistema di coordinate, sono uguall

oF. oF .
aill' = ;‘IL 1< l.<j.5 3.
X X

DIMOSTRAZIONE. 1) = 2). Se localmente e

F=DU,
ossia
ou .
F. = 4 1<1<3,
Lot

allora, per la simmetria delle derivate seconde parziali, abblamo

OF, 32 32 OF .

L — — /

o/ ax'ox! ax‘oxd ox*!

2) = 1). Per questa parte della dimostrazione, rimandiamo ad un testo di
Analisi. a

Ribadiamo 1l fatto che la verifica del criterio, secondo la formulazione sem-
plice che abblamo dato, deve essere eseguita medlante le componenti cova-
rianti (e non controvarianti) della forza. Naturalmente, in un sistema di coor-
dinate cartesiane, le componenti covarianti sono uguall a quelle controvarian-
ti e questa distinzione e superflua.

! Attenzione: queste relazioni sono valide solo se usiamo le componenti cova-
rianti della forza. Analoghe relazioni potrebbero essere formulate anche in
forma controvariante, ma sarebbero inutilmente complicate. Naturalmente,
se usiamo coordinate cartesiane, non ha nessuna rilevanza fare questa distin-
zione.
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1 precedente criterio di conservativita locale ha il pregio di essere facil-
mente verificabile con 1l semplice calcolo di sei derivate parziali. Esso, tutta-
via, non fornisce un metodo esplicito per il calcolo del potenziale (se esso
esiste).

Inoltre, il precedente criterio non garantisce da solo la globale conservati-
vita della forza. Tuttavia, se vale una certa proprieta topologica del dominio
della forza, allora la conservativita locale implica anche quella globale.

A tale scopo, ricordiamo che un sottinsieme aperto e connesso di P e
semplicemente connesso se ogni cammino continuo chiuso puo essere defor-
mato con continuita fino ad ottenere un cammino nullo. E' possibile dimo-
strare 1l seguente risultato.

PROPOSIZIONE. Sia F : V—P * una forza localmente conservativa.
Se il dominio & semplicemente connesso, allora la forza e globalmente con-
servativa. a

Naturalmente, esistono forze globalmente conservative su un qualunque do-
minio (anche non semplicemente connesso): per esempio, basta considerare
una forza costante.

ESEMPIO. [.a forza

_ 1
F=k e,
e ®
definita sul dominio V costituito da tutto lo spazio P meno l'asse delle 7, e
localmente conservativa. Infatti, I'espressione covariante della forza in coor-

dinate cilindriche

F=Kkdyp
fornisce le componenti
F =0 F =k F =0
¢ P z

e, quindi, abbiamo

oF oF oF oF oF oF

—f=p= ¢ JEOE—Z 775054(&‘

o0 20 oL 6Je) ©® oz

D'altra parte avevamo gia visto che la forza F non e globalmente conserva-
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tiva. Cio si accorda con il fatto che il dominio non e semplicemente connesso.
Infatti, 1 cammini chiusi continui che sono concatenati con l'asse delle Z non
possono essere deformati con continuita fino ad ottenere un cammino nullo,
perché l'asse delle Z e escluso dal dominio di definizione della forza.

I1 calcolo precedente potrebbe essere eseguito esprimendo la forza in coor-
dinate cartesiane, ma sarebbe piu complicato. a

ESEMPIO. La forza di Newton, o di Coulomb,

ot
F - = I\ 712 e’q,
definita su tutto lo spazio P meno il punto o, e localmente conservativa. In-
fatti, l'espressione covariante della forza in coordinate sferiche

1
F = - K 2 Dr
.
fornisce le componenti
1
Fo=-k 3 F =0 F =0
e, quindi, abbiamo
oF oF oF oF oF oF
rEOE—S "=pg= —% JEOE—S_
09 or dep or 08 510

Naturalmente, il calcolo puo essere eseguito in coordinate cartesiane, ma
risulta piu lungo.

D'altra parte, il dominio e semplicemente connesso e, pertanto, la forza e
globalmente conservativa.

Questo risultato si accorda con il fatto che la forza F e centrale e radiale. O

Ricerca pratica del potenziale

In conclusione, data una forza
F:V—>DP*,

come convlene procedere per verificare se essa sla globalmente o localmente
conservativa ed, eventualmente, calcolarne 1l potenziale?
In qualche caso, l'espressione della forza e talmente semplice che si vede

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 45

immediatamente che essa e globalmente conservativa e si trova immediata-
mente il potenziale (per esempio, forza costante, forza centrale e radiale).

In altri casi, l'espressione della forza suggerisce immediatamente un qual-
che cammino chiuso differenziabile a tratti, lungo il quale il lavoro non e nullo
e quindi si deduce che la forza non e globalmente conservativa (per esempio,
forza di Biot-Savart, forza centrale e non radiale). Oppure, particolari sim-
metrie dell'espressione della forza suggeriscono immediatamente che il lavoro
lungo un qualunque cammino chiuso differenziabile a tratti e nullo e quindi si
deduce che la forza e globalmente conservativa (per esempio, forza centrale e
radiale).

Quando queste verifiche immediate non sono agevoli, conviene calcolare le
derivate parziali delle componenti della forza in forma covariante e verificare
11 criterio di locale conservativita. Se il criterio non e verificato, allora la
forza non e localmente conservativa (e quindi nemmeno globalmente conser-
vativa) ed il problema é risolto con esito negativo. Se il criterio e verificato,
allora la forza e localmente conservativa; se, per di piu, il dominio e sempli-
cemente connesso, allora la forza e anche globalmente conservativa.

Supponiamo ora di sapere che la forza sia globalmente conservativa; rimane
allora da calcolare effettivamente 11 potenziale globale. A tale scopo, si con-
sidera un'origine del dominio e, per ogni altro punto del dominio, si sceglie un
cammino differenziabile a tratti, che congiunge l'origine con tale punto, e si
calcola il lavoro della forza lungo questo cammino: il numero reale ottenuto e
il valore del potenziale nel punto considerato. Naturalmente, il potenziale (che
¢ definito a meno di una costante additiva) risulta essere nullo nell'origine
considerata. In pratica, conviene scegliere 1 cammini in modo che 1l calcolo
degli integrali risulti facile.

Supponiamo Invece d1 sapere che la forza sia localmente conservativa; ri-
mane allora da calcolare effettivamente 11 potenziale locale. A tale scopo, per
ogni punto del dominio possiamo scegliere un intorno aperto semplicemente
connesso e procedere, limitatamente a questo intorno, come nel caso prece-
dente.

Oppure, se sappiamo che la forza e globalmente o localmente conservativa,
possiamo integrare (almeno localmente) il sistema di equazioni differenziali
alle derivate parziall che definisce 1l potenziale, come segue.

PROBLEMA. Integrazione del sistema di equazioni differenzialli.
Sia F : V—P* una forza data e sia rot F = 0.

Sia (x') un sistema di coordinate. Limitiamoci a considerare un aperto
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V'CV, la cul rappresentazione nel sistema di coordinate scelto sia il prodotto
di tre intervalli corrispondenti alle tre coordinate.
Consideriamo 1l sistema di equazioni differenzialil alle derivate parziali

ou

(1) Fo= =
oxX

ou

(2) Fo= —
= ox~

ou

(5) Fo=
‘ X"

nella funzione incognita U. Dato che il dominio V' & semplicemente connesso,
il sistema e globalmente integrabile in V'. Integriamo dunque il sistema.

Incominciamo ad integrare 1'equazione (1). Ogni soluzione globale e del tipo
U=U +K
1 1

N . . . . 1 . R .
dove U1 e una primiltiva di F1 rispetto alla coordinata x , ossla e una funzione

differenziabile che soddisfa l'equazione

ek, e una funzione differenziabile costante rispetto alla coordinata X'

La funzioneU =U + K soddisfa anche 1'equazione (2)

oy U, 9K,
F‘ =
2 I\

1l
+

2 2
ox

se e solo se
(2" F,- —t=—1

Integriamo allora 1'equazione (2') nella funzione incognita K. Ognl soluzione

globale e del tipo
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K =U_ +K_,
1 2 2
aU,I 0
dove U, e una primitiva di F, - — rispetto alla coordinata x~, ossia € una
oxX

funzione differenziabile che soddisfa 1'equazione

ou 8U1

o = Iy~ 32’

e K, e una funzione differenziabile costante rispetto alla coordinata X*.
Posslamo scegliere U, costante rispetto alla coordinata x! perché

OF U OF OF
2 1 2 1

> ( ou . )
— | F_ - — ] = - - = - 5 = 0.
ax1 2 axz ax1 ax1 axz oxX L ox”~

Pertanto, ogni soluzione di (2') puo essere scritta nella forma
K =U_+K_,
1 2 2

dove K , U, e K, sono costanti rispetto alla coordinata X'

Dunque, abbiamo dimostrato che ogni soluzione del sistema (1) e (2) puo
essere scritta nella forma

U=U +U, +K,,
1 2 2

dove U , U, e K, sono funzioni del tipo descritto precedentemente.

La funzione U = u +U,+K, soddisfa anche 1'equazione (53)

oo U aU1 . aU2 . oK
3 3 3 5
0X (

)Cz] (]

se e solo se

() Fo- — - :
2 ox ox ox

1|

Integriamo allora 1'equazione (3') nella funzione incognita K,. Ogni soluzione

globale e del tipo
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K =U_+K_
2 5 5
BU1 8U2 -
dove U_ e una primitiva di F_- - — — rispetto alla coordinata x”, ossia e
3 k a,X"n I

una funzione differenziabile che soddisfa l'equazione

(W]
A =
V]

Q)
-
[WA]
[WN]
<
P
[
Q)
-
[WA]

N . . . . . . 3
e K_ e una funzione differenziabile costante rispetto alla coordinata x.
)

. . . . 1 2 .
Posslamo scegliere U_ costante rispetto alle coordinate x° ed x~ perche
5]

3 oU o OF 27U 27U OF.  OF
(F B 1 2 ) _ 3 : 1 2 _ 30 r_ 0,

ax1 g ax3 ax5 ax1 a,x”Jax1 axgax1 ax1 axg

) ou ou oF J ou ou oF oF
2 (F - 1 2) _ 3 ( o, 2) _ 5 _ 2 _ g

2 ( 3 3 3 2 2 3 3 2 3

ox 0X 0X 0X 0X 0X 0X 0X 0X

Pertanto, ogni soluzione globale di (3') pud essere scritta nella forma

K. =K. _+K._
2 23 3

. . 1 2
dove K2, KZ’ e K_ sono costanti rispetto alle coordinate x ed x~.
3] 9

Dunque, abbiamo dimostrato che ogni soluzione del sistema (1), (2) e (3)
puo essere scritta nella forma

U=U +U +U_+K_,
1 2 3 3

doveU , U, , U_eK_sono funzioni del tipo descritto precedentemente. a

Osserviamo che il metodo precedente di integrazione non e sostanzialmente
differente dal calcolo del potenziale mediante il lavoro lungo cammini. Infatti,
per trovare le tre primitive del metodo precedente, abbliamo calcolato, in pra-

tica, 1l lavoro della forza lungo cammini corrispondenti alle curve coordinate
del sistema di coordinate scelto.

ESEMPIO. Sia

F=XDX+YDY +Z2D~Z.
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Allora, integrando 1'equazione

ou

1 X =
(1) X

troviamo la soluzione

U=U +K ='X"+K;
1 1 2 1

quindi otteniamo 1'equazione

(29 v=—

e la soluzione

quindi otteniamo 1'equazione

8K2
5' z= =
(5" >,
e la soluzione
- 1 2 -
K = -/"+K_.
2 2 3

Dunque, ogni soluzione del sistema e del tipo

U=, (X+r e 2 e K

ESEMPIO. Sia
F=YDX+XDY +ZDz.
Allora, integrando l'equazione

ou

1 Y =
(1) 0X

troviamo la soluzione

U=U +K =XV +K;
1 1 1
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quindi otteniamo 1'equazione

. 1
(29 0= o7
e troviamo la soluzione
K =0+K;
quindi otteniamo 1'equazione
. oK,
(3" /= )
e troviamo la soluzione
K,=, 2" +K_.

Dunque, ogni soluzione del sistema e del tipo

U=XY+'22+K K €R.a
2 3 3

6. Alcune osservazioni sulla terminologia e notazione classica

Nei libri classici si trovano alcune osservazioni del tipo: “il lavoro infinite-
simo dI non e in generale un differenziale”. Queste osservazioni, a mio giudi-
zl0, non sono né chiare, né rilevanti. Esse derivano essenzialmente da un ap-
proccio classico, non sufficientemente preciso, al concetto di differenziale e
dall’'uso di notazioni non sufficientemente esplicite. Definizioni e notazioni piu
rigorose permettono di evitare questi problemi. E' pero necessario confronta-
re la nostra terminologia con quella classica, che e ancora usata in molti te-
sti.

Consideriamo l'espressione
() x=F Dx'.
a) Per noi, o non e altro che I'espressione in coordinate della forza F in

forma covariante

F=F DX
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. [~ . . . i
Secondo la nostra notazione, Dx e la derivata della funzione coordinata x
nel nostro senso, ossia, in breve, e l'operatore lineare che associa ad ogni

= . . . . i .
vettore heP 1l corrispondente incremento della coordinata x° approssimata al
., . i Ce . . . . . < i
prim ordine. I Dx" non sono mfinitesimi, ma infinitesimo e lerrore Dx (h) che
. , . . . i ., . .
s1 commette nell approssimare la funzione coordinata x' al prim ordine rispet-

- .. . i . .
to all'incremento h della posizione. Inoltre, 1 Dx” non dipendono dalla scelta di
un moto o cammino e servono qui come base per decomporre la forza in com-
ponenti.

b) Per la terminologia classica, i Dx' (o dx') sono degli incrementi infinite-
simi delle coordinate, che caratterizzano una traslazione infinitesima della
posizione. Perché abbia senso parlare di tali incrementi “infinitesimi”, & indi-
spensabile riferirsi non ad uno spostamento fisso (che per quanto piccolo sia
stato scelto, non sara mai infinitesimo), ma ad una famiglia di spostamenti
dipendente da un parametro, che tende allo spostamento nullo quando il para-
metro tende a zero. Dunque, perché abbia senso interpretare i Dx' come infi-
nitesimi, e indispensabile aver scelto un moto ¢ (od un cammino y ). In tal ca-
so, possiamo intendere

Dxi =~ Dci

ed ottenere gli infinitesimi Dx' o~ De' rispetto al parametro A€R, oppure
intendere direttamente i Dx' come gli infinitesimi
Dx' = De'

rispetto al parametro 2€IR. Coerentemente, nella formula (%), le componenti
F. vanno pensate funzione del tempo tramite il moto

F(t) = F(t, e(t), De(D)).

In conclusione, tenuto conto di queste precisazioni, secondo la terminologia
classica, o esprime la potenza della forza lungo il moto scelto, oppure 1l lavo-
ro infinitesimo lungo il moto scelto, relativamente all'incremento di tempo
2€R (secondo l'interpretazione scelta dei Dx'). Nel primo caso, o rappresenta
il differenziale (vero!) di una funzione del tempo (e non dello spazio!), ossia
del lavoro lungo il moto scelto

DL = F, DA
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nel secondo caso, o rappresenta l'approssimazione al prim'ordine del lavoro
infinitesimo, lungo il moto scelto, corrispondentemente all'intervallo di tempo
AEIR

DL ) =F, DX

Se, nella corretta interpretazione classica della formula (*) cambiamo mo-
to, lasciando Inalterata la sua velocita all'istante considerato, il valore di «
non cambia; cambia pero il lavoro di cui questa formula rappresenta il diffe-
renziale!

Quando 1 testi classicl scrivono
dL = F, DX

e dicono che dL non &, in generale, un differenziale, intendono che esso non e,
in generale, il differenziale di una funzione scalare della posizione. Questo
fatto e sostanzialmente corretto, ma il modo di esprimerlo non e coerente.

Infatti, se si assume la posizione p € P come la variabile indipendente di
entrambi i membri della formula (), e quindi non si sottintende alcun moto,
allora non ha alcun senso parlare di lavoro; ma ha senso, domandarsi se la
forza (in forma covariante)

F=F DX

(e non un eventuale lavoro, che non esiste) e il differenziale di una funzione
scalare: sappiamo che questo si verifica solo se la forza e conservativa.

Se, Invece, si sottintende un moto, e, coerentemente, si pensa il tempo
teT come la variabile indipendente di entrambi i membri della formula (*), al-
lora abbiamo un vero differenziale di una funzione del tempo, ossia il diffe-
renziale del lavoro.

In conclusione, le notazioni classiche del tipo
dp ~ (dx') € P F=F(t)=F(t,pv)€P,

intenderebbero definire 1l differenziale di un punto, come un incremento Infi-
nitesimo del medesimo (senza considerare un moto, o un cammino, ausiliario)
ed usano la stessa lettera F per indicare sia la forza come applicazione defini-
ta sullo spazio delle fasi, sia la forza come applicazione definita sul tempo,
ottenuta valutando la prima lungo un moto. Tale notazione, oltre ad essere
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poco precisa, in taluni casi - come a proposito del lavoro - puo confondere.
Con le nostre notazioni, questi problemi non sorgono. a

2. Massa

Anche per quanto riguarda la massa, si possono fare considerazionl fisiche
sperimentali analoghe a quelle gia fatte relativamente alla forza.

Ma, per quanto riguarda la nostra trattazione, sara sufficiente assumere,
per ogni particella, una massa data a priori.

DEFINIZIONE. La massa di una particella € un numero reale positivo
me€R". a

In questo paragrafo, supponiamo che m sia una massa data.
La massa permette di definire nuove grandezze.

DEFINIZIONE. [.a quantita di moto e 'applicazione
Q:P—-P:v—qQlv)=muv.

Sia ¢ : T —P un moto. Allora, la quantita di moto relativa al moto ¢ e l'ap-
plicazione

QoDe : T — P : t — m De(t),
data dalla composizione

De  _ Q _
—7P P—— P. +»

La quantita di moto non dipende dalla posizione (dato che la metrica ¢ de-
finita sui vettori liberi ed € quindi costante rispetto alla posizione). Tuttavia,
per esprimere la quantita di moto mediante un sistema di coordinate non car-
tesiano (che richiede la conoscenza del punto d'applicazione per la rappresen-
tazione dei vettori), conviene pensare la quantita di moto definita su PxP

L'espressione in coordinate della quantita di moto e
Q=mx’! Sx .

L'espressione in coordinate della quantita di moto relativa al moto ¢ e
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Qode = m De’! (&xioc).
In particolare, in un sistema di coordinate cartesiane possiamo scrivere

Q=m ()'(jeX+1"ey+Zez)

X Y z
QoDe =m (De e +Dc e +De 87).

Introduciamo anche la seguente definizione.

DEFINIZIONE. Se
o:T—P

e il moto (eventualmente costante) di un polo, allora il momento della quanti-
ta di moto rispetto al polo o e I'applicazione

K:TxPxP — P : (t,p,v)— K(t,p,v) = (p - o(t)) x Q(v) = (p - o(t)) X mu.

Sia ¢ : T —P un moto. Allora, il momento della quantita di moto relativo al
moto ¢ e l'applicazione

Koje: T — P :tw— (c(t) - O(t)) x m De(t),
data dalla composizione
jc _ K _
—7>T T~p~P——P. *

DEFINIZIONE. ['energia cinetica e la funzione
T=mG:P>R:v—>-mv’=>mg,u)
=mG : tv e omuet=omglew).

Sia ¢ : T—P un moto. Allora I'energia cinetica relativa al moto ¢ e la fun-
zione

ToDe :T — R :t— %m g(De(t),pe(t)),

data dalla composizione
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L'energia cinetica non dipende dalla posizione (dato che la metrica e defini-
ta sui vettori liberi ed e quindi costante rispetto alla posizione). Tuttavia,
per esprimere l'energia cinetica mediante un sistema di coordinate non carte-
siano (che richiede la conoscenza del punto d'applicazione per la rappresenta-
zione dei vettori), conviene pensare 1'energia cinetica definita su PxP

T=m6G:P<P —R: (pv)— %m g(v,v).

L'espressione in coordinate dell'energia cinetica e

J

- ! e
(+) r=;m g X X

L'espressione in coordinate dell’'energia cinetica relativa al moto ¢ e

T ode = %m (gl,,,oc) De' be’

ESEMPIO. L'espressione dell'energia cinetica In un sistema di coordinate
cartesiane e

2

T = %m (X% + 77+ 2%). a

In pratica, per calcolare l'espressione dell'energia cinetica in un sistema di
coordinate curvilineo (,xl,xz,x'z), si puo procedere come segue:

1) se conosciamo la matrice della metrica, applichiamo direttamente la
formula (*);

2) se conosciamo l'espressione delle coordinate cartesiane (x1,x2,xz) in

. . 1 3 ey .
funzione delle coordinate x , x7, x”, allora utiliziamo la formula

] J
oNn N ‘h -k

1

T =-m§.. - X X
2 1] aXh an
infatti, abbiamo

i j

1 NP 1 oN one -h -k

= ms8 #xx=ms —F — xX'x

2 i 2 i aX? a,,\"]\

ESEMPIO. I.'espressione dell'energia cinetica nel seguenti sistemi di coordi-
nate notevoli e:
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- coordinate cilindriche
T = %m (6% + " "+ 2%);

- coordinate sferiche

2

1 2 929 2¢ -2
T=-m(r +r 8 +r>sen”9 o). a

2

3. Legge di moto

L'equazione di Newton e il nodo centrale della dinamica, in quanto esprime
la relazione tra causa (la forza) ed effetto (il moto). Occorre tuttavia rileva-
re che l'equazione di moto da sola non determina il moto; questo sara comple-
tamente determinato quando siano fissati anche 1 dati iniziali.

In fisica, 1'equazione di moto e vista come una legge imposta dalla natura al
moto della particella in considerazione. Nel nostro modello matematico for-
male, essa compare 1n una definizione che seleziona certi moti tra tutti 1 moti
possibili. Naturalmente, quando si interpreta fisicamente il modello matema-
tico si ritrova il punto di vista della fisica.

1. Legge di Newton

Siano
F . TxPxPp—P*
ed
meR"

una forza ed una massa date.

DEFINIZIONE. Legge di moto di Newton.
Sia ¢ : T—P un moto. Si1 dice che 1l moto ¢ obbedisce alla legge di moto di
Newton (o e soggetto alla forza F) se soddisfa 1'equazione

2 e .
m D7c = Foje,
ossia

m D c(t) = F(t, c(), Do(t)), Vt €T .
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E utile esprimere la legge di moto in forma covariante.

OSSERVAZIONE. I'espressione della legge di moto di Newton in forma cova-
riante e

m g"’(DZC) = Foje. a
PROPOSIZIONE. I.'espressione in coordinate della legge di moto di Newton in
forma controvariante e
(N) m (ch" + (l"ihkoc) el Dck) = FiOJC.

L'espressione In coordinate della legge di moto di Newton In forma cova-
riante e

orT oT )
(L) D(— ode) - — ode = Foje.

0xX 0X

DIMOSTRAZIONE. L'espressione controvariante segue immediatamente dall'e-
spressione controvariante dell’accelerazione (vedi ).

['espressione covariante segue immediatamente dall'espressione covarian-
te dell'accelerazione mediante le formule di Lagrange (vedi ). A tale scopo,
osserviamo che sostituendo nelle formule di Lagrange l'energia cinetica T =
mG alla funzione metrica G, si ottiene il prodotto della massa per l'accelera-
zlone 1n forma covariante. a

Nel caso in cul la forza F sia conservativa, abblamo un'ulteriore espressione
utile della legge di New ton.

DEFINIZIONE. La forza F sia conservativa e sia U il suo potenziale. La fun-
zione lagrangiana e la funzione

L=T+U:P<P - R: (p,v)+— %m g(v,v) +U(p). *

COROLLARIO. FEquazioni di Lagrange.
Se la forza e conservativa, allora l'espressione in coordinate della legge di
moto di Newton in forma covariante e

oL oL
_ Odc) _

o ox

-ode = 0.

1

D(
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DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla formula (L). Infatti, dato che
1l potenziale dipende solo dalla posizione, abbiamo

ou

it

=0

e, quindl,

oL oT ou oT

= -+ T =

ot axt oAt

1

oxX

Inoltre, dato che la forza e conservativa, abbiamo

ol
- = F . a
ox*! !

2. Formulazione variazionale della legge di moto

Possiamo introdurre un'altra formulazione interessante della legge di moto,
basata su un principio variazionale [facoltativo] .

In questa formulazione Intervengono applicazionl differenziabili del tempo
dipendenti da un parametro, del tipo

f:RxA — B: (s,a) — f(s,a);
pertanto risultera utile introdurre il seguente simbolo di derivata variazionale
Sf:A— B:aw D1f(0,a) = D(fa)(O),
ossla con notazioni classiche

sp=(20)

oS

che rappresenta la derivata parziale rispetto al parametro, calcolata corri-
spondentemente al valore 0 del parametro stesso. Osserviamo che questo
simbolo e gia stato usato per indicare il vettore tangente alle curve coordina-
te (infatti si tratta essenzialmente della stessa situazione).

Incominciamo dunque con la definizione di variazione di un moto.

DEFINIZIONE. Sia ¢ : T—P un moto e sia
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IE[t1, tZ]CT

un intervallo di tempo.
Un moto variato di ¢ e un’applicazione del tipo

¢’ i R<I — P :(s,t) —c(t)+s v(t),
dove
v:IE[t1, t]l—pP

e un campo vettoriale di classe ¢, detto la variazione del moto, che si annul-
la negli estremi dell'intervallo [t1’ t2]

V(t1) =0 = v(tz). *

Dunque, un moto variato & un “pennello” di moti dipendenti da un parametro
s€R, che coincidono, per ognl valore del parametro, con il moto dato negli e-
streml dell'intervallo e coincidono, per 1l valore zero del parametro, con il
moto dato in tutti gli istanti dell'intervallo.

. v . . . . . v
LEMMA. Sia ¢ un moto variato. [.a derivata variazionale del moto variato ¢
risulta uguale alla variazione

ossla, con notazioni classiche,

Se” = (LCV =y
Js ls=0 '

DIMOSTRAZIONE. Segue iImmedlatamente dalla definizione d1 moto variato. o

Ogni variazione v del moto ¢ induce una variazione di ogni altra applicazione
ottenuta per composizione da ¢ e dalle sue derivate.

Innanzitutto, otteniamo la variazione della velocita, definita come la velo-
cita del moto variato
vY = chv cR<I — P : (s,t) — D(cs)(t))

ossla, con notazioni classiche,
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LEMMA. Sia ¢” un moto variato. La velocita del moto variato gode della se-
guente proprieta

v

v
Sv” =Dv = D8e”,
ossla, con notazioni classiche,

:81/7?— dl :i E
s ot “ls=0 ds s=0 dt — dt " s Js=0

( o oac” (auV)

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla simmetria delle derivate se-
conde. a

. + . — .
Sia m € R una massa. Siano F : P—P* una forza conservativaed U : PR
1l suo potenziale.
Se ¢ : T—P ¢ un moto, indichiamo con

£ =Jode : T — R:t— L(t, e(t), De(t))

la lagrangiana lungo il moto.

Sia ¢” un moto variato. Allora, otteniamo la variazione della lagrangiana
Lod ¢’ : R<I — R : (s,t) — %m g (D2c"(s,t), D.c”(s,t)) +U(c’(s,t)).
Indichiamo noltre con

J”: R >R :s+—J%(s) = f (L0d2c”)q ax’
" :
la funzione del parametro ottenuta integrando rispetto al tempo la lagrangia-
na lungo il moto variato.
Otteniamo allora 11 seguente risultato, che permette di riformulare la legge
di moto In modo variazionale.

TEOREMA. Formulazione variazionale della legge di moto.

Siano date una massa m, una forza conservativa F ed un intervallo di tempo
I. Sia ¢ : I—=P un moto.

Allora le tre condizionl seguentl sono equivalenti.
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1) Il moto ¢ soddisfa la legge di New ton
m D¢ = Foe.
2) Il moto soddisfa le equazioni di Lagrange

oL oL
D(i] OdC) - ;T 0.
ox ox

3) 11 moto soddisfa la condizione

per ognl variazione v.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo un moto ¢ ed una sua variazione v e calcolia-

mo esplicitamente J”. Ricordando la regola di derivazione rispetto ad un para-
metro sotto segno di integrale e la regola della catena per le derivate e te-
nendo conto del due lemmi, otteniamo

897 = ['(m De-sv” + Foew) dx’ = [(m De-Dv + Foew) dx’;
1 I
da cul, Integrando per parti, otteniamo
o = 0 t,
577 = [(=m D% + Foe)w dx’ + [m g(De,v)],”
I 1

ed, infine, per l'annullarsi della variazione negli estremi dell'intervallo,

() 897 = [ (- m D¢ + Foe)w dx’.
T
Ripetiamo 1l calcolo precedente usando l'espressione in coordinate delle de-
rivate. Ricordando la regola di derivazione rispetto ad un parametro sotto se-
gno di integrale e la regola della catena per le derivate e tenendo conto dei
due lemmi, otteniamo

STV =

oL oL
= f(( -iOdC) SU/I + (
ox J

I

; J
ode) Dv' + (
J

ode) 80”) ax’ = [(( a.L
I X

L .
i -odc) v') ax’;
oX X

da cul, integrando per parti, otteniamo
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) ) : ) L

SI”Y = f(— D(— ode) + (— Odc)) viax? + [(—ode) v',E

K 1 1 t

I JX oX JX 1

ed, infine, per l'annullarsi della variazione negli estremi dell'intervallo,
oL oL ;
(%) 8J7 = f(— D(— ode) + (—; Odc)) v'ax’.

I 20X oxX

Dimostriamo ora l'equivalenza delle tre condizioni.
1) = 3). Se il moto ¢ soddisfa I'equazione di New ton, allora la formula ()

implica 897 = 0, per ogni variazione v.

2) = 3). Se il moto ¢ soddisfa l'equazione di Lagrange, allora la formula
(#+) implica 897 = 0, per ogni variazione v.

3) = 1). Se 83 7= 0 per ogni variazione v, allora, tenendo conto di una pro-
prieta di annullamento degli integrali, la formula (+) implica

- m D¢ + Foe = 0.

5) = 2). Se 897= 0 per ogni variazione v, allora, tenendo conto di una pro-
prieta di annullamento degli integrali, la formula (%) implica

oL oL
- D(— ede) + (
oxX ox

-ode) = 0. 0

!

Noi avevamo gia dimostrato per altra via (tramite 1'espressione covariante
dell'accelerazione) l'equivalenza delle equazioni di Newton e di Lagrange nel
caso di forze conservative. Quindi la precedente e una dimostrazione indipen-
dente ed interessante, perché mostra come le equazioni di Lagrange siano di-
rettamente collegate con un principio variazionale.

Puo essere utile un'ulteriore delucidazione del principio variazionale.

Supponiamo di avere assegnato la massa e la forza. Scegliamo un intervallo
di tempo. Fissiamo l'attenzione su un certo moto ¢ in tale intervallo di tempo,
variamolo con una deformazione dipendente da un parametro la quale si annul-
la agli estremi dell'intervallo. Calcoliamo l'integrale della lagrangiana per la
famiglia del moti variati e sviluppiamolo fino al prim'ordine rispetto al para-
metro nell'intorno del valore zero del parametro (cioe nell'intorno del moto ¢)

oJ
oS

J7(s) =37(0) + V(O)s +o(s).
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In generale succedera che, per una qualche variazione del moto ¢, la deriva-
ta parziale non si annulla

297
—(0) # 0,
oS

ossia, nell'intorno del moto ¢, per una qualche variazione del moto ¢, ¢'e un
differenza del prim’'ordine tra l'integrale della lagrangiana per 1l moto variato
e l'integrale della lagrangiana per 1l moto c.

Solamente nel caso particolare in cul 1l moto ¢ soddisf1 la legge d1 moto,
questo Integrale non varia al prim'ordine, nell'intorno del moto ¢, qualunque
sla la variazione conslderata del moto ¢. In altre parole, 1 moti che soddisfano
la legge di moto sono caratterizzati dalla proprieta di rendere stazionario (al
prim’ordine) l'integrale della lagrangiana rispetto ad una qualunque loro varia-
zione. Spesso, questa stazionarieta corrisponde ad un minimo relativo.

3. Il problema fondamentale della dinamica

Supponlamo la forza e la massa date. Allora, la legge di moto di New ton
Dc = lFOjC

puo essere vista come un'equazione differenziale del second ordine alle deri-
vate ordinarie nell'incognita moto

c: T—P.

Osserviamo che 1'equazione di Newton ¢ “normale” (o “normalizzabile”),
cioe le derivate di ordine massimo (2° ordine) dell'incognita sono esplicitate
(o esplicitabili) come funzione nota delle derivate di ordine inferiore dell'inco-
gnita, dell'incognita stessa e della variabile indipendente. Questo fatto gioca
un ruolo tecnico essenziale nel risultati d’Analisi che usiamo qui di seguito.

1 problema fondamentale della dinamica e la ricerca dei moti che obbedi-
scono alla legge di moto corrispondente ad una forza data.

Uno dei fatti piu importanti della meccanica Newtoniana e che la legge di
moto non determina il moto stesso; infatti esistono infinite soluzioni della
legge d1 Newton! Per determinare il moto cercato, occorre fissare anche 1
dati iniziall.

Per ogni scelta dei dati iniziali esiste localmente uno ed un solo moto corri-
spondente a tali dati che soddisfa I'equazione di Newton. Piu precisamente, si
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puo dimostrare il seguente risultato, che enunciamo senza dimostrazione.

TEOREMA. Teorema di esistenza ed unicita di Cauchy.
Sia m € R' una massa. Sia

F:JP=TxP<xP — P*

una forza differenziabile® definita su un aperto V dello spazio delle fasi.
Sia
(to, Py UO) € JP =Tx<P~xP

un elemento dello spazio delle fasi, che chiameremo insieme di dati iniziali.
Allora, esiste un moto

c:I—-P
definito in un intorno ICT dell'istante iniziale t,, che soddisfa 1'equazione di
New ton

D*c = %FOJC’
ed 1 dati iniziali
c(to) =P, Dc(to) = v,
Inoltre, tale moto e unico localmente, ossia, se anche

¢ I'-P

e un moto definito in un intorno I'CT dell'istante iniziale to’ che soddisfa l'e-

quazione di Newton ed 1 dati iniziali, allora 1 due moti coincidono nell'intervallo
di tempo In cul sono definiti entrambi

c(t) =c'(t) vt e INI'.a

Questo teorema pud essere esteso senza difficolta al caso (per altro fre-
quente nella pratica) in cui la forza non sia definita su tutto lo spazio delle
fasi, ma solo su un suo sottinsieme aperto.

S1 notl 11 ruolo differente che glocano l'istante iniziale, da una parte, e la

°E' sufficiente che sia Lipschitziana.
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posizione e la velocita iniziale, dall’'altra, nei dati iniziali. Spostando l'istante
iniziale di un intervallo di tempo sufficientemente piccolo e cambiando la
posizione e la velocita iniziale in modo adeguato, la soluzione locale del pro-
blema del moto non cambia. Piu precisamente abbiamo il seguente risultato.

OSSERVAZIONE. Siano (tn, p UO) dei dati iniziali e sia ¢ : I—=P un moto che

0)
soddisfa l'equazione di Newton ed 1 dati iniziali. Sia

to' eT
un altro istante e sia
p, =clt) v, = De(t)).
Sia
¢ I'-P

il moto (definito localmente) che soddisfa la legge di Newton ed i nuovi dati
Iniziali. Se to' e sufficientemente vicino a t,, allorat € I' e quindi ¢' e definito

In un intorno dell'istante to' Ma, allora, per lI'unicita locale di ¢, ¢' coincide con
¢ nell'intorno INI'" di to'

Dunque, possiamo dire che localmente (nell'intorno di un istante iniziale) c'é
una corrispondenza biunivoca tra le soluzioni del problema del moto e lI'insieme
delle posizioni e velocita iniziali. Pertanto, le soluzioni del problema del moto

6
sono localmente oo . a

Osserviamo che il teorema di esistenza ed unicita e fondamentale, perché
assicura la corretta impostazione del problema del moto e la sua solubilita.
Pero, il teorema non e operativo, nel senso che non dice cosa occorre fare per
trovare effettivamente la soluzione. In effetti, non esiste un metodo generale
per risolvere 1'equazione di New ton.

Innanzitutto conviene precisare l'idea di risolvere “esplicitamente” 1'equa-
zione d1 New ton.

Potremmo dire che risolvere esplicitamente 1'equazione di New ton significa
trovare soluzioni la cui espressione in coordinate e esprimibile mediante una
composizione finita di funzioni elementari che assumiamo come note, quali, ad
esempio, le funzioni algebriche, le funzioni trigonometriche, il logaritmo e l'e-
sponenziale. Spesso, silamo pol Interessati a trovare non solo alcune soluzioni
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particolari, ma tutte le soluzioni corrispondenti a tutte le possibili scelte del
dati iniziali. Potremmo dire che sappiamo risolvere esplicitamente questo
problema quando sappiamo trovare la soluzione nel senso precedente dipen-
dente In modo parametrico dal dati iniziali. Per esempio, In taluni casl note-
voli (vedi ) la soluzione dell'equazione di Newton puo essere riportata alla so-
luzione di un'equazione differenziale scalare del second'ordine a coefficienti
costanti ed allora I'Analisi insegna ad esprimere le soluzioni mediante funzioni
elementari.

Qualora non si conoscano metodl per trovare soluzioni esplicite dell'equa-
zione di New ton, si puo ricorrere a metodi di approssimazione e cercare solu-
zionl numeriche rientranti entro un limite di approssimazione prefissato. A
tale scopo dopo una formulazione analitica del metodo di approssimazione, puo
essere di1 valido aluto un calcolatore.

Pero, non e affatto detto che interessi sempre trovare la soluzione esplici-
ta o approssimata del problema del moto. Molto spesso, quello che Interessa
di piu € conoscere proprieta qualitative delle soluzioni (quali 'eventuale pe-
riodicita o non periodicita, 1'eventuale confinamento in una regione finita dello
spazio o, viceversa l'eventuale illimitatezza, eccetera) ed eventuali proprieta
quantitative di controllo delle soluzioni (quali il fatto che la soluzione passi
per un certo punto ad un qualche istante, che arrivi ad una certa distanza
massima, eccetera).

4. Teorema dell'energia cinetica ed equazioni cardinali

Studiamo alcune prime conseguenze importanti delle equazioni di New ton.

L'argomento che trattiamo qui potra anche servire come introduzione al
teorema di conservazione dell'energia totale nel caso di forze conservative ed
alla conservazione del momento della quantita di moto, che tratteremo nel
paragrafo successlvo.

Siano m € R una massa ed F : TxPxP—P* una forza differenziabile date e
sia ¢ : T—P un moto soluzione dell'equazione di Newton associata.

PROPOSIZIONE. Teorema dell’'energia cinetica.
Abblamo

(®) D(ToDec) =Woje.
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DIMOSTRAZIONE. Dall'equazione di New ton segue

D(ToDe) = D( %m (Do)z) =m D°c - Dc = Foje « De = Woje. a

COROLLARIO. Siano t, t,eTe sla L(t1,t2) il lavoro della forza F lungo il

moto ¢ tra i due istanti. Allora, abbiamo

(ToDe)(t,) - (Tone)(t ) = m (De(t,))’ - m (De(t,))” = L(t .t).

DIMOSTRAZIONE. Segue Immediatamente dal precedente teorema, Integrando
rispetto al tempo entrambi i membri della (°). =]

PROPOSIZIONE. Prima equazione cardinale.
Abblamo

(1) D(QoDe) = D(m De) = Foje.

DIMOSTRAZIONE. Dall'equazione di New ton segue
D(m De) = m D%e = Foje. a

Ovviamente, la prima equazione cardinale e equivalente all'equazione di

New ton.

PROPOSIZIONE. Seconda equazione cardinale.
Consideriamo un polo o € P. Abbiamo

(2) D(Kode) = D((c -0)xm Dc) =(c-0)x Foje=Moje,
dove M e il momento della forza

M :TxP<xP — P : (t,p,v) v~ (p-0)x F(t,p,v).

DIMOSTRAZIONE. Dall'equazione di New ton segue

D((c -0)%xm Dc) = ((c -0)%xm Dgc) =(c-0)x Foje. a
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5. Leggi di conservazione

Lo studio delle leggi di conservazione relative alla legge di Newton e molto
importante perché puo facilitare la ricerca sia delle soluzioni esplicite, che
delle proprieta qualitative delle soluzioni.

Sianom € R una massa ed F : TxPxP —P* una forza differenziabile date.

Integrali primi.

Incominciamo con la seguente definizione generale.

DEFINIZIONE. Un integrale primo dell'equazione di Newton e un'applicazione
definita sullo spazio delle fasi

O : T~PxP —>W

a valori in uno spazio vettoriale W, la quale soddisfa la seguente proprieta:
per cilascuno degli infiniti moti ¢ : I—-P soluzione dell'equazione di New ton,
I'applicazione

Goje T — Wt — d(t, e(t), De(t))
e costante (rispetto al tempo), ossia

D(®oje) = 0. *

Noi saremo interessati ai casi in cui W e lo spazio vettoriale W = R, oppure
W=P.

OSSERVAZIONE. Se ® : TxPxP—P ¢ un integrale primo (vettoriale), allora
la funzione

DIl : T*P<P—1R

e un integrale primo (scalare). m|

Attenzione: affinché un’applicazione ® sia un integrale primo, non basta ve-
rificare che essa sla costante lungo un qualche moto soluzione dell'equazione
di Newton, ma occorre verificare che essa sia costante lungo ciascuno di que-
sti infiniti (006) moti! Naturalmente, se ® e un integrale primo, il suo valore
costante puo cambiare quando si cambia il moto soluzione lungo il quale essa
viene valutata.
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Fortunatamente, per verificare se un'applicazione ® sia un integrale primo
non e necessario trovare esplicitamente le soluzioni dell'equazione di New ton.
Infatti, vale il seguente risultato.

PROPOSIZIONE. Sia W uno spazio vettoriale e ® : T xPxP—W un'applicazione
differenziabile. Allora le due condizioni seguenti sono equivalenti.

1) L'applicazione ® ¢ un integrale primo.

2) L'applicazione ® soddisfa I'equazione

(*) D,lq)(t;p;b’) + <D2®(t;p;l’); U> + <D3®(t;p;l’); if(t;p;l’)> = 0)

v(t,p,v) € T<P<P,
ossla, 1n coordinate,

. ! A
() 20D ;D (5 o
o’ o 2 m hk

KA = 0.

DIMOSTRAZIONE. Conslideriamo un elemento qualunque (to,po,uo) dello spazio

delle fasi. Sia ¢ : T—P 1l moto soluzione del problema del moto corrispon-
dente ai dati iniziali scelti e si considerl l'applicazione

Qoje : t — O(t, e(t), De(t)).

Calcolando la sua derivata (rispetto al tempo), mediante le regole di deri-
vazione di un'applicazione di piu variabili, otteniamo

D(Doje)(t) = D1CD(t,c(t),Dc(t)) +
+ <D2®(t,c(t),Dc(t)), De(t)> + <D5CD(t,c(t),Dc(t)), Dre(t)>
e, dato che ¢ soddisfa l'equazione di New ton, segue
(#+) D(Doje)(t) = D1CD(t,c(t),Dc(t)) +
+ <D, O(t,c(t),De(t)), De(t)> + <D_d(t,c(t),De(t)), #F(t,c(t),Dc(t))%

1) = 2). Se ® un integrale primo, allora

D(Doje)(t) =0 vt € I;
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pertanto, valutando la formula (**) all'istante to’ otteniamo

1 —
D ot pv )+ DO pv) v+ <D pv ), F(Ep v ) =0.

Quindi 'equazione (*) e verificata nell'elemento arbitrario (to,po,vo) dello

spazio delle fasi.
1) = 2). Se l'applicazione ® soddisfa l'equazione (*), allora, considerando
l'elemento dello spazio delle fasi

(t,p,v) = (t,e(t),De(t)),
otteniamo

0= D1q>(t,c(t),DC(t)) *

+ <D,0(t,e(),pe(t)), De(t)> + <D o(t,e(t),De(t)), Die(t)>.

Pertanto, la formula (++*) implica

D(®oje)(t) =0 vt el.u

Osserviamo che la verifica della condizione (+), ovvero (+'), comporta solo
1l calcolo di tre derivate parziali e non richiede la conoscenza esplicita delle
soluzioni del problema dinamico.

Il nome “integrale primo” deriva dal seguente fatto.

Supponiamo di conoscere un integrale primo. Allora, possiamo riguardare la
formula (*) come un'equazione differenziale del prim’ordine alle derivate ordi-
narie nell'incognita moto. Se un moto soddisfa l'equazione d1 New ton, allora
esso soddisfa anche questa equazione; pertanto 1 moti soluzioni dell'equazione
di Newton vanno ricercati tra le soluzioni di questa equazione (il viceversa
non e detto che sia vero!). In altre parole, I'equazione (*) & una condizione
necessaria per le soluzioni dell'equazione di Newton. Quindi, 1'equazione (),
pur non essendo sufficiente a determinare le soluzioni dell'equazione di New -
ton, puo aiutare nello scopo, in quanto condizione necessaria. E' interessante
1l fatto che questa condizione coinvolge solo le derivate prime del moto inco-
gnito, mentre 1'equazione di Newton coinvolge anche le derivate seconde.

Conservazione dell'energia cinetica

Un interessante integrale primo e quello dell'energia cinetica, nel caso di
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forze a potenza nulla.

TEOREMA. Conservazione dell’'energia cinetica.

Sia F : TxP<P —P* una forza a potenza nulla. Allora, 1'energia cinetica
T :P—R

& un integrale primo (scalare) dell'equazione di Newton, ossia, per ogni moto
¢ : T —P soluzione dell'equazione di New ton, abblamo

D(ToDe) = D(é m D¢*) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dal teorema dell'energla cinetica segue immedlatamente,
per ogni moto ¢ soggetto alla forza a potenza nulla,

D(ToDe) = Wode = 0. a

OSSERVAZIONE. Il precedente teorema puo essere anche dimostrato verifi-
cando la condizione (*).
Infatti, abbiamo

D T(t,p,v)+<DT(t,p,v), v>+<DT(tpu), —Ft,pr)> =
=0+0+dm g(v), H%F(t,p,vb =0+0+ <F(t,p,v), v>=0. a

ESEMPIO. Il teorema di conservazione dell'energia cinetica vale per la forza
d1 Lorentz

F(t,p,v) =k v x B(t,p) v(t,p,v) € T<P<P,
dove
k€eR B(t,p) € P. a
Osserviamo che la conservazione dell'energia cinetica e equivalente alla
conservazione della norma della velocita.

Conservazione dell'energia

Un importante integrale primo e quello dell'energia totale, nel caso di forze
conservative.
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DEFINIZIONE. Sia F : P—>P* una forza conservativa e sia U : P—R il suo po-
tenziale (definito a meno di una costante additiva).

I'energia potenziale & la funzione (definita a meno di una costante additi-
va)

Vi=-U:P — R.

L'energia totale ¢ la funzione (definita a meno di una costante additiva)
E=T +V :P<P - R : (p,v)+— ém glv,v) +v(p).

Se ¢ : T—P e un moto, allora 1'energia totale lungo il moto ¢ la funzione del
tempo

Fode T — R : t — ém De(t)-pe(t) + v(e(t)). o

TEOREMA. Conservazione dell'energia totale.

Sia F : P—P* una forza conservativa e sia U : P—1R il suo potenziale. Al-
lora, I'energia totale

F: P<xP—R

e un integrale primo (scalare) dell'equazione di Newton, ossia, per ogni moto
¢ : T —P soluzione dell'equazione di New ton, abblamo

D(Eode) = D(é m De* + Voe) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Il teorema € un corollario del teorema dell'energia cinetica.
Infatti, se la forza e conservativa, allora la potenza lungo un qualunque moto
c e data, per la regola della catena, da

Wode = <Foe, De> = <DUce¢, De¢> = D(Uoc).

Pertanto, dal teorema dell’'energia cinetica segue la seguente formula, per
ognl moto ¢ soggetto alla forza conservativa,

D(ToDe) =Wode = D(Uoe),
da cul otteniamo

0 = D(Tobe) - D(WUoe) = D((T - U)ede) = D(Eode). O
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OSSERVAZIONE. Il precedente teorema puo essere anche dimostrato verifi-

cando la condizione ().
Infatti, abbiamo

D ECt,p.v) + <DE(tpw), v>+ <DEpv), F(tpur) =

=0+ DV(p)v>+ m glv), ,%F(PD =

=0 + <DV([7),U> + <F(p)) vy =

A titolo d'esempio, deduciamo due importanti conseguenze geometriche dal

teorema di conservazione dell’'energia totale.

PROPOSIZIONE. Sia F una forza conservativa centrale e radiale, di centro o,
la cul energia potenziale V' sia una funzione monotona crescente della distanza

r da o. Indichiamo con

L=1mV

oo

1l limite finito o infinito dell'energia potenziale.
Sia ¢ un moto soluzione dell'equazione di New ton, tale che 1l relativo valore

dell'energia totale (che dipende dai dati iniziali) soddisfi la condizione

EO < L.
Allora, ¢ si svolge all'interno di una sfera di centro o e raggio finito.

DIMOSTRAZIONE. Per la conservazione dell'energia abbiamo

,m De(t)-De(t) + V(e(t)) = E,

da cui segue che l'energia potenziale lungo il moto e limitata superiormente da

una costante che dipende dal dati iniziali
V(e(t) < E.

Pertanto, dalle ipotesi di dipendenza di V' dalla distanza da o, segue che tale
a

distanza e pure limitata superiormente.
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ESEMPIO. S1 conslideri l'energia potenziale elastica
.1 ,
Vo= kot
2

per cul

L=1im V = oo,

PF—o0

r o
mnax !

Fig. 4. Energia potenziale in funzione del raggio

k>0

Dunque, In questo caso 1l teorema vale per ogni moto ¢ soluzione dell'equa-

zione di New ton qualunque sia la sua energia totale E.

u

ESEMPIO. Si1 consideri l'energia potenziale gravitazionale, o coulombiana nel

caso attrattivo,

per cul

Fig. 5. Energia potenziale in funzione del raggio
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Dunque, 1n questo caso 1l teorema vale per ognl moto ¢ soluzione dell'equa-
zione di Newton, la cul energia totale E, sia negativa. a

PROPOSIZIONE. Sia I una forza conservativa centrale e radiale, di centro o,
la cul energia potenziale V' sia una funzione monotona decrescente della di-
stanza r da o. Indichiamo con

L=1limV

r—0

1l limite finito o infinito dell'energia potenziale.
Sia ¢ un moto soluzione dell'equazione di Newton, tale che 1l relativo valore
dell'energia totale (che dipende dai dati iniziali) soddisfi la condizione

E(J <L.
Allora, ¢ si svolge all'esterno di una sfera di centro o e raggio non nullo.
DIMOSTRAZIONE. Per la conservazione dell’'energia abbiamo
, m De()-ne(t) + V(e(t) = E,

da cui segue che I'energia potenziale lungo il moto e limitata superiormente da
una costante che dipende dai dati iniziali

Vie(t)) < E,.

Pertanto, dalle ipotesi di dipendenza di1 V' dalla distanza da o, segue che tale
distanza e pure limitata inferiormente. a

ESEMPIO. S1 consideri l'energia potenziale coulombiana nel caso repulsivo

1
Vo=k— k20

per cul
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min

Fig. 6. Energia potenziale in funzione del raggio

Dunque, In questo caso 1l teorema vale per ogni moto ¢ soluzione dell'equa-
zione di Newton, qualunque sia l'energia totale E, (che puo essere solo positi-

va). |

Conservazione della quantita di moto

Un altro importante integrale primo e quello della quantita di moto, nel caso
di forza nulla.

TEOREMA. Se la forza e nulla, F = 0, allora la quantita di moto
Q:P—>P:v—>muv

e un integrale primo dell’equazione di Newton, ossia, per ogni moto ¢ : T —P
soluzione dell'equazione di New ton, abblamo

D(QoDe) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Il teorema e un banale corollario della prima equazione car-
dinale (vedi ). Infatti, se la forza e nulla, la prima equazione cardinale diventa

D(QoDe) = 0. 0

OSSERVAZIONE. Il precedente teorema puo essere anche dimostrato verifi-
cando la condizione (*).
Infatti, abbiamo

Da(t,p,wv)+<p,a(t,p,v), v>+<DAlt,puv), if(t,p,vb =

=0-O,v>+dmv, 0 =0. u

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 77

Analogamente, se la componente della forza <{F,e> = 0 in una certa direzione
e€P & nulla, allora la componente della quantita di moto @-e nella stessa dire-
zione e un integrale primo (scalare) dell'equazione di New ton.

Conservazione del momento della quantita di moto

Un terzo integrale primo importante e quello del momento della quantita di
moto, nel caso di forza centrale.

TEOREMA. Sia F una forza centrale rispetto al polo o € P. Allora il momento
della quantita di moto rispetto al polo o

K:P<xP — P :(pw)r—(p-o0)xmv

e un integrale primo dell’equazione di Newton, ossia, per ogni moto ¢ : T —P
soluzione dell'equazione di New ton, abblamo

D(Kode) = D((c -0)xm Dc) = 0.

DIMOSTRAZIONE. 1 teorema e un corollario della seconda equazione cardinale.
Infatti, se la forza e centrale, il momento della forza lungo un qualunque moto
¢ e nullo

Moje = (e -0) x Foje = 0.

Pertanto, dalla seconda equazione cardinale segue la seguente formula, per
ognl moto ¢ soggetto alla forza centrale,

D(Kode) = Moje = 0. a

OSSERVAZIONE. Il precedente teorema puo essere anche dimostrato verifi-
cando la condizione (*).
Infatti, abbiamo

D K(t.p.v) + <DK(t,p,v), v>+ <DK(t.pr), F(t,pr) =

=0-[mvxv]l+[flt,pv)(p-0)x(p-0)]=0-0+0=0. a

OSSERVAZIONE. Supponiamo che il momento della quantita di moto K sia un
integrale primo (vettoriale). Allora, abbiamo anche l'integrale primo (sca-
lare)

IKIl : P<xP—1R.
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Inoltre, la direzione del momento della quantita di moto
dir(K) : PxP — P : (p,v) — dir((p -0) % mv)

e costante lungo ciascuno degli infiniti moti soluzione dell’equazione di New -
ton (generalizzando il concetto di integrale primo, possiamo dire che dir(K) e
un integrale primo proiettivo ).

Studiamo le conseguenze principall dell'eventuale conservazione della dire-
zione del momento della quantita di moto.

Una prima conseguenza dell'eventuale conservazione della direzione del mo-
mento della quantita di moto riguarda la giacitura della traiettoria.

PROPOSIZIONE. Sia F una forza centrale rispetto al poloo € P, stac : I—>P
un moto soluzione dell’equazione di Newton e sia K € P il valore costante del
momento della quantita di moto lungo il moto ¢. Allora, abbiamo i casi se-
guenti.

1) Se K # 0, allora la traiettoria del moto ¢ & contenuta nel piano passante
per o ed ortogonale a K.

2)Se K =0e, perognit € I, ¢(t) # o, allora la traiettoria del moto ¢ & con-
tenuta in una retta passante per o.

5) Se K = 0 e, per un certo t,el, c(t) = o, Dc(to) # 0, allora la traiettoria

del moto ¢ e contenuta in una retta passante per o.
4) Se K = 0 e, per un certo t,€l, c(t) = o, Dc(to) = 0, allora la traiettoria

del moto ¢ e ridotta al punto o.

DIMOSTRAZIONE.

1) Per ogni t € I, il vettore ¢(t) - o & ortogonale a K e quindi il punto e(t)
appartiene al piano ortogonale a K e passante per o.

1) Scelto un istante iniziale t, el esiste una base ortogonale (ei) tale che

c(to) =0+ a(to) e,

Pertanto, possiamo scrivere
c(t) =0 +alt) e+ b(t) e, c(t) e, vt e,
con la condizione
(%) a* + b+ e %0

e con le condizioni iniziali
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(#%) a(to) # 0, b(to) =0, c(to) = 0.

Allora, si verifica facilmente che K = 0 se e solo se
a Db =56 Da, aDe = ¢ Da, b De =c¢ Db.

Ma, tenendo conto delle condizioni (¥) e (##*) e della continuita di a, b, ¢, si
puo vedere che le soluzioni di questo sistema sono tali che

a+ 0, b=c=0.
Percio, otteniamo

c(t) =o +al(t) e vt €el.

3) 11 risultato si dimostra raccordando all'istante to le soluzioni destra e

sinistra del caso precedente.

4) 11 moto costante ¢(t) = o & l'unica soluzione dell'equazione di New ton
corrispondente ai dati iniziali considerati (dato che una forza centrale soddi-
sfa la condizione F(t,o,v) = 0). a

Una seconda conseguenza dell'eventuale conservazione della direzione del
momento della quantita di moto e che possiamo separare le variabili spaziali
ed il tempo nell'equazione di Newton, in modo da ridurre 11 problema fonda-
mentale della dinamica alla ricerca della tralettoria e del moto unidimensio-
nale lungo la traiettoria.

Consideriamo ora un moto ¢ : I—=P e supponiamo che il momento della quan-
tita di moto lungo il moto sia costante e diverso da zero

0+KE€DP.
Sia (g,¢,7) un sistema di coordinate cilindrico con l'origine in o e con l'asse

delle 7 parallelo ed equiverso a Ko'

OSSERVAZIONE. L'espressione costante del momento della quantita di moto
lungo il moto e

K = (%) pe® e,.

Pertanto, la funzione

x=1Kl= (9" |pe® . T — R"
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¢ costante. Dato che la funzione Dc¢? e continua e non nulla, possiamo sce-

gliere 1'orientazione dell'angolo ¢ in modo tale che De¢?,0; in tal modo scrive-
remo

w=1Kll= (¢)* Dpe® : 1 - R O

LEMMA. La funzione
e? I-(2,T)CR
e invertibile.
DIMOSTRAZIONE. Infatti la sua derivata e diversa da zero, De? # 0. a

Allora introduciamo la seguente notazione [facoltativo]. Se y é un'applica-
zlone che dipende dal tempo, indichiamo con y' l'applicazione corrispondente,

che dipende dall'angolo, ottenuta componendo y con l'applicazione (e®) '
(2,m)—1I.
In particolare, indichiamo con

¢'=co(e®) ' (0,2m) > P
(De) = Deo(e®) ' (0,21t) = P

(D*¢)' = D*co(e®) ' (0,2mt) = P
le applicazioni date dalle composizioni

| | 2 |
(0.2m) — 5 p (0.27) P p (0.27) P p

(CCP)%\ /c (cip)*\ /Dc (0(9)71\ /D2C
I I I

che rappresentano 1l moto e le sue derivate espresse in funzione dell'angolo.
Con notazione, meno precisa, ma piu tradizionale, si scriverebbe

o . de o0 N, d*c
c'=c(o) (De)' = (E)(CP) (D7c)' = (?)(CP)

ed, noltre,
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d“c
pelC)

(

(e = (Z;)(tp) p*(e")

Allora possiamo ricavare delle formule che esprimono le derivate del moto
rispetto all'angolo ¢, anziché rispetto al tempo. Queste formule possono es-
sere utilizzate per eliminare il tempo e scrivere 1'equazione (geometrica) della
traiettoria. Per riottenere poi il legame tra 1'angolo ed il tempo (e quindi com-
pletare le informazioni geometriche per ottenere informazioni cinematiche),
potremo utilizzare l'integrale primo .

PROPOSIZIONE. [facoltativo] Valgono le seguenti formule

() (0e) = (= D (e oe) + - (e_oe)
C- C-

2
A

(e'?)?

y . 2, 1 1 .
(") (V%) = - (DZ(;) + ;) (e oc?).

DIMOSTRAZIONE. [Facoltativa] Dalla definizione di k, segue

p

(0) (De?)' = 5 -
(c'®)
Inoltre, per la regola della catena e tendendo conto di (0), otteniamo
(1) (De?) = D(e) (De”)'.
Tenendo conto di (0), la (1) diventa
(De?) = D(e'?) = ()
(C|Q)2 CIE:

da cul, derivando otteniamo

(D%69) = - % D*() (De®)
o

e, tenendo conto di (0),

2
A

(2) (D°c?)' = - (o)’

o 1
DZ(;).
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Dimostriamo la formula ('). Dall'espressione della velocita per un moto pia-
no

De = Def (epoc) + ¢ pe? (ecpoc),
segue
(De)' = (Def)' (epoc') + ¢ (De?) (e(POC'),
da cui, tendendo conto di (1), segue
(De)' = (De®)' ((Dcp)' (epoc') +c'f (e@oc'))
e, finalmente, tenendo conto di (0), otteniamo

A

D= ey

((DCQ)' (epoc') + ' (eqﬁoc')),

che e equivalente a ().
Dimostriamo la formula ("). Dall'espressione dell'accelerazione per un moto
centrale

D¢ = (DZCp - cf (Dcfp)z) (epoc),
segue
(D¢)' = ((D209)' -cf (DCQP)'Z)(eooc'),
da cui, tenendo conto di (2) e di (0), segue

A

2 v _ ” oe 1y 1 oo
(D7e)' = (C.@)Z(D (c'-p) C'?)(epc)' a

Conservazione dei momenti cinetici

Infine, consideriamo un integrale primo che compare nel caso di forze con-
servative quando la lagrangiana e costante rispetto ad una certa coordinata.

PROPOSIZIONE. Sia F una forza conservativa ed, in un certo sistema di co-
ordinate, sia
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oL
(+) - =0.
0xX

Allora, la funzione
or

X!

: P<xP—TR

¢ un integrale primo dell'equazione di New ton (di Lagrange).

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : I—P un moto soluzione dell'equazione di Lagrange

-ode = 0.

!

oL oL
D(f_i ode) -
ox ox

Allora, la formula (+) implica

D(ari. Odc) = D(

oL
X A

-ode ) = 0.
aoc) a

. 1 2 3 . . . . .
ESEMPIO. Sia (x ,x~,x”) un sistema di coordinate cartesiane e supponiamo
che la forza F sia conservativa ed il suo potenziale U non dipenda da una certa

. i . . .
coordinata x'. Allora, dal teorema precedente ritroviamo la conservazione

della componente i-ma della quantita di moto in forma covariante. Infatti, in
questo caso abbiamo

ESEMPIO. Supponiamo che la forza F sla centrale e radiale rispetto al polo o
e sia (r,9,9) un sistema di coordinate sferiche con origine in o. Allora, dal
teorema precedente troviamo la conservazione della componente assiale del
momento della quantita di moto

KZ

— 2
=m - o.
Infatti, I'energia cinetica ed il potenziale
T = ‘l,m (i + 17 8%+ 1P sens ¢F) U= for

non dipendono dalla coordinata ¢. Pertanto, 1l teorema fornisce 1l seguente
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integrale primo
oT

o= mrfsen®S o =mo” ¢ =K. Q
9P

6. Il problema fondamentale della statica

I1 problema della statica e un caso particolare del problema della dinamica.

Consideriamo una massa melR ed una forza indipendente dal tempo
F:P<P—P*.

DEFINIZIONE. Una configurazione d’'equilibrio e una posizione o € P, tale che

l'unico moto ¢ : T —P soluzione dell'equazione di1 New ton e corrispondente ail
dati iniziali (tO,O,O) € PxP sia il moto “fermo”

c:T—P:t— o. +*

OSSERVAZIONE. Nel caso dl una forza indipendente dal tempo, 1 dati iniziali
(tU')p,u) € T<xPxP e (tU”,p,u) € TxPxP determinano due soluzioni che differi-

scono solo per una traslazione temporale. Percio, se ¢' € il moto associato ai
dati iniziali (to',o,[)) ed e fermo, allora anche il moto ¢" assoclato ai dati ini-

ziall (to”,o,O) e fermo. a

PROPOSIZIONE. Le due condizionl seguentl sono equivalenti.
1) La posizione o € P & una configurazione d'equilibrio.
2) La forza si annulla in (0,0) € PxP, ossia

(.) F(o,0) =0.

DIMOSTRAZIONE. 1) = 2). Da
0=m D*c(t) = F(e(t),pc(t)) = F(0,0)
otteniamo
0=F(0,0).
2)=1). Se
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F(0,0) =0
allora il moto
c:T—P:t—o

soddisfa lI'equazione di New ton ed i dati iniziali (0,0). a

In particolare, nel caso in cui la forza sia posizionale, la condizione (.) di-
venta

() F(o) =0.

DEFINIZIONE. Supponiamo che o € P sia una configurazione di equilibrio.
Allora, diciamo che 1'equilibrio e stabile se, per ogni intorno ¢ C P dio € P,
esiste un intorno 8 C PxP di (0,0) € PxP, tale che il moto soluzione dell'equa-
zione di New ton e corrispondente a dati iniziali (p,v) € 8 abbia valori in . *

In particolare, se o e una configurazione di equilibrio stabile, allora esiste
un intorno 8' C P di 0 € P, tale che il moto soluzione dell'equazione di New ton
e corrispondente a dati iniziali (o,v) con v € §' ha valori in e.

Nel caso di forze conservative le condizionl per l'equilibrio e l'equilibrio
stabile possono essere formulate in modo interessante.

Sia dunque F : P—P* una forza conservativa e siano U : P—R il suo poten-
zlale e V' = - U la sua energia potenziale.

PROPOSIZIONE. Le due condizionl seguentl sono equivalenti.
1) La configurazione o € P & di equilibrio.
2) Il potenziale & stazionario in o € P, cioe

pUu(o) =0,
ossila, 1n coordinate,

ou

axi

(o) =0 1<1<53.0

PROPOSIZIONE. Supponiamo che o € P sia un punto di minimo relativo
stretto di V; ossla supponiamo che esista un intorno aperto ¢ C P di o, tale
che, per ognl p appartenente ad ¢ e diverso da o, sla
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V(p) » V(o).

Allora, o e una posizione di equilibrio stabile.
DIMOSTRAZIONE. [Facoltatival] Consideriamo la funzione
f=FE-V(o):P<xP = R: (pv)r %m v+ Vi(p) - V(o).

Sia ¢ C P un intorno sferico del punto o (sufficientemente piccolo, in modo
che in ¢ sia V. - V(o) » 0). Poiché la frontiera oc di ¢ € compatta, la funzione
continua V' - V(o) assume un minimo M » 0 su de. Dunque, abbiamo la disugua-
glianza

(1) f(p,v) = %m v+ V(p) - V(o) V(p)-V(o): M0

V(p,v) € 0exP.

D'altra parte, dato che la funzione f e continua nel punto (0,0)ePxP, esiste
un intorno 8 C P<P del punto (0,0) tale che

(2) f(p,v)=f(p,v) - flo,0)<M v(p,v) € 8.

Sia ora ¢ : T—P il moto soluzione dell'equazione di New ton corrispondente
al dati iniziali (p,v) € §. Dalla conservazione dell'energia e da (2) otteniamo

(3) fe(®),pe(t)) = fe(t),De(t ) <M VteT.

Allora, confrontando (1) e (3), deduciamo che il moto ¢ non puo raggiungere
la frontiera d¢ e quindi rimarra all'interno dell'intorno e. a

4. Moti notevoli

Concludiamo lo studio della meccanica di una particella libera analizzando 1
moti soggetti ad alcuni tipi di forze fondamentali. Questl esempl serviranno
ad 1llustrare la teoria generale; alcuni di essi sono importanti per conto pro-
prio.

1. Moti soggetti ad una forza costante

Dedichiamo questo paragrafo allo studio del moti soggetti ad una forza co-
stante. Per fissare le 1dee, possiamo pensare al moto di un prolettile sotto
l'azione della forza peso.
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Consideriamo una massa m € R" ed una forza F costante ovvero del tipo
F=-my e,
dove
eecpP llell = 1 T ER,

e studiamo 1 moti associati.

['equazione di moto di Newton e
(+) D’e = -y e.
Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane (X, Y, 7) tale che

e_=e.
7

['espressione in coordinate dell’equazione di moto e

(Fx) D°e¥ =0
(Ey) D’ =0
(Ez) D°c? = - ¥

Cerchiamo le soluzioni del sistema (Ex), (Ey), (Ez). Le tre equazioni sono
disaccoppiate e si integrano con quadrature. Quindi, le soluzioni dell'equazione
di Newton sono tutti e soli 1 moti del tipo

() c(t)y=o+v (t-t)-, v (t-t)e JLET,

dove 1 parametri

sono 1 datl mniziall.

Studiamo la tralettoria di tali moti [facolativo] .

Se v, # ) e, allora la traiettoria e contenuta nel piano passante per o e che
contiene v,ede.

Se v, = A e, allora la traiettoria e contenuta nella retta passante per o e

che contiene e.
Se 1 dati iniziali sono fissati, scegliamo 1l sistema di coordinate in modo che
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, .o . . Yy _ . .
l'origine coincida con o e v,o= 0. Allora, possiamo scrivere
v =1lvll (cosxe_ +senue. ) O<o<2Te,
0 0 X z

dove l'angolo o e chiamato la “gittata del tiro”.
Se o = £1t/2, allora la traiettoria e contenuta nella retta (o, e). La massima
“quota” raggiunta dal moto e

2
o |l
0

h =
2y

Se o # *1/2, allora la tralettoria soddisfa l'equazione

Z=- f X°+tg o X,

D}

2 2
ZIIUOII Ccos™ U
quindi e una parabola il cui asse e parallelo ad e ed il cui vertice e

2 2 2
o II"sen2o IIUOII sen” o

a=0+—e_+he = ——e_ + ———e_.

La “gittata™, ossia la massima distanza da o raggiunta dal moto, durante il

. . 7 N
tempo i cut ¢” > 0, e
2
IIUUII sen2u
27
e la massima “quota” raggiunta dal moto e
2 .2
IIUOII sen”o

2v

h =

Discutiamo la gittata in funzione dell’angolo di tiro. Fissiamo la velocita
Iniziale v, Varlando l'inclinazione o del tiro, si ottiene la gittata massima

per

o = T/4.

Versione provvisoria ed incompleta: Sun, 2002 May 19



LEZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 89

Inoltre, fissata una gittata [ < L, si trova che essa puo essere ottenuta dai
due angoli di tiro

o =T/4 = %arc cos (1/1).

Infine, al variare dell'angolo di tiro o, le tralettorie costituiscono una fami-
glia di parabole, il cui inviluppo e la parabola di equazione

1 s
27=->X +1,
L

che & chiamata “parabola di sicurezza”, perché, (fissato v ) il moto non puo
b) b 0

toccare punti esterni ad essa, qualunque sia 1'angolo di tiro.
Ritornando al caso generale, osserviamo che 1'energia totale

Ez%m (De)* + m ¥ e’

si conserva lungo 1 moti soluzione dell’equazione di Newton. Percio otteniamo
la seguente relazione tra la velocita e la quota

il = v 2y (h-¢%) .

2. Moti elastici

Dedichiamo questo paragrafo allo studio dei moti soggetti ad una forza ela-
stica. L'argomento e importante perché coinvolge un tipo di equazione di moto
che si1 ripresenta ed ha un ruolo notevole in vari campi della meccanica e della
fisica.

Consideriamo una massa m € R" ed una forza F elastica ovvero del tipo
F(p) = -k (p-o) Vp € P,
dove
o€P k €R
e studiamo 1 moti assoclatl.
['equazione di moto di Newton e
(+) D¢ + w* (¢-0) = 0,

dove
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2 _ Kk .
w =—€eR .
m
Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane (X, Y, Z) con l'origine in o.

['espressione in coordinate dell'’equazione di moto e

(Ex) DX + Wt et =0
(Ey) D7l vt =0
(Ez) D¢ +wtef =0

Lo studio di questo sistema puo essere semplificato, riducendo il problema
tridimensionale ad un problema piano. Infatti, dato che la forza e centrale e
quindi abbiamo la conservazione del momento della quantita di moto (vedi ),
se fissiamo i dati iniziali, allora conosciamo il (o un) piano su cui si svolge il
moto. Pertanto, conviene fissare 1 dati 1niziall e scegliere 1l sistema di coor-
dinate in modo che il moto corrispondente si svolga sul piano (0,X,Y). Con tale
scelta il sistema di tre equazioni (Ex), (Ey), (Ez) si riduce al sistema di due
equazioni

(Ex) DN+t et =0

(Ey) Dt +wrel =0

in quanto 'uguaglianza (Ez) & soddisfatta dal moto che corrisponde ai dati ini-
ziali fissati, per il quale e

CZZO.

Cerchiamo le soluzioni del sistema (Ex), (Ey).
Osserviamo che le due equazioni (Ex) ed (Ey) sono disaccoppiate e sono tut-
te e due del tipo

Q) D*f+ @ f=0 f:T—R.

Scegliamo un origine dei tempi T€T . L'Analisi insegna che le soluzioni com-
plesse dell'equazione (') sono tutte e sole le funzioni del tipo

f(t) — AI euol(t*’t) 4 AII e‘p“(t*'t) AIJ AII € (EJ

dove o', 0"€C sono le radici complesse dell'equazione algebrica
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D) D]

Q'y_‘+(ﬁ)'—':0J

ed 1 coefficienti A', A" sono determinati dai dati iniziali; dunque, le soluzioni
complesse dell'equazione (') sono tutte e sole le funzioni del tipo

f(t) — A ei(,o(t—‘c‘) LA e—i(a(t—‘c) Al) A" E .

Percio, si puo dimostrare che le soluzioni reali dell'equazione (') sono tutte e
sole le funzioni del tipo

f(t) = A cos (w(t—t) + 8) A€R, 0<8<2T.
Inoltre, la soluzione che corrisponde al dati iniziali
f(to) = u Df(to) = v
soddisfa le condizioni
A cos ((o(to—‘c) + S) =u - W A sen ((o(to—t) + 8) =v;

pertanto, essa e determinata dai seguenti valori dei parametri:
-peru=0,v=20

A =0;
- peru = 0 oppure v = 0
ve 12
A = (uz ey
e § e determinato dalle condizioni
cos ((o(t -T) + 8) - U sen ((o(t -T) + 8) - v
0 A 0 WA

Quindi, le soluzioni dell'equazione di Newton (corrispondenti ai dati iniziali
del tipo considerato) sono tutti e soli i moti del tipo

(.) c(t) = o + A cos (w(t—to) + o<) e + B cos (w(t—to) + 6) e, VtLET,

dove i parametri sono determinati dai dati iniziali, separatamente per ogni
componente, secondo 11 metodo precedente.
Ovviamente, tra le soluzioni ¢'e anche la soluzione banale

c(t) =o vteT.
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Analiziamo le soluzioni non banali.

La formula (.) mostra che la proiezione di ciascuna soluzione su una qualun-
que retta passante per o e un moto armonico. Inoltre ciascuno di tali moti e
periodico, con periodo

T =21T/w.

Dimostriamo che le traiettorie delle soluzioni sono ellissi di centro o
[facoltativo] . Infatti, da (.) otteniamo

v
c (t—to)
——— =cos w(t-t ) cos u - sen w(t-t ) sen u
A 0 0
Y
c (t—to)
ra— Ccos w(t—to) cos B - sen w(t—to) sen (8

da cui, eliminando il primo ed il secondo termine del secondo membro, otte-

niamo
eM(t-t,) o' (t-t,)
————— cos B - Ty COS O = - sen (o(t—tn) sen («-8)
cM(t-t,) o' (t-t,)
————— senp - B sen o = - cos w(t—tu) sen (x-8)

da cul, quadrando e sommando membro a membro, otteniamo

M-t ) ., e (t-t) > eM(t-t) e (t-t )

R S

cos (x-B8) =

= sen” (x-8).

In particolare, abblamo 1 seguenti casl1 speclall notevoll.
- Se le due componenti del moto sono in fase (« - 8 = 0) o in opposizione di
fase (« - 8 = £1), allora I'equazione (*) diventa

N(t-t ) e (t-t) -t ) t-t)
0 0" _ 0 0" _
- =0 o) + =

A B A B

0

e, quindi, la traiettoria e rettilinea. In tal caso, possiamo scegliere il sistema
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di coordinate in modo che uno degli assi coordinati coincida con la retta con-
tenente la traiettoria: si vede allora immediatamente che il moto € armonico.

- Se le due componenti del moto sono in quadratura di fase (¢-8 = *1/2),
allora l'equazione (§) diventa

(:X(t—to) 2 (cy(f_to))2 _
A B

e, quindi, la traiettoria e un ellisse i cui assi principali coincidono con gli assi
coordinati. Se, inoltre A = B, allora la traiettoria e una circonferenza; in tal
caso, la conservazione del momento assiale della quantita di moto (vedi )

z

K‘zmpzc'p

implica che il moto circolare e uniforme.

3. Moti elastici smorzati

Dedichiamo questo paragrafo allo studio dei moti soggetti ad una forza ela-
stica piu una resistenza viscosa. Anche questo argomento e importante per-
ché coinvolge un tipo di equazione di moto che si ripresenta ed ha un ruolo no-
tevole in vari campi della meccanica e della fisica.

. . + - . .
Consideriamo una massa m € R ed una forza F elastica con resistenza vi—
scosa ovvero del tipo

F(p,v)=-k (p-0) - »rv v(p,v) € PxP,
dove
0EDP k, » € R’

e studiamo 1 moti associati.

L'equazione di moto di Newton e

(+) D°c + 2e De + - (c-0) = 0,
dove
)\ + 2 k +
e= —€R w =—€eR .
2m m

Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane (X, Y, Z) con l'origine in o.
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L'espressione in coordinate dell'equazione di moto e

(Ex) D*et + 22 pet v WP et =0
(Ey) D7t + 2 pel v wF el =0
(Fz) D°c¢” + 2e D’ + e’ =0

Come nel caso elastico, 1o studio di questo sistema puo essere semplifica-
to, riducendo 11 problema tridimensionale ad un problema piano. Infatti, dal-
I'equazione di moto (*) segue immediatamente la formula

D(Kode) = - » (Kode),

la quale implica la conservazione della direzione del momento della quantita di
moto. Quindi (vedi ), se fissiamo i dati iniziali, allora conosciamo il (o un)
pilano su cul si svolge 1l moto. Pertanto, conviene fissare 1 dati iniziall e sce-
gliere 1l sistema di coordinate in modo che il moto corrispondente si svolga
sul piano (0,X,Y). Con tale scelta il sistema di tre equazioni (Ex), (Fy), (E7)
s1 riduce al sistema di due equazioni

(Fx) et + 2 et v wiet =0

(Ey) D7’ + 2 pel v wF el =0

in quanto 'uguaglianza (Ez) ¢ soddisfatta dal moto che corrisponde ai dati ini-
ziali fissati, per il quale e

CZZO.

Cerchiamo le soluzioni del sistema (Ex), (Ey).
Osserviamo che le due equazioni (Ex) ed (Ey) sono disaccoppiate e sono tut-
te e due del tipo

") D*f +2eDf +w £ =0.

Scegliamo un origine del tempi T€T . L'Analisi insegna che le soluzionl com-
plesse dell'equazione (') sono tutte e sole le funzioni dl tipo

F(O = A e 4 g g2 (D) A, A" € T,

o del tipo
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f(t) = A' e?(t_t) + A“ e@(t_t)(t_t) AIJ An € (E,

dove o', p" € Cepg =p =" € € sono le radici complesse dell'equazione alge-
brica

2 2 _
0"+ 2ep+w =0,
secondo che le due radici siano distinte o coincidano, ed 1 coefficienti A', A"
sono determinati dai dati iniziali; dunque, le soluzioni complesse dell'equa-
zione (') sono tutte e sole le funzioni dei seguenti tipi:

- Sew F ¢
f(t) = Al 8*5(1‘,*1) eiv(f*‘t) + Au 8*8(1‘,7‘:) ef,'.)(t,t)
v = ((,02 _ 82)1/2 A'J A e (EJ
- Sew = ¢&
PO =A e 0 4 et AL A€ T,

Percio, le soluzioni reali dell'equazione (') sono tutte e sole le funzioni dei se-
guenti tipi:
- se w » ¢ (caso oscillatorio smorzato)

)y =A e ¢ oos v(t-1") A€ER, t,T €T,
dove

2_ e,

b

<
Ml
—_
SI
|

- se @ < ¢ (caso aperiodico)

se f#0 )y =A e ) coshon(t - ) A€ER, T,T €T,
se f(<)=0 f(t)y=A e (" sanh n(t - ") A€R, T, T €T,
dove

n= (82 _ (/02)1/2;
- se«w = ¢ (caso limite)
F(O =A== A€C, T ET.

Osserviamo che la condizione
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w,e
significa
Vik o on/2vm;
quindi il caso oscillatorio smorzato si verifica quando la forza elastica “pre-
vale” sullo smorzamento.
Limitiamoci a considerare 1l caso oscillatorio smorzato, lasciando lo studio

degli altri due casi al lettore.
Quindi, nel caso

w e,

le soluzioni dell'equazione di Newton sono tutti e soli 1 moti del tipo

c(t) =0+ e U [A cos (v (t - t)+ o) e + Bcos (v (t - t,)+ 5) el

vteT,

dove 1 parametrl sono determinati dai dati iniziali, separatamente per ogni
componente, secondo 11 metodo precedente.

Ovviamente, tra le soluzioni ¢'e anche la soluzione banale (in tutti e tre i
casl)

c(t) =o v teT.

Analiziamo le soluzioni non banali.

I1 moto assomiglia a quello del caso elastico, con la differenza principale di
uno smorzamento. Il moto non e piu periodico; tuttavia, vale una periodicita in
senso ristretto. Distinguiamo due casl. Supponiamo prima che 1l moto sia ret-
tilineo; allora, i passaggi per o e le elongazioni (con segno) massime e minime
s1 verificano ad istantl in successione periodica con periodo

T =21t/v.

Supponiamo pol che 11 moto non sia rettilineo e consideriamo una qualunque
semiretta con origine in o glacente sul piano del moto; allora, 1 passaggl per
la semiretta si verificano ad istanti in successione periodica con periodo

T =21/v.

Notiamo che tale periodo € maggiore rispetto al caso puramente elastico. In
entrambi 1 casl, 1l valore assoluto delle elongazioni decresce ad ognuno degli
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1stanti della successione secondo un fattore di smorzamento

Pertanto, al tendere del tempo all'infinito, il moto tende all'origine o. Il com-
portamento ora descritto giustifica la dizione “oscillazioni smorzate”.

4. Moti elastici smorzati e forzati

Dedichiamo questo paragrafo allo studio del moti soggetti ad una forza ela-
stica piu una resistenza viscosa, piu una forza dipendente dal tempo sinuiso-
dalmente. Anche questo argomento e importante perché coinvolge un tipo di
equazione d1 moto che si ripresenta ed ha un ruolo notevole In vari campi della
meccanica e della fisica.

. . + . . .
Consideriamo una massa m € R ed una forza F elastica con resistenza vi-
scosa e con un termine “forzante” dipendente sinuisodalmente dal tempo, ov-
vero del tipo

F(t,p,v) =-k (p-0) - »v + f sen g(t—to)

v(t,p,v) € T<P<P,

dove
0€EP k,»n,p€R" 0+ f€eP t €T
e studiamo 1 moti associati.
['equazione di moto di Newton e
(+) D7c(t) + 22 De(t) + & (e(t) - 0) = n sen p(t—to) vteT
dove
c = ;mER+ wZEII;EIR+ nEI];EP.

Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane (X, Y, Z) con l'origine in o.
L'espressione in coordinate dell'equazione di moto e costituito dal sistema
di tre equazionl disaccopplate

(Ex) D7 + 26 pet + P et = nX sen p(t—to)
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(Ey) p*e’ + 26 D’ + w7 e’ =1 sen p(t=t )

(Ez) D*¢” +2e e’ + w7 e = n7‘ sen u(t—to)

Se scegliamo l'asse delle X in modo che

n-Y = 0 n7 = 0,
allora, il sistema (Fx), (Fy), (F7z) diventa
(Ex) D™ + 22 Dot + W et = nX sen p(t—to)
(Ey) D’ + 2e D’ v P el =0
(Ez) D¢ + 26 Def + w” ¢f = 0

Questo sistema mostra immediatamente che la traiettoria della soluzione
corrispondente a dati iniziali del tipo

(*) c(t)=o0+an v(t,) =bn,

e contenuta nell'asse delle X. Quindi, se fissiamo i dati iniziali di questo tipo,
allora il sistema di tre equazioni (Ex), (Ey), (Ez) si riduce all'equazione

(Ex) D™ + 22 Det + WP et = nX sen p(t—to)

in quanto le uguaglianze (Ey), (Ez) sono soddisfatte dal moto che corrisponde
ai dati iniziali fissati, per il quale e

¢ =0 ¢ =0.

Limitiamoci a studiare i moti corrispondenti a dati iniziali del tipo (°) e
cerchiamo le soluzioni dell'equazione (Fx).
L'Analisi insegna che le soluzioni (reali) di un'equazione del tipo

(.) sz(t) +2e DfF(L) + w” F(t) = n sen g(t—to) teT
sono tutte e sole le funzioni dl tipo
=1

dove f'é una soluzione dell'equazione omogenea
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D*f+2eDf +@ =0

e f" & una soluzione particolare, comunque fissata, dell'equazione (.). In par-
ticolare, la funzione

F"(t) = B sen (p(t—to)—ﬁ)
& una soluzione dell'equazione (.) se

e
" B = 5 ;2 B B =arctg — Ll” )
J (@ -pH) ety w?-p’
Limitiamocl a conslderare 1l caso w » ¢, lasclando lo studio degli altri due
casl al lettore.

Quindi, nel caso

w e,

le soluzionl dell'equazione di Newton, corrispondenti al dati iniziali del tipo
(°), sono tutti e soli i moti del tipo

e(t)=o0+ (e_s(t_to) A cos (V(t—to) + o) + B cos (p(t—to) - 8)) e,

vteT,

dove B e 8 sono dati dalle formule (") e gli altri parametri sono determinati
dal dati niziall.

Dunque, un moto di questo tipo € composto da un'oscillazione smorzata piu
un'oscillazione “permanente” con periodi e fasi diverse.

Esaminiamo 1'oscillazione permanente.

La frequenza dell'oscillazione permanente e uguale a quella del termine for-
zante.

Studiamo la dipendenza del ritardo di fase 8 dell'oscillazione permanente ri-
spetto alla frequenza y del termine forzante. Si vede facilmente che 8 & una
funzione monotona di U e che

B=0pery=20 B=Tm/2pery=w B — oo per Y — o=,

Studiamo la dipendenza dell'ampiezza B dell'oscillazione permanente rispet-
to alla frequenza p del termine forzante. Si vede facilmente che valgono 1 se-
guenti casi:

- se
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w s V2 e,

2 2 .
allora, quando p cresce da 0 a vV w'-2¢ , B cresce 1n modo monotono

da Bozi a B =

#
o 0
o max QSJQ -c

2 9 . . .
e, quando p cresce da vV w?-2¢” ad >, B decresce asintoticamente i modo
monotono

da B = ‘4‘442:44; a B =0;
max 28J002 — a2 o

Inoltre, osserviamo che 1l valore massimo Bmax assunto da B (corrispondente-

2 2 ,. .. .
mente a y = vV w'-2¢ ) tende all'infinito quando ¢ tende a zero; questo im-
portante fenomeno € chiamato “risonanza’;
- se

w< V2 e,

allora, quando y cresce da 0 a ==, B decresce asintoticamente in modo mono-

tono
B @
,f//ﬂ\

&/\/2

w il

Fig. 7. Fenomeno della risonanza
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5. Moti newtoniani e coulombiani

Dedichiamo questo paragrafo allo studio dei moti soggetti ad una forza
newtoniana o coulomblana. E' ovvia I'importanza storica di questo argomento.

. . + . .
Consideriamo una massa m € IR ed una forza I newtonlana o coulombiana,
ovvero del tipo

Fp)=-k L PO 7p € P-{o),
(p—())4 ||p—0||
dove
oeplD 0#kelR

e studiamo 1 moti associati. Se la forza e new toniana, allora essa e attrattiva
e k » 0; se la forza e coulombiana, allora essa puo essere sia attrattiva che
repulsiva e k » 0 o k < 0. Osserviamo che la forza non e definita in o, dove di-
verge In modo essenziale.

['equazione di moto di Newton e

. 1 -
(+) Dc + S ) ¢ +o,
(e-0)* lle-oll

dove
A=k/m.

I moti soluzione possono avere valorl in tutto lo spazio P, tranne che nel
punto o (dove il problema dinamico “diverge”).

Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane (r,9,¢) con l'origine in o.

La funzione lagrangiana e

. 0 e 9 9. . 1
= ém (7 + r* 8% + r¥ sen"$ sz) + A=
r
Pertanto, 1'espressione in coordinate dell’equazione di moto e data dalle se-
guenti equazioni di Lagrange
1

(Er) Die" - " (De®)* - ¢ sen“e” (De®)? + (,72 =0
c

§

(F9) () D%% + 2 ¢" D" De® - (") sen ¢ cos ¥ (De®)* = 0
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(Ep) D((c'1)2 sen” ¢’ Dcfp)) = 0.

Lo studio di questo sistema puo essere semplificato, riducendo il problema
tridimensionale ad un problema piano. Infatti, dato che la forza e centrale e
quindi abbiamo la conservazione del momento della quantita di moto (vedi ),
se fissiamo i dati iniziali, allora conosciamo il (o un) piano su cui si svolge il
moto. Pertanto, conviene fissare 1 dati 1niziall e scegliere 1l sistema di coor-
dinate in modo che il moto corrispondente si svolga sul piano di equazione § =
/2. Con tale scelta il sistema di tre equazioni (Er), (F$), (Eo) si riduce al
sistema di due equazioni

) o ©N2 1
(Eo) D*c® - ¢® (De®)* + (): =0
(Ep) D((c®)* pe™)) =0

in quanto 1'uguaglianza (£S) e soddisfatta dal moto che corrisponde ai dati ini-
ziali fissati, per il quale e

¢’ = /2 Ded =0 D%’ = 0.

Studiamo il sistema (Fg), (Fp) ricordando i risultati validi in generale per
le forza centrali (vedi ).

L'equazione (E¢) non ¢ altro che l'espressione della conservazione del mo-
mento assiale della quantita di moto; dunque, essa fornisce l'integrale primo

(+) k'ZZQZ (‘p2‘

Allora, possiamo separare le variabili tempo ed angolo.
Incominciamo a trovare l'equazione della traiettoria [facoltativo] .Tenendo
conto di un risultato generale valido per i moti centrali (vedi ), indicando con

¢?=cfo(e®) !t (0,21) - R

l'espressione di g, lungo 1l moto soluzione dell'equazione di Newton, in funzio-
ne dell’'angolo, otteniamo da (Fg) la seguente equazione della traiettoria

1 =
(c'€)”

9
N

(e'?)”

J

o 1 1
(D“(f) )+ A
c'®  ef

dove

x = 1Kl = (¢9)® De® = cost,
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ossia
. 1
(°) D7+ g =,
P
dove
1 2
EE?I(O,ZTE)%IR 1/p=nr/»n".

C

L'Analisi insegna che le soluzioni (reali) dell'equazione (°) sono tutte e sole
le funzioni del tipo

E — EI + E”)
dove £' e una soluzione dell'equazione omogenea

Dz + £ =0,
gia studiata precedentemente (vedi ) e £" e una soluzione particolare, comun-
que fissata, dell'equazione (°). In particolare, la funzione costante

() = 1 pER"
P

¢ una soluzione dell'equazione (°). Quindi, le soluzioni dell'equazione (°) sono
tutte e sole le funzioni del tipo

g(x) =acos (a+p)+ ; Yo € (0,2m)

con

a-:0 B €R.

Dato che r ha valori positivi, nol siamo Interessati solo alle soluzioni positi-
ve £ : (0,2m)—R".

Pertanto, le traiettorie dei moti soluzione dell’equazione di Newton e corri-
spondenti ai dati iniziali scelti, soddisfano I'equazione (con una scelta oppor-
tuna dell'asse delle x)

() o= b —
1+ecoso

con le seguenti restrizionl
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- se p, 0 (forza attrattiva)

0<cex<1 0<op<2m
oppure
1<e cos ¢, - 1/e,

- se p < 0 (forza repulsiva)
0<ce<1 cos p < - 1/e,

dove le costanti e, p sono determinate dai dati iniziali.

Si pud vedere che una traiettoria che soddisfa l'equazione (.) & una conica
con uno dei due fuochi in o e con eccentricita e; piu precisamente,

- se 0 = e, la tralettoria € una circonferenza (& chiusa ed r e costante);

- se 0<e<1,la traiettoria e un ellisse (e chiusa);

- se e = 1, la traiettoria & una parabola (& chiusa all'infinito);

- se 1< e, la traiettoria e un'iperbole (& aperta).

E' interessante legare le costanti p ed e all'energia totale del moto conside-
rato.

L'energia totale (tenendo conto della scelta del sistema di coordinate adat-
tata ai dati iniziali) e la funzione

1 Y 1
E= m(p™+¢o" 97) -k .
e
Si noti che, nel caso di forza repulsiva, F & definita positiva.

Tenendo conto dell'equazione (.), I'energia totale puo essere espressa, lun-
go le nostre soluzioni ¢, in funzione dell’angolo, come segue (vedi )

1 12 1 !
E=pm ot ((0C )+ C %) -k
c'* c” ¢
_ n1x2 (e~ 1).
2p

Percio,

- se E<0,allora 0 < e < 1, quindi la traiettoria e un ellisse,

- se E =0, allora e = 1, quindi la traiettoria e una parabola,

- se 0<E, allora 1< e, quindi la traiettoria e un'iperbole.

In particolare, ne segue che nel caso di forza repulsiva la traiettoria puo
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essere solo una parabola o un'iperbole. Questi risultati si accordano con un
teorema generale che lega l'energia totale alla eventuale finitezza del moto,
nel caso in cui 'energia potenziale sia una funzione monotona di r (vedi ).
Infine, quando la traiettoria e stata determinata dai dati iniziali, il moto
lungo la traiettoria puo essere determinato mediante l'integrale primo (+).

6. Moti soggetti alla forza di Lorentz

Concludiamo con un esempio tratto dalla teoria dell'elettromagnetismo: il
moto di una particella carica soggetta ad un campo magnetico.

B . + .
Consideriamo una massa m € IR ed una forza F di Lorentz generata da un
campo magnetico costante, ovvero del tipo

Flv)=kuv xB Yv € P,
dove

+

B=be€eP he€R e€P llell = 1 0#k€R,

e studiamo 1 moti associati.

L'equazione di moto di Newton e

(*) ch—XDcerO,
dove

»=kh/m e R,

Consideriamo un sistema di coordinate cartesiano (X,Y,7) tale che e, =e.

Allora, I'espressione in coordinate dell'equazione di New ton e

(Ex) D¢t -2 pe =0
(Ey) D7ct + 2 pet =0
(E7) D¢’ =0

1 sistema (Fx), (Fy) e 'equazione (FEz) sono disaccoppiati.
Le soluzioni dell'equazione (Ez) sono tutte e sole le funzioni del tipo

(S2) 7(t) = p7‘ o7 (t - to) a’, v €R, t, €R.
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Studiamo ora il sistema (Ex), (Ey). Esso e equivalente al sistema

(E'x) D(peX-neH)=0

(E'y) p(pet + 0 et) =0

Le soluzioni di questo sistema sono tutte e sole le coppie di funzioni (¢,

Y . . .
¢' ) che soddisfano le condizioni

(E"x) De¥-ne'=beR

(E"y) Del +n e =a €R

dove 1 numeri a,b € R dipendono dai dati iniziali di ciascuna soluzione.
Sostituendo (E") in (Ex), (Ey), troviamo il sistema

(F°x) D¢

(E°y) Dt 2t =-n0

dove 1 numerl a,b € R dipendono dal dati iniziali di ciascuna soluzione tramite
le formule (F"). Abbiamo gia studiato (vedi ) le soluzioni del sistema (F°), che
s1 trovano sommando la soluzione generale del sistema omogeneo ed una solu-
zione particolare del sistema completo: dunque, le soluzioni del sistema (£°)
sono tutte e sole le coppie di funzioni del tipo

¢X(t) = A cos (x(t - to) + o<) +a/n

c"(t) = B cos (n(t - t)+ 8)-b/n
con la seguente condizione, data da (E"),
- A=B=0,
oppure
- B cos (7\(1? - to) + 6) = - A sen (x(t - to) + o<)

Quindi, le soluzioni del sistema (F°) sono tutte e sole le coppie di funzioni
del tipo

eX(t) = A cos (x(t - to) + O() +a/n
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¢'(t) = - A sen (x(t - to) + o<) - b/
ovvero, Invertendo 1l verso dell'asse delle Y,

(Sx) ¢ (t) = A cos (x(t - to) + o<) +a/n

(Sy) ¢ (t) = A sen (x(t - to) + O() + b/ N

In conclusione, le tre formule (S) mostrano che i moti soluzione dell’'equa-
zione d1 New ton sono tutti e soli 1 moti elicoidali con asse parallelo a B e pas-
sante per il punto di coordinate (a/», b/», 0) e con pulsazione «w = h.

Osserviamo che alcuni del risultati precedenti potevano essere dedotti im-
mediatamente esaminando alcuni integrall priml interessanti.

Innanzitutto, osserviamo che la forza F non e conservativa (dipende dalla
velocita e non dalla posizione); pero, la potenza e nulla, perché e ortogonale
alla velocita. Quindi, per il teorema dell'energia cinetica (vedi ), 'energia ci-
netica e un integrale primo. In altre parole, le soluzioni dell'equazione di New -
ton sono moti uniformi, cioe la norma della loro velocita e costante rispetto
al tempo.

Inoltre, 1'accelerazione e ortogonale a B. Quindi, la componente parallela a B
della velocita delle soluzioni dell’equazione di Newton e costante rispetto al
tempo. Per 1l risultato precedente, anche la norma della componente ortogo-
nale a B della velocita delle soluzioni dell'equazione di Newton e costante ri-
spetto al tempo.
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