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23.a Volume della palla n-dimensionale

Si voglia calcolare il volume della palla n-dimensionale di centro 0 e raggio 1,
wn o= L7(B™(0,1)),  B™(0,1) := {x € R" ( |z| < 1}.

Scriviamo le coordinate z = (z1, x2,..., n) di R™ come (y,t) con y := (z1, T2,..., Tn—1) €
R*1let=2a, €R. La palla unitaria ¢ allora

B"(0,1) == {(y,t) € R""! x R|[y|> + £ < 1}.

Decidiamo di affettare R”~1 x R con piani di dimensione n — 1 perpendicolari all’asse delle ¢.
La sezione di B™ a livello t ¢ allora

B™"1(0,v1—12)) setec[-1,1],

E; = {y ceRrR"! ‘ ly|? < 17t2} =
0 se [t| > 1.

Per omogeneitd B"~1(0,v1 — t2) = w,—1(1—12)("=1/2 ¢ essendo B"(0, 1) aperto, segue dal
teorema di Fubini che
n—1 n

—+ o0 1 1 —1
wn=/ l:”_l(Et)dt:wn_l/ 11—tz dt:2wn_1/ (1—-t3)"2 dt
_ —1 0

oo

n—1
Osservando ora che fol(l —t2)" 7 dt = J/Q cos™(t) dt, e che

/2 —1 /2
/ cos™(t) dt = L / cos™2(t) dt,
0 0

n

si trova,

/‘ﬂ/2 cos%(t) dit = M z /ﬂ/2 cos%+l(t) dt = ﬂ
0 @K1 27 0 (2k + D)!!

Poiché w1 = 2 e wy = 7 si conclude che
ok ok+1,k

— = — 23.1
R RLT (23.1)

wak =
A titolo di curiositd si osservi che w, — 0 per n — o0. Per contrasto il volume n-
dimensionale del cubo di lato 2 che contiene la sfera vale 2" e tende quindi a +oo per
n — oo.
Si puo esprimere il volume della palla n dimensionale in termini della funzione Gamma di
Eulero, cfr. Esercizio 23.5.

23.1 Esercizio. Sia a > 0. Calcolare il volume n dimensionale di

n
E = {x:(xl,xg,...,mn)‘z:miga, :BZ'ZOV?;}.
i=1
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23.b Diseguaglianza isodiametrica

23.2 Proposizione (Diseguaglianza isodiametrica). Sia E misurabile limi-
tato in R™. Allora

LM'(E) < wn(w)n.

2

Osserviamo che, mentre in R ogni insieme E & contenuto in un intervallo di raggio meta del
suo diametro, la cosa non ¢ piu vera se n > 2. Si pensi ad esempio ad un triangolo equilatero. Si
dimostra ovviamente che F € contenuto in una palla di raggio uguale al suo diametro e quindi

L"(E) < wp(diam E)™. (23.2)
La stima isodiametrica richiede un qualche sforzo. Per alcuni insiemi la stima isodiametrica &
pero banale. Ad esempio se E & simmetrico, nel senso che E = —F, allora per ogni « € E si ha

che 2|z| = |z — (—2)| < diam E e quindi E C B(0, diam E/2) da cui la stima isodiamentrica.

Per insiemi generali utilizzeremo il metodo di simmetrizzazione di Steiner. Data una di-
rezione a € S™~1, indichiamo con P(a) il sottospazio (n — 1)-dimensionale dei vettori di R™
ortogonali ad a in modo che ogni z € R™ si scrive come z =y + ta con y € P(a) e t € R. Per
ogni y € P(a) poniamo

Eay={ter ‘ totyeE} e la(y) =L (Fay)
e definiamo il simmetrizzato di E nella direzione a come
Sa(E) := {(y, t) e R"1 x R‘ It] < @}
Si ha

23.3 Lemma. Se F ¢é misurabile limitato, allora
(i) Sa(E) é misurabile,
(ii) se E é simmetrico rispetto ad un k piano ortogonale ad a, 1 < k < n — 1, allora Sq(E)
ha la stessa simmetria,
(i) [Sa(E)| = |EI,
(iv) diam (Sq(E)) < diam (E).

Dimostrazione. Con una rotazione, che non cambia la misurabilita né la misura né il diame-
tro di E, cfr. (20.1), non & restrittivo supporre che a = (0,0,...,1). Pertanto P(a) = {z =
(y,0), y € R"~1} e ogni punto = € R™ si scrive come = = (y,t). Fq,y ¢ esattamente la fetta di
E perpendicolare al piano delle prime n — 1 coordinate per y. Percio dal teorema di Fubini si
ottiene che Eq,y & misurabile per q.o. y € R”~1, che la funzione 44 (y) := £L!(Eq,y) & misurabile
in R*~1, da cui segue che S, (E) & misurabile, cfr. il Teorema 19.9, e che

1 ‘ea(y)/Q
Bl= [ = (f Lat)dy = |5 (B).
Rn—1 Rn—1 —La(y)/2)

Una simmetria di F rispetto ad un k-piano ortogonale ad (0,0, ..., 1) si traduce in una sim-
metria dello stesso tipo per la funzione £4(y) e quindi di Sq(E). Infine, usando la diseguaglianza
elementare

LYM(I) + £Y(I2) < diam (I U 1)

per sottoinsiemi di R, non ¢ difficile provare che diam (S, (E)) < diam (E). m|
Dimostrazione della Proposizione 23.2. Sia (e1, e2,..., en) la base standard di R™, ponen-
do E1 = Se,(F), B2 := Sey(E1), ..., En := Se,(Fn—1) e applicando ripetutamente il
Lemma 23.3, si ottengono successivamente

|E| = |E1] =...|En|, diam (Fp) < diam (Ep—1) < --- < diam E,
e Fj simmetrico rispetto al piano perpendicolare a x1, Fo simmetrico rispetto al piano per-
pendicolare a z1 e x2, ..., Ey, simmetrico rispetto a tutti gli assi coordinati e quindi rispetto

all’origine. Percio per le considerazioni iniziali, F,, & contenuto in una palla di raggio diam Ey, /2

e si conclude diam E diam E
n n
Bl = Bal < wn(F5—)" Swn(552)"
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23.c La funzione I'" di Eulero

23.4 Esercizio (Distribuzione Gaussiana). Mostrare che
+oo 2
/ e 7 dr = /. (23.3)
— 00

Infatti dal teorema di Fubini (e"”z_y2 ¢ integrabile su R?) e passando a coordinate polari,
400 2 oo oo
</ e’ dz) :/ e’ dz/ e v’ dy = // e v g dy
—o0 —o0 —o0 R2
27 oo 2 1 o]
:/ dG/ e ? pdp:27r—/ e 7do =m.
0 0 2 Jo

Dalla (23.3) cambiando variabile, si ricava subito

+oo
/ ez = /7 x>0 (23.4)
e A

23.5 Esercizio (La funzione I' di Eulero e I’area). La funzione Gamma di Eulero & defi-
nita da

oo
I'(a) ::/ " te~tdt, a>0. (23.5)
0
I presto visto che I'(1) = 1 e dall’Esercizio 23.4
o0 2
r(/2) = 2/ e ds = /.
0

Inoltre integrando per parti,

MNa+1) =al(a) Yo > 0.
Segue per induzione che

(2n27 1)!!F(1/2) _ \/;(Qn;n Hit - (2n)!

I'(n+1)=nl, I'(n+1/2) = annl’

n

da cui si ricava facilmente per confronto con (23.1) che il volume della palla n-dimensionale &
dato da

an/2

Ulteriori proprieta della funzione I' sono discusse piu avanti, cfr. Esercizio 23.6.

wn = L™(B"(0,1)) = (23.6)

23.6 Esercizio (La funzione Beta di Eulero). La funzione beta di Eulero & definita da

1
B(p, q) :=/ P~ (1 — )t d, p,q > 0.
0

Integrando per sostituzione con la sostituzione y = 1 — z si vede subito che

B(p,q) = B(¢g;p)  Vp,q>0. (23.7)
Inoltre, scrivendo
Pl — ﬂ zPpra—2 _ Dﬂ
xa—1 7 pt+q—1
e integrando per parti, si trova
qg—1
pt+qg—1

e per simmetria
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—1
P Bp-1,9) Vp>1, q>0. (23.9)
pt+q—1

Cambiando variabile con = = z/(1 + z), si trova un’altra forma della funzione beta

B(p,q) =

[e’e} Zp—l
B(p,q) = BEL— 23.10
v = [ o (23.10)

La funzione beta si calcola tramite la funzione I' di Eulero. Infatti si ha

I'(p)r'(q)

B(p,q) = Totq)

P,q > 0. (23.11)
Per provarlo, cominciamo con l'osservare che cambiando variabile con z = Az, A > 0, si ha
I_‘ oo oo
Do) = )\70‘/ 2 le % dr = / 297 le™ M gz, a > 0. (23.12)
A« 0 0

Ora, applicando il teorema di Fubini, cambiando variabili con (A, y) — = = Ay, y = y, e tenendo
conto delle (23.12) e (23.10), si trova

I'(p)L'(q) = / / 2:pflyqfle*(arky) drdy = / AP—1 </ yp+q7167(1+)\)y dy) A\
0 0 0 0

>~ 1 Plp+q

come richiesto.
La funzione beta compare nella valutazione di vari integrali interessanti. Ad esempio, posto

1
Iy = / (1 — 2% da, a>—1,
-1

cambiando variabili si ottiene

F'(a+1)

1
= [ —per V2= atl)=ya 2t
Ia—/o (1—-t)t dt = B(1/2,a + 1) fr(a+3/2)

(23.13)

1/
23.7 Esercizio. Siap > lel|z||p := ( 5 |zl\p) p, x € R™. Sicalcoli v, := L"({z|||z]]p <

1}.
Affettando con piani perpendicolari ad un asse coordinato, si trova una relazione per
ricorrenza per 7yn,

1
Yn = Yn—1 -2/ (1 —¢P)(n=1/P gy,
0

Ricordando la (23.13)

Tn :EB(LIH 1) -

2
Yn-1 P p 'p/ »p

e quindi, essendo v = 2,

> 1 . 2\n—1 1\n—1 (
= e = [T =2(0) () Ty
i r

T -2 Yn—1 i—1Ji—1 p

:2@)"7%(1)"*1& _
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23.d Il metodo Montecarlo

Supponiamo che si voglia valutare
fo = / f@)de,  Q=[0,1)"
Q

per una funzione f € C°(Q). Una delle possibilita & di ricorrere ad un analogo del
metodo di Simpson uno dimensionale. Se si quadretta @ diciamo suddividendo
ogni lato in k parti, ci si ritrova a dover valutare f in k™ punti, un numero
enorme, ad esempio se £ = 100 e n = 4. Durante la seconda guerra mondiale,
Enrico Fermi (1901-1954), John von Neumann (1903-1957) e Stanislaw Ulam
(1909-1984) utilizzarono un metodo probabilistico, chiamato Montecarlo.

Si noti che la misura di Lebesgue L" ristretta a ) ¢ una misura di probabilita
su @, anzi ¢ la misura equidistribuita su @. Siano {X}} una successione di punti
equidistribuiti e indipendentemente scelti di ), i.e, una successione di variabili
aleatorie indipendenti su (@, £L™). Se f: Q — R, allora

) = /Qf(x) ac"(z) = fo, Var (f / |f(2) — fol? dx
per ogni intero j. Poiché le variabili {X,} sono indipendenti,
k k
Var (Zf(Xk)) = Var(f(X;)) = k/ f(z) — fol? du < 4kM?
j=1 j=1
dove M := || f||co. Quindi
1< 2 1< 4.
[ (F20 ) fo) dar.odm = Var (£ 32 £00) < 17
j=1 j=1

Se ACQx---xQ=QF ¢ 'evento

A::{Xl,..., Hka fQ‘>e}

allora dalla diseguaglianza di Chebychev

P(A )—£"’“(Ak)<—/ ( foj )del g < —-

i.e, la probabilita che, scegliendo k& punti a caso equidistribuiti {X}}, Ievento
che + Zle f(X;) si discosti da fg per piut di € ha una probabilita di verificarsi
inferiore a 4M?/ke?. Ad esempio, se M < 1 e si sceglie k = 105, nel 99% dei casi
si ottiene un errore inferiore al 2%.
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23.e Derivazione sotto il segno di integrale
23.8 Esercizio. Si voglia calcolare
—+oo
F(t) ::/ exp (—x? — 2 /2?) du, teR.
0
Si vede dubito che F & pari e F(0) = [;~ e~ /2 dg = V/m/2, cfr. Esercizio 23.4. Si ha

If(t,z)] < e @ VteR, Vx>0,

e dunque F'(t) & continua in R, cfr. la Proposizione 21.14.

Poi per t > 0,
2
0 2e7%" 2 2,2 2 2 2 2
—f(t, x)‘ = e /" < 27 sup(se”) = —e .
ot a2 t R, et

Fissato € > 0, sia Ac := {t|t > €¢}. Allora

2 e 2 " e L(RY)
ot ee

per ogni t > € e x > 0. Segue dal Teorema 21.17 che F(t) & derivabile per ogni t > €, e per
Parbitrarieta di € che F' & derivabile per ogni t > 0 e

Fl(t) = /0 %(t,x) da = 7215/0 x—gexp (ca? = 2/22)de = —2LF(t) Vi >0,

I'ultima uguaglianza segue cambiando variabile di integrazione, y = t/x. Percio
F(t) = F(0)e™ 2, t>0.
In conclusione
F(t) = g e 2,

23.9 Esercizio. Scrivere in termini di funzioni elementari la funzione

+oo 2
g(w) = / e~ /2 cos(wr) d, w e R.

— o0
Al solito conviene utilizzare la notazione complessa quando si ha a che fare con funzioni
trigonometriche. Poiché
+oo 29
/ e~ /2 sin(wz) dz = 0,
— 00

si ha
+oo 2 .
g(w) = / e 2T g,
— 00

Essendo 5
87 (6712/2672'401)

la funzione g(w) & derivabile e

- ( —ize~ /20| < |z]e~*7/2 € L1(R),

+oo 29 X
q (w) = —i/ we % /2T g

—o0

Scrivendo —ze~*"/2 = D(6712/2) e integrando per parti, si trova
9 (w) = ~wg(w),

e quindi, integrando ’equazione differenziale,

9(w) = g(0) ™/ = Vam =" /2,
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Si puo procedere anche diversamente. Ricordando che

o (wx)2"
— n
cos(wx) = nE:O(—l) e z € R,
si considerano le funzioni .
n n
fule) = (-1 e
n)!
e si calcola
+oo w2n e} 2
(71)"/ fn(z)dx = ) 2/ e T 22 dx = (cambiando variabili y = :1:2)
—00 mn): 0
T(n+1/2 on — I
—an P12 o p2n—1)
(2n)! (2n)!
_ (W?/2)"
VR

Dunque
oo 400
Z/ |fn(z)] dz < +oo.
n=0" —

Segue dal teorema di passaggio al limite di Lebesgue per le serie che

/+OO o=@’ /2 cos(wz) dx /+0<> i fn(z)de = i /+OO fn(z)dz
—° n=0 n=07 —°

— o0

Ll w2 2)1 co _w2 2)1

= Vame w2,
23.10 Derivate della funzione I'. La funzione I' di Eulero, definita da Eulero
nel 1729,
o0
INa) = / t*te tdt, a >0,
0
& una importante funzione speciale dell’analisi, che interviene a volte in modo

sorprendente, in vari campi.
Abbiamo gia osservato, cfr. gli Esercizi 23.4 e 23.5, che

MNa+1) =al(a) Va > 0,

P(n+1)=nl,

[(1/2) = /7.
Mostriamo ora che I" ¢ di classe C*° sul suo insieme di definizione E := {a > 0}.
Infatti, fissato g > 0 e posto h(t) := max(1,t*0/2=1 t2@0=1) '+ > 0, si vede che

per k=0,1,... le funzioni h(t)| logt|*e~* sono sommabili se E. Inoltre si verifica
che per ogni « €]ap/2, 2]

t*=t < h(t) vVt > 0,Va, ap/2 < a < 2ag.
Segue che, se f(a,t) :=t*"te™" t > 0, allora

af

< —t
S ()| < b [1ogt]e
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e per induzione
o f
dak
per ogni t > 0 e ogni « €]ag/2,2ap[. Si applica quindi il teorema di derivazione
sotto il segno di integrale e si conclude che I" ha derivate di ogni ordine in aq e

(@, )] < h(t) log " ¢!

I®) (ap) = / t*~L(logt)ket dt, (23.14)
0

in particolare
IM(a) = / t*tlogte tdt  VYa>0.
0
Poiché T(«) > 0 per a > 2, T' & crescente almeno su {« > 2}. Poiché I'(n) — 400,

si conclude che I'(«) — +o00. D’altra parte dall’identita T'(a + 1) = aT'(«) segue
per a — 0% che I'(a) ~ 1/a per « — 0T. Poi

IM(a) = /0 t* tlogt)?e tdt >0  Va >0,

e I & strettamente convessa su [0, co[. Essendo infine I'(1) = T'(2) = 1 si conclude

che T’ ha un unico minimo compreso fra 1 e 2. Inoltre, da |logt| < 1+ log®t
vt > 0 segue che (I")%(z) < T'(z)I"”(z), i.e., log['(z) ¢ convessa.

23.11 . Siha

[(a)D(1 —a) = 0<a<l. (23.15)

sinTa’
Infatti, introducendo la funzione Beta, dalle (23.11) e (23.10), per 0 < ae < 1
oo tor‘rl

1+t

dt.

ror -0 =r s~ - [ |

D’altra parte se a := (2m+1)/(2n), n,m € N, si trova con la sostituzione t = 22"

2m+1
o L

oot [ee} 2m
/ 7dt:2n/ v 5 dv = T .

La (23.15) ¢ pertanto provata quando a = (2m + 1)/2n, per qualche n,m € N.
La tesi segue per tutti gli & €]0, 1] essendo i numeri del tipo (2m+1)/(2n) densi
in [0,1] e le funzioni a destra e a sinistra della (23.15) funzioni continue.

23.f Esercizi

23.12 Esercizio. Dimostrare il teorema di Schwarz per funzioni C2(2) utilizzando il teorema
di derivazione sotto il segno di integrale. [Sugg. Utilizzare il teorema di derivazione sotto il
segno di integrale e quindi il teorema fondamentale del calcolo a partire dalla identita

h
ftzotm— stz = [ g a
0 T

per (zo,y0) € Q, e |t — to], |h| sufficientemente piccoli.]
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23.13 Esercizio. Mostrare che la funzione di Airy ¢(t) : f fo cos (t:v + %) dx risolve
¢ (t) — tp(t) = 0.

23.14 Esercizio. Costruire una successione {f,} di funzioni reali sommabili non negative su
[0, 1] tali che

1
lim fn(z)dz =0 e limsup fn(z) = +oo Vz € [0,1].
n—0o0 0

n—oo
23.15 Esercizio. Sia f:[0,1] — R derivabile. Mostrare che f’ : [0,1] — R & misurabile.

23.16 Esercizio. Provare che

oo

1 ,1/3 1 9
log —dx = —_—,
/0 1-z 2% nz::o(?eréL)2
oo s n!
e *cosvzdr = (=)™ —r,
J =

T 90 2 q; 2
2a(1 +
/ Z n*sinnx a(l+ a?) Va > 1.
0 = a™

(@ =172

23.17 Esercizio. Provare che per ogni p,q > 0 si ha

/1 —1 72( 1)71,
o 1+ p+nq

™ _ g0 (=D"
dedurre che 7 =3 = il

23.18 Esercizio. Provare che per |a| < 1

1 1—¢ > a™
A R
o 1—at = Bn+1)(3n+2)
dedurne che

2:: 3n + 1)(3n +2)

23.19 Esercizio. Provare che

/oo pa—1 Fa f:
o et —1 ‘ n+1)a'

Jj=0

23.20 Esercizio. Provare che

L arctant ™
——— dt = = log(1 + V2).
/0 — 5 log( )

23.21 Esercizio. Calcolare

2 /] 1
. + / vt \:1: lim / rrvi + Viz dx
— o0 0

1 1+t2x2 t—0+ t+x

23.22 Esercizio. Mostrare che per a > 0

n oo
. T\ _ _
lim (1 - —) 2 ldx = / e Tz dg.



