4. Richiami: sistemi lineari e
matrici

Vettori

4.a Combinazioni lineari

Indichiamo con R™ 'insieme delle n-uple ordinate di elementi di R,
R™ := {x: (zt, 2%,...,2") |2' €R, i= 1,...,n}.

Si dice che x = (2!, 22,...,2") € R™ & un vettore di R" di componenti

xbt 2%, 2,

4.1 Convenzioni. Indichiamo le componenti di un vettore con un indice posto
in alto. Conviene distinguere tra i vettori o n-uple di R™ —che sono oggetti
matematici— e la loro rappresentazione grafica sulla carta. In particolare, in
connessione con il prodotto righe per colonne ¢ d’uso disporre le componenti di
un vettore in colonna. Ad esempio si dovrebbe scrivere: “sia

una forma di scrittura assai poco pratica. Pertanto quando non assolutatmen-
te necessario, si preferisce scrivere le componenti in riga come in “sia x =
(1, 2%,..., 2") € R ",

Dati k scalari A*, A\2,..., \¥ € R e k vettori
1 1 1
aj as aj,
2 2 2
a? . a3 . a;
ap = , A2 1= 3 y A 1= )
n n n
ay ay ay

si forma il vettore combinazione lineare di a1, ..., ar a coefficienti A1, A2, ..., \¥
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Mal + Nad + ... \ka? Z§:1 Na¥

4.2 Definizione. Si dice che

o un insieme W C R"™ é un sottospazio vettoriale se tutte le combinazioni lineari
finite di vettori in W sono ancora in W,

o Dato un insieme di vettori {ai, as,..., ax}, lo spazio vettoriale di tutte le
combinazioni lineari di a1, as, ..., ap si chiama sottospazio vettoriale generato
da {a1, as,..., ar} e si indica con

k
IAL AR tali che w = Z)\iai}

i=1

Span{al, as,..., ak} = {w e R"”

o k vettori ay, ag, ..., ar € R™ sono linearmente indipendenti se da

A1a1+...+)\kak:0, Al,AQ,...,)\kER

segue che \! = .- = \F = 0.
Sia W un sottospazio di R™. Un insieme di vettori B C W linearmente indi-
pendenti che genera W si chiama una base di W. Se (a1, as,..., a;) ¢ una base
ordinata di W, allora ogni x € W si scrive in modo unico come z := Zle 2'a;. La
n-upla (z1, 22,..., 2¥) sono le coordinate di x rispetto alla base (a1, as, ..., ax).
Ovviamente R™ & uno spazio vettoriale e le n-uple e; := (1,0,...,0), eg :=
(0,1,...,0),..., e, =(0,0,...,1) formano una base ordinata di R™ essendo
X1 1 0 0
X9 0 1 0 n .
=z'| | +22 | +-4+2"| :leei. (4.2)
: : : : i=1
Ty 0 0 1
(e1, €2,..., ey) ¢ la cosiddetta base ordinata canonica o standard di R™.

Si dimostra che

4.3 Teorema. Ogni sottospazio W C R™ ha una base e tutte le basi di W hanno
lo stesso numero di elementi. Questo numero si chiama la dimensione di W e si
indica con dim W. Inoltre

(i) dim W <n,
(i) se k =dim W, allora k vettori di W linearmente indipendenti formano una
base di W,
(iii) se k = dim W, allora dati h < k vettori vy, ..., v} linearmente indipendenti
di W si possono trovare ulteriori (k — h) vettori vp41,...,v; in modo che
(v1, va,..., v) sia una base di W.
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(Ag;)l a% a% ... al
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x
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(Az)™ a™ ai* ... ap

Figura 4.1. Il prodotto righe per colonne di A € My, con x € R™.

Applicazioni lineari

4.b Prodotto righe per colonne di matrici

Sia A € M, »(R) una matrice a m righe e n colonne, o come si dice una matrice
m x n. Indichiamo con a; I’elemento di A nella posizione riga i e colonna j. Per

1 2

ogni x = (at, 2*,..., ™) € R"™, il prodotto righe per colonne di A per x & il

vettore di R" indicato con Az,
Az = ((Az)', ... (Az)™),

di componenti date da
n
(Ax)’ ::Za}z], i=1,...,m,
j=1

o piu esplicitamente

atzt +ala® +---+ala®

Az)!
(Az) atxl +a3x® + -+ aZa®
Ax)™ ’
(Az) a’lnzl + agnxQ + - Fapta”
Si osservi che, se a1, as,...,a, sono le colonne di A e si scrive

A= {al‘ag‘ ...‘an},

allora
Az =zatay + 2%as + ... 2 a,.

4.c Applicazioni lineari e matrici

Una applicazione A : R™ — R™ si dice lineare se

Az + py) = ANA(z) + pA(y) Yo,y € R™, VA pu € R.

In particolare A(0) = 0. Per induzione si verifica subito che A : R"

lineare se e solo se

(4.3)

— R™ ¢
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A( i )\ivi) - i X A(vi) (4.5)

per ogni k € N, per ogni A', \2,..., \¥ € R e ogni vy, va,..., v € R™.
Applicazioni lineari da R™ su R™ e matrici m X n sono in corrispondenza
biunivoca.
Se A € M,, »(R), si verifica subito che la mappa A : R" — R™ definita da

A(z) = Az righe per colonne

¢ lineare. L’applicazione x — Ax si chiama ’applicazione lineare associata alla
matrice A.

Viceversa, sia L : R® — R™ un’applicazione lineare, e sia L la matrice le
cui colonne sono nell’ordine i vettori immagini L(ey), L(ea),. .., L(e,) della base
standard di R"”,

L= [L(el)}L(eZ)} }L(en)}.
Allora per ogni z = (z!, 2%,..., 2™) segue dalle (4.2) e (4.5) che
L(z) := 2" L(ey) + 2*L(es) + ... 2" L(e,) = Lz

righe per colonne. Si dice che L ¢ la matrice associata all’applicazione lineare L.

4.d Nucleo e immagine
Sia A € M, ,(R) e sia A : R® — R™ Dapplicazione lineare associata ad A,

A(z) = Az, z € R".
L’immagine di A e il nucleo di A sono rispettivamente

ker A := {:c e R"

Az:()},
ImA:— {y eRm’3 2 € R” tale che Az :y}.

ker A & un sottospazio vettoriale di R™ ed ¢ facile provare che A ¢ iniettiva se
e solo se ker A = {0}. In questo caso si dice che la matrice A & non-singolare.

Im A & un sottospazio lineare di R™ e in effetti & 'insieme delle combinazioni
lineari delle colonne (ai, az, ..., a,) di A,

Im A = Span {al, ag, ..., an}.

In altre parole le colonne di A sono un insieme di generatori per Im A. La di-
mensione di Im A & dunque inferiore o uguale a min(n,m) e si chiama anche
rango della matrice A e si indica con Rank A. Evidentemente A ¢ surgettiva se e
solo se Im A = R™ o, equivalentemente, se e solo se dimIm A = m. Si prova poi
I'importante formula del rango

dimker A +dimIm A = n. (4.6)

Segue in particolare che, se A é una matrice quadrata, A € M, ,(R), allora la
mappa x — Az, x € R™, é surgettiva se e solo se & iniettiva.
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4.e Prodotto fra matrici

Se A € M, (R) e B e M, 4(R), e definito il prodotto righe per colonne di A
per B come la matrice C € M, 4(R) il cui elemento ¢} di posto riga i-esima e
colonna j-esima, 1 <i <p, 1 <j <gq, ¢ dato da

c; = (AB); = Za};bﬁ
k=1

essendo aé, b; rispettivamente gli elementi delle matrici A, B di posto riga i-esima

e colonna j-esima. E facile verificare che

(i) il prodotto di matrici ¢ associativo, i.e., (AB)C = A(BC),
(ii) il prodotto di matrici & distributivo, i.e., (A + B)C = AC + BC,
(iii) il prodotto di matrici non é in generale commutativo, AB # BA; anzi, non
¢ detto che si possa eseguire BA, anche se si puo eseguire AB.
(iv) puo accadere che AB sia la matrice nulla senza che né A né B lo siano.

Il prodotto righe per colonne fra matrici corrisponde alla composizione delle
applicazioni lineari associate. Infatti, siano A € M, ,,(R), B € M, ,(R) e siano
A:R" - RP e B:R?Y — R" le applicazioni lineari associate rispettivamente ad
A e B. Allora Va € R?

Ao B(x) = A(B(z)) = A(Bz) = A(Bx) = (AB)x

righe per colonne.
Segue dalla formula del rango

4.4 Proposizione. Sia A € M, ,(R) e A(x) := Az righe per colonne. Sono
fatti equivalenti

(i) A é bigettiva,
(ii) A é non singolare, ker A = {0},
(iii) esiste B € My, ,(R) tale che AB = Id,,
(iv) esiste B € M, »,(R) tale che BA = Id,,

4.f Matrici e sistemi lineari

Le proprieta delle applicazioni lineari sono strettamente legate alla risolubilita
dei sistemi lineari. Sia dato il sistema lineare

atz! +aya® + - +ala™ = b,
aix! +a3a® + - +aZa" = b7, (4.7)

alal +ala® + -+ ala™ = b

Se si ordinano in una matrice A € M, ,,(R),
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ap a3 a,
ai a3 ay,
A= . R
m m m
al™ aft ... al
i coefficienti del sistema lineare in (4.7), in un vettore z = (x!, 2%,..., 2") € R"
le n incognite zt, #2,..., 2" € R e se si indica con b := (b,...,b™) € R™ il

vettore dei termini noti, il sistema (4.7) si riscrive in modo pit compatto come
Az =h. (4.8)

Si prova, ad esempio usando la formula del rango e il metodo di eliminazione
di Gauss per la risoluzione dei sistemi lineari

4.5 Proposizione. Sia A € M,, ,(R). Si ha

(i) se n > m, il sistema Ax = 0 ha sempre soluzioni non nulle,
(ii) (RoucHE-CAPELLI) Az = b ¢é risolubile se e solo se, dette a1, as, ..., ap le
n colonne di A, si ha Rank[ay | ... |a,] = Rankay | ... |an|b].
(iil) se m = n, il sistema Ax = b & risolubile per ogni b € R™ se e solo se Az =0
ha la sola soluzione nulla,

Inoltre, se AT € My, ,(R) indica la matrice trasposta di A, ie., (A7)} := Al
allora

Rank AT = Rank A. (4.9)
4.g Determinante
Sia A € M,, ,(R). Se ay, as, ..., a, sono le n colonne di A, scriviamo
A = {al}ag} an}.

4.6 Definizione. II determinante ¢ I'unica funzione det : M, ,(R) — R con le
seguenti proprieta.

(i) (LINEARITA SU CIASCUNA COLONNA) per ogni a},a € R", i =1,...,n, e
AeR

det [...,a;Jrag’,...} = det [...,a;,...} + det [...,a;’,...],

det [...,)\ai,...} = Adet {...,ai,...},

(ii) (ALTERNANZA) scambiando tra loro due colonne adiacenti, il determinante
cambia segno,

det [...,ai,aiﬂ,...} = — det [...,ai+1,ai,...}.
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(iii) (NORMALIZZAZIONE) det Id,, =1, essendo 1d,, la matrice n x n data da

1 0 ... 0

0 1 0
Id,, =

Do 0

0 0 1

La proprieta di alternanza e di linearita implicano in particolare che det A = 0
se A ha due colonne coincidenti,

det {...,ai,...,a]—,... =0

se a; = a; per qualche i # j.
Si calcola il determinante mediante le formule induttive di Laplace di sviluppo
per colonna e per riga

S det A =) "(=1)"7 Al det MJ(A),

Jj=1
Opn det A = Z(*l)jJrhA?c det M}, (A),
i=1

essendo M?c (A) la matrice ottenuta da A cancellando la riga j-esima e la colonna

k-esima e
1 seh=k,
Okn =
0 seh#k
il simbolo di Kronecker. Un’altra formula importante e
12
detA = Z (—1)0a6(1)a0(2) . G/Z(,n),
oc€Pn
dove la sommatoria ¢ estesa all'insieme P, delle permutazioni di n elementi e

naturalmente A = (aj).

4.7 Teorema. Si ha

(i) una matrice A n x n é non singolare se e solo se det A # 0,
(ii) (DETERMINANTE DELLA TRASPOSTA) det AT = det A,
(iii) (FORMULA DI BINET) det AB = det A det B.

La formula induttiva di Laplace perpette di calcolare i coefficienti dell’inversa
di una matrice invertibile. Per ogni A € M, ,,(R) indichiamo con cof(A) €
M, o (R) la matrice dei cofattori di A,

cof (A)! := (—1)""7 det M7 (A).

J

Attenzione, qui la posizione degli indici ¢ scambiata. La formula di Laplace di
sviluppo del determinante per colonna si riscrive allora come

Acof(A) = det A Id,,, (4.10)

e si ha
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4.8 Proposizione. Sia A € M,, ,(R) non singolare, det A # 0. Allora

(i) (FORMULA PER L'INVERSA)

A~! ! cof (A).

T detA
(ii) (REGOLA DI CRAMER) II sistema Az = b, b € R™, ha una unica soluzione
data da 1ot B
_ (12 n i_ el b;
x=(x, z% ..., "), T ot A
dove
Bi::[all...’ai,l‘b‘awl‘...‘an}

¢ la matrice n x n ottenuta sostituendo la colonna i-esima di A con la
colonna b.



