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1. Il metodo dei minimi quadrati

1l.a Minimi quadrati lineare

Supponiamo di avere dei dati sperimentali, ad esempio numeri y1, y2,..., yn e di
voler dare un senso ai dati, naturalmente all’interno di una ipotesi sulla struttura
dei dati.

Nel caso del modello lineare si suppone che i dati debbano essere combinazioni
lineart note di parametri arbitrari: supponiamo cioe di avere una mappa lineare
assegnata A : R¥ — R e, per ogni valore dei parametri z = (21, x2,..., 2}), di
considerare la N-upla dei relativi valori attesi Alz,... ANz righe per colonne.
Se, come ¢ naturale, rappresentiamo i valori attesi per il parametro x come la
N-upla Az di RV, 'insieme dei possibili valori attesi &

{z € RY |3z € R*tale che Az = z} =Im(A).

Si vuole ora selezionare il valore del parametro € R* in modo da minimiz-
zare una assegnata funzione errore o costo che misura lo scostamento tra i dati
sperimentali e i valori attesi,

C(z) .= F(Auz,y).

La scelta di C(x) puo’ essere fatta in base a consideriazioni di ordine vario, ad
esempio sulla base di considerazioni statistiche sulla distribuzione degli errori.

Nel caso del metodo dei minimi quadrati, I’errore da minimizzare e lo scarto
quadratico medio tra i valori attesi e i valori misurati,

N
Clw) = Y |A% — > = | Az — yf? — min,
=1

0, piu in generale,

C(x) = || Az —y?

dove || || @ una norma derivante da un prodotto scalare in R¥. Il problema dei
minimi quadrati € dunque il seguente:

Assegnati un punto y € RN, una mappa lineare A : R* — RN e un prodotto
scalare - e - in RN, trovare x € R¥ tale che

C(z) = (Az —y) e (Az —y) = ||[Az —y||? sia minimo.

In base al teorema della proiezione ortogonale, si tratta di trovare z € RF in
modo che Az sia il piede della perpendicolare a Im (A) per y. Dunque
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y— Az 1L Im(A)

e, per il teorema dell’alternativa, y—Ax € ker A*, i.e., x & soluzione dell’equazione
canonica
A"Az = A%y, (1.1)
Se A*A ¢ invertibile (il che accade se e solo se ker A = 0), allora vi ¢ un’unica
soluzione
z:=(A*A)"1A*y
e ’errore commesso vale

2 —1 2
Clz) = [|Az —y[|” = [[A(ATA) A"y —y|".
1.1 Esercizio. Sia A : R¥ — RY lineare iniettiva. Allora 'operatore di proiezione ortogonale
P :RY — RV sullimmagine di A &
P=A(A*A)"1A™

La risoluzione numerica dell’equazione canonica si opera riducendo la matrice
simmetrica associata a A*A a forma canonica, ad esempio mediante 1’algoritmo
SVD,

A*A =R"LR, R7=R"! L=diag(\,...,\),
e quindi calcolando per ogni i = 1,...,n y' := (RA*b)"/\; e quindi z = RTy,
— 1 2 n
y_(y y Y e Y )

1.b Minimi quadrati non lineare

Analogamente, se il modello per i dati dipende in modo arbitrario ma C* dai
parametri, i.e., se si suppone che i valori attesi siano dati da una assegnata
funzione ¢ : R¥ — RY di classe C' dei parametri, il relativo problema dei
minimi quadrati (questa volta non lineare) diventa quello di troavare z in modo
da minimizzare la funzione

z — |lp(z) —yl>.
Si ha

1.2 Proposizione. Se xy ¢ un minimo relativo per ||¢(x) —y|| allora zy soddisfa
il sistema di equazioni non lineari

[Deo(zo)]" (w(20) — b) = 0. (1.2)
Dimostrazione. Per il teorema di Fermat se xg € un tale punto di minimo,
N
A||p(z) — yl|? L
0= DI (1) = 23 (o) - ) D (a0)
i=1
e dunque y — ¢(xg) L ker Dp(x) = TanzyIm (p). |

1.3 Esercizio. Supponiamo che un sistema sia descritto da una funzione lineare y = mx + q.
Siano (z;,¥;) n punti sperimentali in R?. Determinare m, ¢ dai dati sperimentali in modo da
minimizzare lo scarto quadratico medio, i.e. la funzione
n
2
S(m,q) = > (yi — mai — q)°.

i=1
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2. Il teorema di punto fisso di
Banach

Sia X uno spazio metrico. Una mappa T : X — X si dice una contrazione se
esiste k, 0 < k < 1, tale che d(T'(z),T(y)) < kd(z,y) Vz,y € X. Una contrazione
¢ una funzione lipschitziana con costante di Lipschitz strettamente minore di 1,
in particolare ¢ una funzione continua su X. Si dice che z € X ¢ un punto fisso
o punto unito per T : X — X se T'(x) = x.

2.1 Teorema (del punto fisso di Banach). Sia X uno spazio metrico com-
pleto e T : X — X una contrazione, i.e., esiste k, 0 < k < 1, tale che

d(Txz,Ty) < kd(z,y) Va,yeX.

Allora T' ha un unico punto fisso. Inoltre per ogni x¢ € X, la successione {z,}
definita per n = 1,2... da z,41 := T(x,) converge geometricamente a x e
valgono le stime

k,n

1-k
k

d([En,ﬂf) < d(x1>$0)>

d(Tps1,2) < md(ﬂfn%xn)’
d(fpn-‘rlv‘r) é k‘d((]ﬁ‘n,ﬂf)

Dimostrazione. (i) (UNICITA) Se z e y sono due punti fissi, da d(z,y) = d(Tz, Ty) < kd(z,y),
0 <k <1segued(z,y) =0, ie,z=uy.

(ii) (ESISTENZA) Sia zg € X e per n > 1 sia xy41 := T(xn). Si ha
d(Tn+1,2Tn) < kd(@n,n—1) < k"d(x1,20) = k"d(T(x0), x0),
dunque per la disuguaglianza triangolare, per p > n
p—1

p—1
d(zp,xn) < D d(wjer,2) < Y K d(z1,a0) <
j=n

j=n

k’I’L
1-k

d(z1,z0) — 0

per n,p — oo. Quindi {z,} & di Cauchy e converge. Il limite & necessariamente un punto fisso,
come si vede passando al limite per n — oo nella relazione 41 = T'(z,). Lasciamo al lettore
la facile dimostrazione delle stime di convergenza. O

Osserviamo che la prima stima nella tesi del Teorema 2.1 permette di stimare
il numero delle iterazioni sufficiente a raggiungere una fissata approssimazione.
La seconda stima invece permette di valutare ’accuratezza di x,,1 come valore
approssimato di z in termini di d(z41, Zn).
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2.2 Esercizio. Sia ¢ : X — X una applicazione anche non lineare da uno spazio di Banach in
sé e y € X. Vogliamo risolvere I’equazione

b(x) =y. (2.1)
(Si pensi ad esempio ad X = R™. In questo caso la (2.1) & un sistema di n equazioni ad n
incognite, in generale nonlineare).

Scrivendo ’equazione come z = z — ¢(x) + y e ponendo g(z) := z — ¢(x) + y la (2.1) &

equivalente a trovare i punti fissi di g, i.e., gli « tali che

x = g(x).
Pertanto, se g & una contrazione su X, segue dal teorema di punto unito che ¢(x) = y ha una
ed una soluzione Z. Inoltre ogni successione {x,} definita da

z9 € X
o= (2.2)
Tl =Tn — G(Tn) +¥y
converge con velocita almeno esponenziale ad . Un caso particolare & quello in cui X =R" e
¢(x) = La & lineare. In questo caso g(z) = (Id — L)z + y e g & una contrazione se e solo se L &
sufficientemente vicina all’identita, || Id — L|| < 1. Infatti

— Id—-L —
sup lg(z2) —g(z1) _ sup I( ) (w2 — z1)]
z1,20€R"  |T2 — 1| x1,x0ER™ |x2 — x1]

— -1,
Inoltre (2.2) si riscrive come
n
k=0

e quindi per n — oo

T=» (Id—L)*y
k=0

2.3 Esercizio. Una piccola variante del risultato precedente & la seguente. Sia ¢ : X — X una
applicazione da uno spazio di Banach X in sé e si voglia risolvere per un dato y € X ’equazione

b(z) =y
Sia M un operatore invertibile noto M : X — X. Riscrivendo ’equazione ¢(x) = y come
Mx = Mz — ¢(x)+vy, & facile convincersi che z & solusione di ¢(x) = y se e solo se x & un punto
fisso di
x=T(x), T(x) =a— M 1é(x)+ M 1y

Dal teorema delle contrazioni si conclude quindi che se T' & una contrazione su X allora ¢(x) =y
ha un’unica soluzione T € X e la successione

xg € X,

Tngl = Tn + M 1p(zn) + M~y

converge ad T con velocita esponenziale.

2.4 Esercizio. Provare il seguente

Teorema. Sia A € Mp »(C). La serie a valori matrici Y o2 A”ZLH converge in ogni z con

|z| > ||A]|, la matrice (Id — %) ¢ invertibile e

S —
gAnzin - (Id— %) g

2.5 Esercizio. Sia X di Banach e T': X — X lipschitziana. Provare che se p & abbastanza
grande in valore assoluto allora, per ogni y € X, ’equazione

T+ px =1y

ha unica soluzione.
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3. Invertibilita di mappe R" — R"

Sia f : @ C R™ — R™ una applicazione. Se f ¢ lineare, f(z) = Az, A € M, ,(R),
Iinvertibilita di f, i.e. la risolubilita in © di Ax = y per ogni y € R™, & equivalente
all'invertibilita della matrice A e questa alla condizione det A £ 0.

Per funzioni f : R — R derivabili, abbiamo visto con i metodi del calcolo che
la condizione f" > 0 (o f’ < 0) & sufficiente a garantire la monotonia e quindi
la invertibilita di f e la derivabilita della funzione inversa. Inoltre per funzioni
con derivata continua l'essere f’(zg) # 0 in un punto xg, assicura l'esistenza di
un intervallo I(xg,7) su cui f’(z) ha lo stesso segno di f’(x¢), da cui la stretta
monotonia, la continuitd, la derivabilitd di (fj;)~! e la formula

vy € f(I(zo,7)).

Per funzioni f : R® — R™ di classe C*, la condizione f'(x¢) # 0 in una varia-
bile, viene sostituita dalla condizione det D f(z() # 0 di non degenerazione della
matrice jacobiana, una similitudine piuttosto naturale se la si interpreta geome-
tricamente come una condizione di non degenerazione dell’applicazione lineare
tangente h — D f(xg)(h), o, se si vuole, di non degenerazione dello sviluppo di
Taylor al primo ordine di f in zq,

f(z) = f(zo) + Vf(zo) ® (x —x0) + o|z — x0]) per z — xp.

Sia f = (f', f%,..., f*) una applicazione da un aperto Q2 C R"™ in R”,
n > 1, di classe C'. Ricordiamo che flu denota la restrizione di f ad U C 2
e che con xg + U si intende il sottoinsieme {z € R" |2z — z¢ € U}, ad esempio
zo + B(0,7) = B(zo,T).

3.1 Definizione. Una funzione f : 0 C R™ — R" si dice localmente invertibile
se per ogni x €  esiste un intorno U di x tale che f|y ¢ iniettiva.

3.2 Teorema (di invertibilita locale). Sia f : @ — R™ una applicazione di
classe C*, k > 1, definita su un aperto  C R" e sia xg € 2. Se det D f(zq) # 0,
allora esiste un intorno aperto U di x¢ tale che

(i) f ristretta ad U é iniettiva,
(ii) V := f(U) é aperto, f & aperta e (f‘U)*l ¢ continua,
(iii) (fjy)~':V — U e di classe C* ed inoltreV y € V

-1

D(fiv) ' (y) = {Df(x)] z = (fir) " (). (3.1)
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Pertanto, se Q2 ¢ aperto in R™, f: Q — R™ ¢ di classe C*(Q2) e det Df(x) # 0
YV € Q, allora f & localmente invertibile, aperta e con inversa di classe C*.

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre che g = 0 e che f(zg) = 0.

Passo 1. Per comodita siano
M:=Df(0)"} M:=|M|| e F()=f(z)-Df(0).
Riscriviamo ’equazione f(x) =y come
=z +M(-f(z) +y)
Evidentemente f(z) =y se e solo se & un punto unito x = Tyz per la mappa
Ty(z) := 2z — Mf(z) + My = —MF(z) + My.

Essendo f € C1(Q, R™) per ipotesi, esiste 7 > 0 tale che

1
sup [[Df(2) — Df(0)|| < —
llzll<r 4M
e dalla formula del valor medio,
1 -
|F(z) — F(2)] < m|:p—z| Vz,z € B(0,r). (3.2)

T

Sia X := B(0,7) C R™. Proviamo che T} & una contrazione su X per ogni y € B(0, 577 )-
Si ha infatti per ogni x,z € B(0,r)

Ty (z)| = My — MF(z)| < [My|+ [MF(z) — DF(0)|

1 r r 3
< M I —— — 0] = - —- = —
S Mlyl+ Mpple =0l =5+ 3 =7

1 1
Ty (z) — Ty (2)] = IMF(2) — MF(2)| < M|z — 2| = - o — 2|

Dunque per ogni y € B(0,r/(2M)) la funzione x — Tyx & una contrazione su X con fattore
di contrazione inferiore a 1/2 e con immagine in B(0,3r/4). Essendo X uno spazio metrico
completo, segue dal teorema di punto fisso di Banach ’esistenza di un unico = € B(0,3r/4)
tale che © = Tyx, equivalentemente ¢(z) = y.

Ponendo U := f~1(B(0,r/(2M))), V := B(0,r/(2M)), si & cosi provato che f|;; & invertibile
e gindi la (i).
Passo 2. Dimostriamo ora la (ii). Basta provare che (f|U)_1 : V' — U é continua. Poniamo per
comodita per y,w € V x := (f|U)_1(y) ez:= (f‘U)_l(w). Si ha allora dalla (3.2)

|IDf(0)(z = 2)| = [ = f(z) + Df(0)x + f(2) — Df(0)z + f(z) — f(2)]
S| F(x) = F)| + [f(2) = f(2)]

1
< o o= 2l +17(@) - £(2)
da cui 1
o= 21 < o — 2l + Mf (@) - £(2)
)™ ) — o)™ @)l < 5y —wl (33)

Passo 3. Resta da provare la differenziabilita dell'inversa di f|y, g := (f|U)_1 in ogni punto
y € V = f(U). Non & restrittivo supporre che y = 0 e che g(0) = 0. Posto = = g(z) si ha

g(z) —Mz=a2—Mf(z) = —MF(x)

e d’altra parte dalla (3.3) |f(z)| > %Lﬂ e quindi

4 novembre 2004 Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica
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20(|z])

lg(z) —Mz| _ [M(f(2) - Df(0)x)| [z| _ , ollz]) l|z|
o

£ |z [F@) = el (@)

Quando z — 0 anche z = g(z) — 0 per la continuita di g. Il secondo membro tende quindi a
zero per z — 0. g & quindi differenziabile con Dg(0) = M = D f(0)~!.

Infine se f di classe C¥, k > 2, segue immediatamente dalla (3.1) che (J"W)_1 ¢ di classe

ck (V). i

<2m
-3

3.3 Osservazione. Con riferimento alla dimostrazione del Teorema 3.2, ricor-
diamo che il punto fisso di una contrazione si ottiene con un processo di appros-
simazione. La dimostrazione del teorema si basa quindi su un algoritmo. Con le
notazioni del Teorema 3.2, per ogni y € B(0,r/(2M)), si ¢ infatti provato che le
successioni definite da

xg € B(0,r),
Try1 = 2 — Mf(2r) + My,

convergono tutte con velocita almento esponenziale all’'unica soluzione z di

f(z) =y in B(0,r).

Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica 4 novembre 2004
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4. Sistemi di equazioni
differenziali ordinarie lineari

In questo capitolo discutiamo l’esistenza e la risolubilita del problema di Cauchy
associato ad un istema di N equazioni lineari omogenee, i.e., della esistenza e
unicita di una funzione X : [0,7] — C¥ di classe C'* soluzione del sistema

X(0) = Xo, (4.1)
X't)=A)X(t)+ F(t), Vt € [0,T]

pensando come assegnati il dato iniziale Xo € CV, la funzione a valori matrici
t — A(t) e il termine noto F : [0,7] — RYN. Supporreme sempre che A(t) e F(t)
siano funzioni continue.

4.a Esistenza e unicita

Indichiamo con [[A[| := sup),—; [Az| la norma di A € M,, ,, im modo che
|Az| < [[Al[|z]  Va,

e con

M= sup [|A(E)]]
te[0,T)

Si ha

4.1 Teorema. Il problema di Cauchy (4.1) ha una e una sola soluzione. La si
puo’ ottenere come limite uniforme della successione {«,,(t)} di funzioni definite
iterativamente da

{Oéo(t) = Xo, t (4.2)
any1(t) == Xo + [y (A(s)an(s) + F(s))ds.

4.2 Lemma. Sono fatti equivalenti

(i) X(t) & di classe C1(]0,T]) ed ¢ soluzione di (4.1),
(ii) X(t) é continua e

X(t)=Xo+ /0 (A(s)X(s)+ F(s))ds. (4.3)

Dimostrazione. Applicare il teorema fondamentale del calcolo. O
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La (4.3) caratterizza la soluzione X (¢) di (4.1) come punto fisso per la mappa
t

T:X(t) — Xo —|—/ (A(s)X(s)+ F(s))ds. (4.4)
0

Proviamo il Teorema 4.1 tesi applicando opportunamente il teorema di punto
fisso.

Sia v > 0 un numero che sceglieremo fra breve. Consideriamo lo spazio S
delle funzioni continue su [0, 7] a valori in RY. La quantita

X1y = sup_ (1X(t)]e)
0,7

B te|

ha evidentemente le proprieta di una norma (& finita su ogni funzione continua
su [0, T, & positivamente omogenea, vale la diseguaglianza triangolare e vale zero
se e solo se X (t) =0) e dunque (S, || ||y) € uno spazio normato. Poi

e X |ooyj0,71 < 11Xy < 11X 00,077

dunque le successioni convergenti e le successioni di Cauchy per la norma || ||,
sono rispettivamente le successioni convergenti e le successioni di Cauchy per la
' Poiche’ C9([0,T], R™ 1 if ¢
norma uniforme || || j0,7]- Poiche ([0, T],R™) con la norma uniforme ¢ uno
spazio di Banach, si conclude che (S, || ||,) € uno spazio di Banach.
Proviamo ora

4.3 Proposizione. La mappa T : S — S definita in (4.4) é una contrazione per
la norma || || se
v >M:= sup [[A(t)]].
t€[0,T)

Dimostrazione. Infatti VX, Y € Set € [0,T],

ITX (1)~ TY (1)] = | /0 A(s)(X(s) - Y(s)) ds

t
_ ’/ A(s)(X(s) — Y(s))e "5e7" ds
0
t
< [ IAGI(X() - Y(s)le™*) e ds
0
¢ M
<MIX =Y, [ etds = Zx - v,
0 8
da cui passando al sup,
M
ITX = TYlly € ZIX = V.

O

Dimostrazione del Teorema 4.1. Scegliamo v = 2M. Per la Proposizione 4.3, T : S — S € una
contrazione. Dugneu T ha un unico punto fisso, i.e., esiste un’unica funzione continua X (¢)
soluzione di (4.3). Il Lemma 4.2 assicura allora che X (t) trovata ¢ la soluzione cercata del
problema, e I'algoritmo di calcolo fornito dal teorema di punto fisso si traduce in questo caso
nello schema di approssimazione (4.2). m]

4 novembre 2004 Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica
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4.4 Osservazione. Supponiamo per un momento che A sia costante. In questo
caso le approssimazioni della soluzioni sono

e dunque ¢ ragionevole indicare la soluzione X (t) del problema (4.1) con

A"t
X(t):(Z — )XO —. etAX,.
n=0 :

4.b La matrice di transizione

Per ogni (tg,xo) € I x R™, il sistema di equazioni differenziale in forma normale
¥ =At)r+ F(t), A € 01, M, »(R)), F € CO(I,R™),

ha una ed una sola soluzione z(t) = x(t;t, 7¢) definita su tutto I, di classe C* e
tale che z(tg) = xg, cfr. Teorema 4.1. Nel caso omogeneo,

2 = A(t)x, A € (1, M, ,(R)),
Papplicazione xg — x(t;tg,z9) da R™ in sé & chiaramente lineare; resta quindi
associata una matrice W (¢, 1) tale che
.Z'(t; to, .T()) = W(t, to)(L‘O

La matrice W (t, s) si chiama matrice di transizione (dallo stato al tempo s allo
stato al tempo t) e ogni soluzione z(t) di ' = Ax verifica

z(t) = W(t,s)z(s) Vi, s € 1.

Per definizione le colonne Wy, W, ..., W, della matrice di transizione W (¢, s),
sono rispettivamente le soluzioni dei problemi di Cauchy

/ — .
{Wju)—A(t)WJ(t), P
Wi(s) =¢;
dove {e1, ea,..., e,} ¢ la base canonica di R™. Sono quindi una base dello spazio

delle soluzioni dell’equazione omogenea z’ = A(t)x. Viceversa se Z(t) : I — M,, ,,
ha come colonne n soluzioni di 2’ = A(t)z, allora

Z(t) = W(t,s)Z(s)
e, se det Z(t) # 0 Vt, Z(t) si chiama una una matrice fondamentale del sistema e

W(t,s) = Z(t)Z(s)"".

4.5 Proposizione. Sia W(t,s) la matrice di transizione associata ad A(t),
allora

Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica 4 novembre 2004
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(i) W(t,t) = Id per ognit € I,
(ii) W(t,s)W(s,r) = W(t,r),
(iii) W(t,s)™" = W(s,1),
(iv) Si ha
OW (t, s) OW (t,s)
5 = ADW(), 5s = " W(t s)A(s).

(v) Vale I'equazione di Liouville
% det W (t,s) = tr (A(t)) det W (t, s),

ed in particolare la formula di Abel

det W(t, 5) = exp ( / i A() d7>.

Dimostrazione. Lasciamo al lettore la verifica delle (i) (ii),... (iv) e proviamo (v). Abbiamo

W(t+¢5) = W(t+ ¢, )W(t, s) = (Id + ea(;v (t,t) + o(e))W(t, $)
- (Id FeA(t) + o(e))W(t, s) = (Id + eA(£))W(L, 5) + o(e)
e quindi
det W(t + ¢€,s) = det(Id + eA(t)) det W (¢, s) + o(€) = tr A(t) det W (¢, s) + o(e)

da cui (v). O
4.6 Esercizio. Provare che

Proposizione. Una matrice Z le cui colonne sono soluzioni del sistema =’ = A(t)z & una
matrice fondamentale se e solo se esiste tg € I tale che det Z(to) # 0.

[Sugg. Usare la formula di Abel.]

4.7 Esercizio. Osservando che W(t,s) = W(t,t9)W (to,s), provare che W(t, s) & di classe
C' (nella coppia di variabili (¢, s)).

Per verifica diretta o con il metodo della variazione delle costanti, cioe cer-

cando una soluzione particolare del tipo u(t) := W(t,s)c(t), ¢(t) € R", si
conclude

4.8 Teorema. La soluzione del problema di Cauchy

{x’ = A(t)z + f(t),
(L‘(t()) = X0
¢ data da .

x(t) = W(t, tg)zo + /t W(t,r)f(T)dr

dove W (t, s) & la matrice di transizione associata a A(t).
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4. Sistemi di equazioni differenziali ordinarie lineari 17

Definiamo per induzione

Wo(t, s) = Id, (45)
Wiii(t,s) = [FA(T)Wi(r,s)dr, k>0, '

cioe
w (t,s) = 1Id,
1(t,8) f A(r
Wi (t,s) f fﬂ“ ff A(rg) - A(m)dr -+ -drg, k>2.
Applicando il teorema delle contrazioni come nel caso del teorema di esistenza,

cfr. Vol. III Cap. XI Sez. 3.1, e usando la linearita, si trova

4.9 Proposizione. Per ogni intervallo J CC I

t— sk
k!

Wit s)] < [|AJE ] Vs €,

dove ||A||oc,s = sup,c; ||A(t)||. Quindi la serie Y p-, Wi(t,s) converge unifor-
memente sui compatti di I x I alla matrice di transizione,

= Wit s),
k=0

e vale la stima

(W (t,s)|| < elt=slliAllcs i g e Jcc T

4.c Sistemi a coefficienti costanti

Supponiamo ora che A(t) commuti con

- /:A(T)dT

Questo succede ad esempio se A(t) e A(T) commutano per ogni t e 7,
[A(t), A(7)] := A(t)A(T) — A(T)A(t) = 0,
in particolare, se A(f) := A ¢ una matrice costante. In questo caso

LB (1) = kB (1)B/(1) = KBF (1A(),

Si ricava allora dalla (4.5) che, per k > 0,
Wilt, ) = 2B ()

e quindi
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18 4. Sistemi di equazioni differenziali ordinarie lineari

W(t,s) = g% %Bk(t) = exp (/t A(7) dT>,

Nel caso in cui il sistema ha coefficienti costanti, A(t) = A, si ha allora

Wi(t,s) =elt=9A

(4.6)

Notiamo che questo implica che W(t,s) = W(t — s,0) e che per ogni matrice
fondamentale Z(t) di 2’ = Az, si ha Z(t)Z(s) ™! = Z(t—s)Z(0) "1, formule queste

ultime che si possono provare direttamente. Concludiamo quindi

4.10 Proposizione. Sia A € M, ,,. La soluzione del problema di Cauchy

{az'(t) = Ax(t) + f(1),
z(to) = o
e data da .

z(t) = et Ar + / e(t=3)A f(s) ds.

to

4.11 Esercizio. Sia Z(t) la matrice fondamentale con Z(0) = Id. Mostrare che Z(t) = e*&

vVt € R. Osservare che Z(t + s) = Z(t)Z(s) Vt,s € R.

4.12 Esercizio. Provare le seguenti formule
k n
() e = 20 Ar = limn—oo (1d+ LA)",
(ii) HeAH < ellall
-1
(iii) Se AB = BA, allora e*B = Be®, eATB = ¢AeB, (eA) —e A 4o

(iv) Se B ¢ invertibile, allora eBABT! _ BeAB1,
(v) dete® =etr A

4.d Equazioni di ordine superiore

Come gia sappiamo, una equazione differenziale di ordine n in forma normale

lineare,
u™ 4 @y (U 4 b ag (U + ag(t)u = f(1),

si riconduce ad un sistema lineare del primo ordine nella incognita v := (u,u

Precisamente, se u ¢ soluzione di (4.7) e si pone

v = (7)1, V2, ..., Un) = (u,u/7 N ,u(nfl)%
allora
vy = V1,
vy = vy,
vl = —ag(t)vg — a1 (t)vy + - — ap_1(t)vn_1 + b(t)

o in forma vettoriale

!/

P

(4.7)

;ult=v).

(4.8)
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4. Sistemi di equazioni differenziali ordinarie lineari 19

v =A(t)v+ f(t) (4.9)
dove
0 1 0 0 0
0 0 1 e 0 0
A(t) = e ft) = N E
0 0 0 .. 1 :
—ao(t) —aq (t) —asg (t) 7 | (t) b(t)
(4.10)
e viceversa: se v : I — R™ ¢ soluzione di (4.9) con A e f date da (4.10), allora
u := vy & soluzione di (4.7) e v = (u,’, ..., u("= D).

Possiamo quindi applicare la teoria svolta per i sistemi lineari del primo ordine
e rappresentare le soluzioni dell’equazione di ordine n: se W (t,s) ¢ la matrice
di transizione del sistema (4.9), allora le soluzioni dell’equazione omogenea (4.7)
sono date da

U(t) = Zle(t,to)cj—i—/ Wln(t,T)f(T) dr, c= (Cl, s ,Cn) € R™. (411)
i=1 o

Si osservi che se uq, s, ..., U, sono n soluzioni dell’equazione omogenea
u™ + ap_ (Hu™ Y 4+ ay () + ag(H)u =0 (4.12)

associata a (4.7), le colonne della matrice n x n

(5% (5] PN Unp,

/! !/ /

u) uh T

R 1" /! "
Z(t) = uf ul O 144 (4.13)

(n—1) (n—1) (n—1)
Uy Us Cee o Up

sono soluzioni del sistema v = A(t)v. Diciamo che {u1, us,..., u,} sono una

base di soluzioni di (4.12) se det Z(t) # 0. Si chiama Wronskiano del sistema di
soluzioni {uy, ug,..., u,} la funzione

w(t) := det Z(t).
Si ha w(t) # 0Vt e W(t,s) = Z(t)Z(s) " .

4.13 Esercizio. Siano ui, ua,..., un n soluzioni dell’equazione omogenea (4.12) e Z(t) come
in (4.13). Mostrare che w’(t) = —an—1(t)w e quindi

w(t) = w(to)exp (- /t: an—1(7) dT).

In particolare o w(t) # 0 Vt € I oppure w(t) =0 Vt € I.
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20 4. Sistemi di equazioni differenziali ordinarie lineari

4.e Equazioni di ordine superiore a coefficienti costanti

Quando A(t) = A & costante, si puo calcolare una base di soluzioni dell’equazione
omogenea
uw™ +a,_ w4 agd + apu =0 (4.14)

in termini degli zeri del polinomio caratteristico
p(A) = det(A — ATd) = ) apA¥.
k=0

Conviene pero cercare soluzioni a valori complessi di (4.14). Si verifica allo-
ra che se p(\) ha m radici complesse distinte Aj, Ag,..., Ay con molteplicita
T1y T2yeeey Thy 1€, DA) = [[o, (X — M), le funzioni the*t 1 < k < m,
1 < h < rg, sono una base (su C) dello spazio delle soluzioni di (4.14).

4.14 Esercizio. Provare direttamente 1’affermazione precedente.
Passiamo ora all’equazione completa
u™ 4 a, u™Y 4 agu’ + agu = b(t) (4.15)

Bastera trovare una soluzione particolare. Si osservi che 'ultima colonna di
W(t,0) = et ¢ la soluzione di v' = Av con dato iniziale v(0) = (0,0,...,0,1)7
e la prima componente k(t) := wvg(t) di v, ie., k(t) = Wi,(t) & la soluzione
dell’equazione omogenea (4.14) con dati iniziali

uw(0) =0, «'(0)=0, ..., u™V(0)=1.

Essendo W (t,s) = W(t—s,0) = e(!=9)A segue dall (4.11) la formula di Duhamel:
la funzione

t
u(t) = / k(t — 7)b(r) dr
0
¢ la soluzione particolare di (4.15) con dati iniziali

u(0) =0, «'(0)=0, ..., u™V(0)=0.

4.f 11 calcolo di e*A

Consideriamo il sistema a coefficienti costanti ' = Axz. Con un cambio di va-
riabile nelle incognite y = Pz, il sistema si trasforma in y’ = P~'APy, i.e., in
un sistema lineare per una matrice B := P~! AP simile ad A. Una volta trovate
le soluzioni y(t) di questo sistema, ¢ possibile calcolare le soluzioni del sistema
originale calcolando z(t) = P~ 1y(t).

Ad esempio, se esiste una base {u, ug, ..., uy} di R” di autovettori di A €
M,, ,,(C) con autovalori relativi Ay, Ag,..., Ay, allora si ha

diag (A1,...,\,) = P'AP

con P = [u1|u2| e |un] Pertanto
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e = exp (thiag (A1, Aoy ey )\n)P—l) =Pexp (tdiag()\l, Ao, )\n)>P_1
e, essendo
exp (tdiag()\l, Aoy )\n)> = diag (eM?, e, ..., e?),
si conclude che

etA = P diag (A1, Ao,..., \,) P71 = [ule’\lt|uge’\2t| e |une>‘"t P

4.15 Esercizio. Si pud provare lo stesso risultato osservando che, se u & un autovettore per
A con autovalore corrispondente ), allora x(t) = e*u & la soluzione del sistema =’ = Az con

dato iniziale z(0) = u. Percio se {u1, ug,..., un} ¢ una base di C™ di autovettori di A con
autovalori relativi A1, A2,..., Ap la matrice

Z(t) = [ekltu1|e)‘2t1m| .. |6A"tun]
& una matrice fondamentale per 2’ = Az con Z(0) = [u1|UQ| e |un] Percid

A =W(t,0) = Z(t)Z(0)" = Z(t)P~ L.

In generale, & possibile trovare una cambiamento di base P in C™ in modo
che P71 AP sia in forma canonica di Jordan.

Siano A1, Ao, ..., Ag gli autovalori distinti di A e mq, mao,..., my le relative
molteplicita. Per ogni k sia pj la dimensione dell’autospazio relativo a . Allora
esiste un cambiamento di base P tale che J := P~' AP abbia la forma

Jia 0 0 ... 0
J
J_ 0 12 0 0
0 0 0 ... [Jips

dovet=1,...,k, j=1,...,p; e

i se J; ; ha dimensione 1,
Ao 10
Ai
Jij = . .
altrimenti.
Ao 1
L 0 X\
Se J/ = J; ; = (A\) ha dimensione 1, allora evidentemente e’ = eM. Se invece
J’ =J, ; ¢ uno dei blocchi di dimensione ¢ maggiore o uguale a 2,
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22 4. Sistemi di equazioni differenziali ordinarie lineari

A 10 0
0 A 1 0
J =
0 ... 0 A 1
0 0 0 A

allora
J/ == )\Id + N, N” == 6i+1,j'

Poiché N e Id commutano tra loro,

’
tJ _ et)\ Id 6tN — e/\t 6tN

e
e
Oirk.i sek </,
(Nk)ij _ +k.j
0 se k>4,
si ha
t2 tk—l
1t —
2 (k—1)!
h—2
0 1 ¢t
(k—2)!
exp (tJ') = eM
0 0 1 t
0 0 0 1
Percio
exp (tA) = PP ™!
con
etdit 0 0
S - 0 etdiz | L. 0
0 0 coo | etRpg

Si osservi che ogni elemento della matrice e** ha la forma
k
Z pj(t)exp (A;t)
j=1
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dove p;(t) € un polinomio di grado al pitt pj—1 e A1, Az, ..., A, sono gli autovalori
di A. Segue immediatamente che per ogni p > max(RA1, R\a, ..., R\,) esiste una
costante C), tale che

‘exp (tA)‘ < Cye'?, 0<t<o0.
In particolare

4.16 Proposizione. Se tutti gli autovalori di A hanno parte reale negativa,
allora ogni soluzione di ' = Ax tende a zero per x — +oo. Precisamente, se
o >0 é tale che max;—1 ,(R\;) < —o < 0, allora esiste una costante C, tale che

lz(t)] < Cpe 7, t>0.

4.17 Esercizio. Ritrovare il risultato alla fine della sezione precedente sulle equazioni di ordine
n.

4.18 Esercizio. Mostrare che, se z(¢) & soluzione di z’ = Az + f, A ha autovalori tutti
con parte reale negativa e f non cresce piu che esponenzialmente, allora x non cresce piu che
esponenzialmente all’infinito.
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