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1. Funzioni da C in C

1.a Numeri complessi

Ricordiamo che, se si associa ad ogni z = a + ib € C il punto (a,b) € R?,
si ottiene una identificazione tra l'insieme dei numeri complessi C e R?, che
rispetta le strutture di spazio vettoriale in C e R?. La struttura di prodotto di
numeri complessi da inoltre un modo semplice di descrivere le rotazioni orientate
del piano della geometria. Infatti, se z = a + ib,w = ¢ + id sono due numeri
complessi, si ha

2w = (a+1ib)(c —id) = (ac + bd) + i(bc — ad) = (z|w)gz +idet(w,z) (1.1)

e dunque, se 6 & 'angolo formato dai vettori z = (a,b) e w = (¢, d), misurato da
w a z, allora

wz = |z||w|(cos @ + isin B).
In particolare si ritrova che iz, la moltiplicazione di z = a + b per i, corrisponde

al vettore ottenuto ruotando di 7/2 in senso antiorario il vettore z: infatti i2Z =
i|z]? = |2|2(0 + i1).

1.b Derivata complessa
In analogia con la derivata delle funzioni di una variabile reale si pone

1.1 Definizione. Siano f : Q@ € C — C, Q aperto, e zg € Q. Si dice che f &
derivabile in senso complesso in zq se esiste finito (in C)
z)— f(z
o) i L= IC0)
220 Z— 20
f'(z0) € detta la derivata complessa di f in zg. Se f ha derivata complessa in

ogni punto di €, si dice che f é olomorfa in (). La classe delle funzioni olomorfe
su ) si denota con H(S).

1.2 Esercizio. Mostrare che, come nel caso delle funzioni di una variabile reale:
(i) Se f ha derivata complessa in zg, allora f & continua in zp.
(ii) Se f, g hanno derivata complessa in zg, allora f + g, fg hanno derivata complessa in zg e

(f +9)(20) = f'(20) + 9" (20),  (f9)'(20) = J'(20)g(20) + f(20)g’ (20)-

(iii) Se f, g hanno derivata complessa e g(z0) # 0, allora f/g ha derivata complessa in zg e

(£) (o = £ late0) ~o'Calrte)
g 92(20) ‘
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(iv) Siano Q C C aperto, z0 € 2, f: Q2 — C, A un aperto in C con f(z9) € Aeg: A— C. Se
f ha derivata complessa in zg e g ha derivata complessa in f(zp), allora go f ha derivata
complessa in zg e (go f) (z0) = ¢'(f(20))f'(z0).

1.3 Esercizio. Se F' ha derivata complessa in Q, e v : [0,1] — Q & di classe C!, allora
t — F(v(t)) & derivabile in [0,1] e

LRO0) = F'OOW @ vie1),

1.4 Esercizio. Siano f € H(Q2), g € H(A) con Q, A aperti e f = g in Q N A. Provare che la
funzione
Fz) = f(z) sezeQ,
g(z) sezeA

¢ olomorfa in Q U A.

1.5 Esercizio. Mostrare che

(i) Dz" =nz""1.
(ii) I polinomi in z € C sono funzioni olomorfe su C.
(iii) La funzione R(z) := P(z)/Q(z) quoziente di due polinomi P e @ & olomorfa in Q := {z €
ClQ(z) # 0}.

1.c Equazioni di Cauchy—Riemann

Cominiciamo con qualche notazione. Sia f una funzione differenziabile a valori
complessi, f(z) = f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) se z := x + iy. Indichiamo rispet-
tivamente con f, e f, la prima e la seconda colonna della matrice jacobiana di

f(z,y):
Df(2) = [fulf,] = <§jm “y) |

Ora, f: Q2 — C, Q C C aperto, ha derivata complessa in zg := g + iyg se e solo
se

fzo+w) = f(z0) + f'(20) w + o(Jw|) per w — 0. (1.2)

D’altra parte f = u + iv ¢ differenziabile (in senso reale) in (xg, o) se

{U(xo + 2,90 +y) = u(zo,y0) + Uz (0, yo) v + Uy(l’o,yo) y + o(Jwl),
v(zo + z,y0 +y) = v(z0,yo) + vz (20, Y0) = + vy(T0,Y0) y + o(|w])

per w = x + 1y — 0. Possiamo riscrivere le ultime due equazioni, moltiplicando
la seconda relazione per ¢ e sommandola alla prima, come

f(z0 +w) = f(20) + fu(20)z + fy(20)y + o(|w]) per w — 0. (1.3)

Confrontando le (1.2) (1.3) si ottiene subito
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Figura 1.1. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), G. F. Bernhard Riemann (1826-1866) e Karl
Weierstrass (1815-1897).

1.6 Proposizione. f:Q C C — C ha derivata complessa in zg € ) se e solo se
f é differenziabile (in senso reale) in zy e per qualche \ € C

9 () = Df o) w) = A (L4)

In questo caso A = f'(zp).

La condizione (1.4) afferma che il differenziale (reale) di una funzione f con derivata
complessa in zg esiste ed agisce sui vettori di R? come una moltiplicazione complessa

w — %(zo) =df(z0)(w) = Aw

E una condizione particolarmente stringente. Infatti due vettori wi, w2 € C vengono mappati
dal differenziale nei vettori A w1, Awa, i.e. in vettori ruotati dello stesso angolo e amplificati
allo stesso modo di |A|. In particolare vettori w; e wg perpendicolari e di lunghezza uguale
hanno immagini Awi e Awsz perpendicolari e di lunghezza uguale. Se poi wa = iwy, i.e., wa &
il ruotato di w; di /2 in senso antiorario, allora banalmente Awa = i Awq, i.e., 'immagine di
wa & il ruotato di /2 in senso antiorario dell’immagine di wj.

Se f & differenziabile in zp, la (1.4) & equivalente a

fy(20) = ifz(20). (1.5)

e quindi f'(z0) = fz(20) = fz(20). A parole la (1.4) esprime il fatto che il vettore fy si ottiene
ruotando di 7/2 in senso antiorario il vettore f;. La (1.4) si riscrive come sistema

ou ov

a(xo,yo) = a—y(%,yo),

(1.6)
0% 20, 90) = — 22 (w0, 0)
ay 0,Y0) = 9z 0,Y0

nelle componenti di f, f =: u + 4v. Infine la (1.5) & anche equivalente alle condizioni

| fz(20)] = | fy(20)I,
(fz(20)|fy (20)) = 0, (1.7)
det D f(z09) > 0.

Pertanto

1 B sottointesa l'identificazione fra R2? e C. Piu’ precisamente w = (w1, w2)T = wy + iws e se
Df(z0)(w) = (u1,u2)T = u1 + iua.

Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica 2 dicembre 2004
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Ay A fy
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Figura 1.2. Una trasformazione C-lineare.

1.7 Proposizione. Sia Q aperto. f € H(Q2) se e solo se f é differenziabile (in
senso reale) in 2 e una delle condizioni seguenti é verificata

(i) fy(z) =ifz(2) Vz € Q,

(i) ZL(2) = 2(fol2) +ify(2) =0Vz €Q,
(i) f := u+ w soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann

ou ov
%(x7y)_a_y(xay)a Ve co
ou Ov a y ’

(iv) f verifica le condizioni di conformalita

{Ifr(Z)l =|f,(2)l,
(fo(2) £4(2)) = 0,

edetDf(z) > 0Vz € Q.

In questo caso f'(z) = %(z) = %(z) Vz e Q.

1.8 Osservazione. Si osservi che le funzioni olomorfe su {2 non sono a priori
di classe C1(£2). Proveremo piti avanti che sono in effetti di classe C°°(Q), cfr.
Capitolo 7. Tuttavia il calcolo per funzioni di pin variabili (teorema di invertibilita
locale, formule di Green, ecc.) non & al momento utilizzabile.

1.9 Esercizio. Se f: ) — C é differenziabile in senso complesso allora

|#'(20)[> = det Df(20).

1.10 Esercizio. Sia f € H(Q2) essendo 2 un aperto connesso. Se f/(z) =0 Vz € , allora f &
costante.

1.11 Esercizio. Sia f € H(f2). Allora f & costante in © se e solo se vale una delle seguenti
proprieta
(i) Rf(z) & costante in Q,
(ii) Sf(z) & costante in Q,
(iii) |f(2)| & costante in Q.
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1.d Primi esempi

1.12 Esercizio La funzione z — 22

coordinate reali
22 = (2% — y?) + i2zy se z = x + 1y,

e in coordinate polari,

2 _ 7,26219 6

z se z = re'’.

Si vede subito che la trasformazione z — 22

(i) manda rette per lorigine in semirette per ’origine.

(ii) manda cerchi con centro 'origine in cerchi di centro l’origine,
(iii) manda le iperboli 22 — y? = k in rette verticali,

(iv) manda le iperboli 2zy = k in rette orizzontali.

1.13 Esercizio. Descrivere le funzioni

1 b 1
,ower L
z cz+d z

. E una funzione olomorfa da C in C con D(z22) = 2z. In

studiando in particolare le immagini di rette e curve come cerchi, parabole, ed, in generale,

coniche.

Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica
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2. Il teorema fondamentale del
calcolo in C

2.a Integrale di linea

Sia f: Q — C, Q C C aperto, una funzione continua e sia 7 : [a,b] —  C C una
curva C! in Q. L’integrale di f(z)dz lungo la curva v & definito da

b
/ f(2)dz: = / SO (1) dt
b b

= [ R(ro@r @) de+i [ s(f600w) d

a a

L’integrale di f(z) dz lungo una linea ~ ¢ dunque la versione complessa dell’inte-
grale di una 1-forma differenziale (o di un campo) lungo ~.

2.1 Esercizio. Se (t) = xo + t(x — x0), t € [0, 1] parametrizza il segmento di estremi zq e
z € R muovendo da zg a z, allora

/A/f(z)dz:/z: f(s)ds.

& l'usuale integrale orientato su [zo, z].

Ricordiamo rapidamente alcune proprieta dell’integrale di linea. Se vy : [0, 1] —
Qed:[ab — Qsono due curve semplici di classe C'! con la stessa immagine
~ e con lo stesso verso, v(0) = d(a), v(1) = d(b), allora v e ¢ sono ciascuna una
riparametrizzazione crescente dell’altra, 6 = v o h essendo h : [a,b] — [0,1] di
classe C! con h' > 0. Usando la formula di cambiamento di variabili per integrali
unodimensionali segue quindi che

/6f(2)d22/7f(2)d2 se h' >0

Analogamente, se si percorre la stessa traiettoria con verso opposto, i.e., se § ha
la stessa immagine di v ma d6(a) = (1) e §(b) = 7(0), allora

Af(z)dz:—/vf(z)dz.

L’integrale di linea dipende dunque da f, dalla traiettoria della curva e dal verso
di percorrenza della stessa.

Ricordiamo infine le seguenti due stime, di cui si fara ampio uso nel seguito,
stime che seguono direttamente dalla definizione,
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‘qumz

dove ds l’elemento d’arco, L(7) la lunghezza della curva v e

< / £(2)]ds < || flloerL(7)

[ fllso,0 := sup | f(2)].
zel

2.b Primitive olomorfe e integrali di linea

2.2 Definizione. Siano Q un aperto e f : Q — C. Si dice che F € H(Q2) ¢ una
primitiva olomorfa di f in 2 se F'(z) = f(z) Vz € Q.

Diamo ora condizioni necessarie e sufficienti affinché, date f € C°(Q) e F €
H(Q), si abbia F'(z) = f(z) in Q.

Siano zp = xo + Yo, z = x + iy due punti di C. Indichiamo con d,, .(t) la
spezzata che congiunge linearmente zg con z +1iyg e quindi « +iyy con w = x + 1y
e osserviamo che, se £ € un cerchio o un rettangolo, allora per ogni coppia di
punti z,w € €, la curva d, ,,(t) € tutta in Q mentre in generale J, ,, C €2 solo se
z e w sono sufficientemente vicini.

2.3 Teorema (fondamentale del calcolo). Sia f € C°(Q) e F € H(Q). Sono
fatti equivalenti
(i) F'(z) = f(2) Vz € Q.
(ii) Per ogni z,w € Q e ogni curva v : [0,1] — Q di classe C! a tratti con
~v(0) = z, y(1) = w si ha

(iii) Per ogni z € ) esiste § > 0 tale che per ogni w € B(z,0)
Fw) - F() = [ 7(©Odc

Dimostrazione. (i) = (ii). Si ha f(y(¢))y'(t) = F'(v())Y'(t) = %(F(W(t))), cfr. Esercizio 1.2.
Segue dal teorema fondamentale del calcolo per funzioni di una variabile reale,

1 , , 1 d
@i [ raonwas [ LEaona=ram) - Fao)

(i) = (iii). Ovvio.
(iii) = (i). Per ogni h, |h| < J, segue dall’ipotesi che
F(z+h) — F(2) = / F(w) dw
6z,z+h

essendo 0 ., la spezzata che congiunge z con z+ h muovendo prima in orizzontale e quindi in
verticale, cfr. Figura 2.1. Si noti che la lunghezza di 6, ., non supera V2 |h| e che 'immagine

di 6., .4n € contenuta in B(z, |h|). Essendo

/ dw = h,
6z,z+h

2 dicembre 2004 Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica



2. Il teorema fondamentale del calcolo in C 9

Figura 2.1. Illustrazione della dimostrazione del teorema fondamentale del calcolo.

si ha

Fean - F@ -G =| [ GO sw |10 - )] Ve
z,24h

¢eB(z,|hl)

e quindi

'F(z +h)—F(z)

) 1&[<VE w170 - 1)

CEB(z;|h])

Essendo f continua in z, per h — 0, si ottiene che F' ha derivata complessain z con F’(z) = f(z).
O

2.4 Esercizio. Calcolare i seguenti integrali

1 .
/ . dz, y(t) :== €™, t €[0,2n],
5

1 .
/ Z dz, v(t) := €™, t € [0, 2kn],
5

/22 dz, y(t) :=te®t, t € [0.2n].
y

/zzdz
,Y

2.5 Esercizio. Calcolare

su una curva -y congiungente 0 con 1 + <.

2.6 Esercizio. Mostrare che se v, (t) = re'?, t € [0, 27], allora per ogni p € Z

/wpdw: 2w sep=—1,
Yr 0 se p # —1.

In generale, non e detto che una funzione f : 2 — C continua, o anche
olomorfa in €2, abbia una primitiva olomorfa F' in €.

2.7 Esercizio. Sia f(2) = 1, 2 # 0 e y(t) := €', t € [0,2n]. Evidentemente f € H(C\ {0}).

Se esistesse una primitiva olomorfa F di f(2)dz su C\ {0}, allora

> 27 ieit
0= F(1)— F(1) = F(2m) - Fa) = [ £ = /0 Cdt=omi,  (21)
Y

un assurdo.

Versione preliminare, M. Giaquinta, G. Modica 2 dicembre 2004



10 2. Il teorema fondamentale del calcolo in C

Tuttavia

2.8 Teorema. Sia ) un dominio di C. f : Q — C ha una primitiva olomorfa in

Q) se e solo se
/ f(z)dz=0 (2.2)
v

per ogni curva chiusa v di classe C' a tratti con immagine in ).

Dimostrazione. Se f ha una primitiva olomorfa in Q, allora la (2.2) segue dal Teorema 2.3.
Viceversa, assumiamo la (2.2). Siano zg,z € Q e §, : [0,1] — Q una curva di classe C! a
tratti con 6(0) = zp e §(1) = 2. Sia

F(z) = /5 £(0) de.

Per ipotesi F'(z) non dipende dalla scelta di §, ma solo da z, dunque F': Q@ — C & univocamete
definita. Se ora z,w € Q e v: [0,1] — Q & una curva C' a tratti con v(0) = w, (1) = z, allora

F(z) — F(w) = /5 (O d¢ — /5 Q) d¢ = / £(0) de
z w vy

ancora per la (2.2). F & allora una primitiva olomorfa di f in £ per il teorema fondamentale
del calcolo. O

Quando il dominio €2 & una palla o un rettangolo, basta una condizione a
priori pitt debole. Se R & un rettangolo, indichiamo con TR un curva regolare
semplice a tratti chiusa che percorre R muovendo in senso antiorario.

2.9 Proposizione. Sia 2 una palla o un rettangolo di C. f : Q@ — C ha una
primitiva olomorfa in §) se e solo se I'integrale lungo il bordo di ogni rettangolo
R contenuto in ) é nullo,

f(z)dz=0. (2.3)
OTR

Dimostrazione. Supponiamo che valga la (2.2) e siano zg,z € Q arbitrari. Poiché la spezzata
020,z che congiunge zp con z muovendo prima in orizzontale e poi in verticale & tutta contenuta
in 2, la funzione

F(z) = /5 £(0) de.

¢ definita su tutto Q. Se ora z,w € €, segue dalla (2.3) che

Fe) -Fw) = [ g0~ [ foa= | IRLCKS

20,2 z0,w

F' ¢ allora una primitiva olomorfa di f in 2 per il teorema fondamentale del calcolo. O

Conviene evidenziare le differenze tra il Teorema 2.8 e la Proposizione 2.9.

2.10 Corollario. Sia 2 un dominio di C e f : Q@ — C continua.

(i) f:Q — C ha localmente primitive olomorfe se e solo se per ogni rettangolo
R C ) si ha

f(z)dz=0.
OtR
(ii) f ha una primitiva olomorfa in ) se e solo se

L F(2)dz = 0.

per ogni curva chiusa C' a tratti contenuta in ).
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3. Richiami sulle serie di Taylor e
suli numeri e e

Un modo semplice e naturale di generare serie convergenti ¢ partire con una
funzione f :] — a,a[— R di classe C* e considerare la sua serie di Taylor

i Djf(o)a:j, x € R,

=

che ha come somme parziali i polinomi di Taylor

P, (x):= Z D71 (0) 2.

1
=0
Ovviamente
> DIf(0)
> = )
7=0
se e solo se il resto R, (x) := f(x) — P,(x) tende a zero per n — oo. Anche

se questo accade, come vedremo, per un certo numero di funzioni elementari, in
generale
DI

fl@)# ) ]f,(o)wj Vo # 0,
n=0 '

come dimostra il seguente

3.1 Esercizio. Si veda per induzione che la funzione

@) = exp (—1/z?) if z #0,
0 ifx=0

ha derivate di ogni ordine e D7 f(0) = 0 V5. La serie di Taylor ha allora somma, zero pur essendo

f(x) # 0 per ogni z # 0.

Ecco alcuni esempi

3.2 Esercizio (Logaritmo). Sostituendo z con —z nell’identita

1 n k gntl
l_mzzx + o (3.1)
k=0
si ottiene
1 . ko (o)t
= —1)kgk 4 2 T # 1,
14z kz:%( ) 14+ 7
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Do \
1/(1 + $2) - /' 7
Po(a) -~ B

\‘ \\\ Pl(m) -—
O\ Pa(x) ---

Figura 3.1. Le funzioni 1/(1 +x2) e log(1 + ) e i loro rispettivi polinomi di Taylor di ordine n.

e, integrando tra 0 e z,

log(1 + ) = /Oz LI /OI Xn:(—l)ktk dt + Ry ()

1+¢ =
n k+1
T
:ZE:(fnkk+l—%Rn@)
k=0
dove 1
x 7t n
Rn(x) ::/ (Gl dt.
0 14+t
Si vede che, se x > —1, il resto si stima con
1 |x|n+1
R < (L ) , 3.2
(o (@)] < max (1, =) (3.2

e quindi converge a zero per n — oo se —1 < z < 1. Concludiamo allora che la serie di Taylor
di log(1 4+ z) convergese —1 <z <1le

e k+1

log(1 +z) = ;(71)’“ P

, —“1<z<l1. (3.3)

2

3.3 Esercizio (Arcotangente). Sostituendo in (3.1) x con —z#, e integrando si ottiene

v 1 T k 2k
arctanm:/o T dtZ/O kz::o(_l)t dt + Rn(x)

zn: L w2kt
= (-1) dt + Rn(z)
o 2k +1
dove (_g2ynt1
T (_42)n
R = ———dt.
n(x) o 1+ )
Poiché
x |:L.|2n+3
(Ra(a)] < | [+ ar] = , (3.4)
0 2n+3
si conclude che Ry (z) — 0 per n — oo se |z| < 1, concludendo che
e m2n+1
t = iy | L < 1. 3.5
arctan nz::O( ) il lz| < (3.5)
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l" /// :':sinac —
. ! 1 Pi(z) —-
L Pa) -
. - Bs(@)
' ! iPr(x) —--

Figura 3.2. Le funzioni sinx e cosz e i loro rispettivi polinomi di Taylor di grado n.

3.4 Esercizio (Serie di Taylor di e”, sinz e cosz). Sappiamo che il polinomio di Taylor
di grado n di e® centrato in 0 ¢

n n

_ F®©) 4 a®
Pale) =2 et = 25y

k=0 k=0

e che la formula di Taylor con resto di Lagrange da
L &n
r x_ — 67 n+1
© kg K (mrin”

per un opportuno &, in ]0,z[ (o in Jx,0[ se < 0). Pertanto per ogni € R si ha

e’”fz%

|:)3|n+1

€T
S maX(e 7].)m

(3.6)

. N . . . ') n
Poiche t" /n! — 0 per n — oo, per ogni t, si conclude che la serie > > % converge a e*,
oo xn
T _
e’ = Eon! Vz € R. (3.7)
n=

3.5 Esercizio. Procedendo come per I’Esercizio 3.4, mostrare che

x2n+1

> ()" ——— =sing, > o(=nn
n=0 n=0

:L.Zn
= , Vz € R, 3.8
2n+1)! @n)l ~ F * (38)

cfr. Figura 3.2.

3.a Il numero =«

Approssimazioni di w sono note fin dal 2000 a.C.. La prima rappresentazione
analitica di 7 risale probabilmente a Francois Viete (1540-1603) che nel 1579
rappresenta m come un prodotto infinito. Nel 1655 John Wallis (1616-1703) trova

la formula
T 2:24-46-6 2n - 2n

27133557 (@n-DEn+1)
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| ! arctanz —
i - Pi(@) -
i o Py(a) -+
‘\  Ps(x)
.\‘ P7(JZ) —i-

14+x

Figura 3.3. Le funzioni arctanz e log (1_I

) ed i rispettivi polinomi di Taylor di grado n.

e nel 1671 James Gregory (1638-1675) trova uno sviluppo in serie

ritrovato independentemente da Gottfried von Leibniz (1646-1716) nel 1674. La
formula di Gregory—Leibniz segue facilmente dalle (3.5) e (3.4), che danno infatti

oo

T n 1
1= arctan1 = nzo(—l) 1 (3.9)
con la stima dell’errore
> 1 1
k
_ — < .

‘ Z (-1 2k+1‘ B (1] < 2n+ 3
k=n-+1

Come dimostrano i valori calcolati nella Figura 3.4 (a), il decadimento dell’errore
¢ piuttosto lento.

3.6 Esercizio. E possibile ottenere formule per m con un migliore decadimento dell’errore di

approssimazione. Ad esempio, osservando che % = arctan —=, si ottiene sempre dalla (3.5)

V3’

™ > " 1
R e
o T > N 1
NI 7;)(_1) FEn T D (3.10)

Se v/3 & noto, la (3.10) & una rappresentazione di 7 di gran lunga migliore della (3.9), poiche
(3.4) da un decadimento esponenziale per ’errore,

o 1 1 1
(kgl(—l)km‘ - ‘R”(ﬁ)‘ = V3 (2n + 3)3n’

cfr. Figura 3.4 (b).
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n Sn R, n Sh Ry,

1 | 2.666666666666667 5E —01 1 | 3.079201435678004 6L — 02

3 | 2.895238095238096 2E -01 2 | 3.156181471569954 | —1E — 02

10 | 3.232315809405594 | —9E — 02 3 | 3.137852891595680 4FE — 03

30 | 3.173842337190750 | —3E — 02 5 | 3.141308785462883 3E —04

100 | 3.151493401070991 | —1E — 02 7 | 3.141568715941784 2E - 05

300 | 3.144914903558853 | —3E — 03 9 | 3.141590510938080 2E — 06

1000 | 3.142591654339544 | —1E — 03 11 | 3.141592454287646 2E - 07

3000 | 3.141925875839790 | —3E — 04 13 | 3.141592634547314 2E — 08

10000 | 3.141692643590535 | —1E — 04 15 | 3.141592651733998 2E — 09
7w | 3.141592653589793 m | 3.141592653589793

Figura 3.4. Le somme parziali S, := Z? oa; e lerrore R, := m — Sy: (a) a sinistra, per

a; :=4(=1)7/(2j + 1); (b) a destra per a; := (—1)J 2\/_m

3.7 Esercizio. Sia oo = arctan(1/5). Mostrare che

0 1 1
— =4da— (a — —) =4arctan — — arctan —.
5 239

Segue dalla (3.5) che

T i (-1 ( 4 1 )
4 2n + 1 \5n+l  239n+1/"

3.b Il numero e

Dalle (3.7) e (3.6) segue che

= 1
=> — (3.11)
n=0
con
=1 e 4
‘ Y =< < (3.12)
v‘ ! K
it k! (n+1)! " (n+1)!
essendo elementarmente 2 < e < 4. Ad esempio, per n = 6, Z?:o% =

2.718055 ... approssima e dal basso con un errore non superiore a 4/7! = 1/1260,
che da

2.718055 ... < e < 2.718849....

La stima (3.12) implica anche che

3.8 Teorema. e ¢ irrazionale.

Dimostrazione. Infatti, se per assurdo e fosse razionale, e = p/q, p,q € Z, ¢ # 0, dalla (3.12)

si avrebbe
n
-> 5 <
1
r il 1)

»-t:zl%

Moltiplicando per n! si otterrebbe
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Sn R,
1.000000000000000 | 2E 4 00
2.500000000000000 | 2E — 01
2.708333333333333 | 1E — 02
2.718055555555555 | 2K — 04
2.718278769841270 | 3E — 06
11 | 2.718281801146385 | 3E — 08
13 | 2.718281828286169 | 2E — 10
15 | 2.718281828458230 | 8 — 13
17 | 2.718281828459043 | 2E — 15

e | 2.718281828459045

© g ot w |3

Figura 3.5. Le somme parziali Sy, := Z?:o 1/4! e Verrore e — Sh,.

_n17n121/]l< -

Essendo n! Z;}:O 1/5'e n!% interi per n > g si avrebbe allora

@I’E

"1
E —'=O Vn > max(3,q),
=07

un assurdo. O
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4. Serie di potenze, 1

4.a Spazi normati

4.1 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale su R (risp. C). Una funzione | | :
X — Ry con le seguenti proprieta

(i) |z| >0Vx € X e|z| =0 se e solo se x =0,
(ii) [Az|=|Al|z| Vz e X, VAER (risp. VA € C),
(iii) [z +yl < 2| +[yl, V 2,y € X,

si chiama una norma su X. Se | | ¢ una norma su X, si dice che X ¢ uno spazio
(vettoriale) normato da | |.

Uno spazio vettoriale X normato da | | € in particolare uno spazio metrico

con la distanza

d(x,y) = |x_y|a Vw,yeX.
In uno spazio normato sono quindi definite tutte le nozioni topologiche di aperto,
chiuso, convergenza di successioni, ecc..

Si noti che la distanza naturale d(z,y) = |z — y| ¢ invariante per traslazions,
ie., d(x+z,y+2) =d(z,y), Vo,y,z € X. Sinoti anche che lanorma | | : X — R
¢ una funzione lipchitziana con costante 1, quindi continua su X, perché dalla
diseguaglianza triangolare si ottiene

2l = Iyl <z =yl VayeX.

In uno spazio vettoriale X normato da | |x si possono considerare le succes-
sione di Cauchy: {x,} C X & una successione di Cauchy per la norma in X se
Ve > 0 esiste 7@ tale che per ogni n,m > 7 si ha |z, — z.,|x < €.

4.2 Definizione. Uno spazio normato (X, | |) che sia completo, i.e., in cui tutte
le successioni di Cauchy convergono, si dice uno spazio di Banach.

4.3 Esercizio. Con la nomenclatura ora introdotta,
(i) R con la norma euclidea |z| & uno spazio di Banach perché |z| & una norma su R e le
successioni di Cauchy di R convergono.
(ii) @, sempre con la norma euclidea, & uno spazio normato, ma non & uno spazio di Banach.

I seguenti spazi sono ovviamente rilevanti

(i) R™ ¢ uno spazio normato da
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(ii) C™ ¢ uno spazio normato da

2= (21, 22, Zn)-

(iii) Lo spazio My, ,(K) delle matrici k x n a coefficienti in K = R o C, € normato

de |Mz|
|M| := sup x
xEKM ‘Q’}|

T #0

Si dimostra che ogni spazio vettoriale normato di dimensione finita € completo. In
particolare i quattro spazi normati R, C" e My, ,(R), M}, ,(C) sono tutti spazi
di Banach.

4.b Serie in spazi normati

In uno spazio vettoriale X le somme finite di elementi di X sono ben definite e
appartengono ad X. Possiamo pertanto, data una successione {z,} di elementi
di X, parlare della serie ZZO:O T, i.e., della successione delle sue somme parziali
{ >F_oxk }. Se X & normato, ha senso parlare di convergenza per una serie a
valori in X.

4.4 Definizione. Sia X uno spazio normato da | |x. La serie Y-z, x, € X,

si dice convergente in X se la successione delle somme parziali s, := ) ,_, %k
converge in X, i.e., se esiste s € X tale che |s,, — s|x — 0. In questo caso si scrive

oo oo
s = g Tg, in norma | |x, o anche g zp — 0 in X.
k=0 k=n

\ . o0
Il punto s € X & la somma della serie Y ,_, xk.
4.5 Osservazione. Si deve fare attenzione. La scrittura s = > -,z puo far
dimenticare che la somma della serie s € un limite e, se si usano pit nozioni di

convergenza, ¢ ambigua. Meglio dichiarare rispetto a quale norma si & calcolato
il limite, scrivendo al posto di s = ;2 @y

[ee]
s:Zxk in norma | |x,
k=0

P . . . . . o0
4.6 Definizione. Sia X uno spazio normato. Si dice che la serie )~ xy, T, €
X, converge assolutamente se la serie a termini non negativi )~ |z, | converge.
4.7 Proposizione. Sia X uno spazio normato. X é di Banach se solo se ogni

. \ . o0
serie assolutamente convergente ¢ convergente in X. Inoltre se ) .~ , x} converge
assolutamente, per ogni intero p si ha

‘gxk‘ < gpﬁk\-
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Dimostrazione. Sia X di Banach. Se laserie Y 72 || converge, le somme parziali {Zkzo |xk|}p

sono una successione di Cauchy in R. Percio Ezzp |zx| — O per p, g — oco. Dalla diseguaglianza
triangolare,

q q
‘Zxk‘§2|xk|ﬂO (4.1)
k=p k=p

per p,q — oo. La successione delle somme parziali di > p-, ), ¢ dunque una successione di
Cauchy in X e dunque converge in X. Mandando ¢ — oo nella (4.1) si trova la stima

’ixk‘§i|xk| vp.
k=p

k=p

Viceversa, sia {z}} una successione di Cauchy in X. Usando la definizione di successione
di Cauchy, Procedendo per induzione si trova ny tale che per ogni n > ni si ha |z — zpn,| < 1,
quindi no > n1 tale che per ogni n > ng si ha |z — xp,| < 1/2, e cosl via, si estrae da {zf} una
sottosuccessione {xn, } tale che
—k
|xnk+1 —Tn,| <277,
conseguentemente la serie Y oo 4 |,y —@n, | converge per il criterio del confronto. Per ipotesi
la serie > °p2 | (#n,,, — Zn,) converge allora ad un punto y € X,

P
‘Z(:pnk+1—xnk)—y — 0, per p — +oo.
k=1

Il limite precedente si riscrive anche come |z, — x| — 0 con x := y + zn, e, essendo {z}} di
Cauchy, non solo la sottosuccessione {xn, } converge a , ma tutta la successione {x}} converge
ax. O

4.c Serie di potenze

Data una successione {a,} di numeri complessi, la serie di potenze centrata in 0
a coefficienti {a,} &

o0 x
E anz” = ap + E a,z", z € C,
n=0 n=1

vale a dire la successione {s,,(z)} dei polinomi
n n
— k._ k
Sn(z) = apz” = ag + apz”, z e C.
k=0 k=1

Si considerano anche serie di potenze centrate in zy € C con coefficienti {a,},

[e.o]
Z an(z — 20)",
n=0

e, naturalmente si passa ad una serie centrata in zero con un cambio di variabile
lineare.

Chiaramente per ogni z € C fissato, la serie numerica ZZO:O anz™ converge
o diverge in dipendenza dalla scelta di z. Ovviamente Y a,2" converge per
z = 0 con somma ag. Vedremo ora che a ciascuna serie di potenze & associato un
cerchio di convergenza in modo tale che la serie converge se z e all’interno del
cerchio (supponendo positivo il raggio del disco) e non converge se z ¢ all’esterno.
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4.8 Esercizio. L’esempio tipico di serie di potenze ¢ la serie geometrica
(o)
>
n=0

le cui somme parziali si calcolano esplicitamente, ad esempio per induzione,

1— Zn+1

n
sn(z) = sz = 1—=2
k=0 n—+1 se z = 1.

se z # 1,

Segue che la serie geometrica converge in z se |z| < 1 e non converge in z se |z| > 1. Si prova
anche che la serie geometrica non converge in ogni z tale che |z]| = 1.

4.9 Definizione. Sia Y . a,2z" una serie di potenze. Il numero p € R, dato

da
1
— = limsup V/|ax/,

1% n— oo

e il raggio di convergenza di ZZOZO a,z". Usiamo le convenzioni 1/0% = +o0 e
1/(+00) = 0.

4.10 Teorema. Sia ZZOZO anz™ una serie di potenze con raggio di convergenza
p>0.

. o0 n .
(1) Seo,g > 0, allora )~ a,2" converge assolutamente in z se |z| < p.
(ii) > ,_yanz" non converge se |z| > p.
Dimostrazione. La dimostrazione € una ripetizione della dimostrazione del criterio della radice

per le serie a termini positivi.

(i) Sia r < p e t tale che r < t < p. Essendo limsup,, ., YV/|an| = 1/p, esiste 7 tale che
" 1
|an| < ?

per ogni n > n, quindi
r
Vian|rm < - <1
t
da cui segue

" r\n . _
lan|r™ < (;) per ogni n > 7.

Un confronto con la serie geometrica prova la seconda affermazione e la stima

(5)
3 Jan|r" < z:h,n:lt_—z Vp >, (4.2)
n=p n=p t

da cui segue (i) per la Proposizione 4.7.

(ii) Se |z| > p, allora limsup,,_,., ¥/|an||2|™ = |2|/p > 1. Dalle proprieta caratteristiche
del lim sup, se h & un numero tra 1 e |z|/p, si trova una sottosuccessione {ay,, } di {a»} tale che

K lag,, |z| > h ¥n, cioe,

lak,, | |2|F» > hFn vn.

Segue che |ag,, | |2*7| — oco. In particolare, an 2™ non converge a zero e quindi la serie di potenze
>0 o anz™ non converge in z. O
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4.11 Osservazione. Il Teorema 4.10 implica le seguenti caratterizzazioni per il
raggio di convergenza

[ee]
p:= sup{|z| ‘ Z anz" converge assolutamente}

n=0
o0

sup{|z|‘ E anz" converge}.
n=0

4.12 Esercizio. Se {an} & una successione limitata, |an| < C Vn, allora il raggio di conver-
genza della serie Y~ ) a, 2™ & maggiore o uguale a 1.

4.13 Esercizio. Una serie ) o7 ;anz" ha raggio di convergenza positivo se e solo se {|an|}
cresce al pill esponenzialmente con n, i.e., se e solo se esiste M > 0 tale che |an| < M™ Vn.

4.14 Esercizio. Mostrare che le serie anz'’ € Gn_ z 1 hanno lo stesso raggio di
n=0 n=0 n41
convergenza.

4.d Cerchio e dominio di convergenza

Il Teorema 4.10 implica che il dominio di convergenza di una serie di potenze,
cio¢ l'insieme A dei punti nei quali la serie converge, & il suo disco (aperto) di
convergenza {z||z| < p} unito eventualmente con un sottoinsieme di punti sul
cerchio |z| = p,

{2112l < p} c A {z] 12 < p}.

Ecco alcuni esempi

4.15 Esercizio. Come gia detto, la serie geometrica ) o~ 2™ converge in z se e solo se |z| < 1.
Il raggio di convergenza vale dunque 1 e il dominio di convergenza & 'interno del cerchio di
convergenza.

4.16 Esercizio. La serie di potenze Y 7 2™ /n? converge assolutamente, quindi converge, in
ogni z con |z| < 1, poiché in questo caso |z|™/n? < 1/n? per ogni n e > 2, 1/n? converge.

o o 2™/n? non converge in z se |z| > 1 perché |z|™/n? — co. Pertanto E;o:} z"/n2 converge
(e converge assolutamente) in z se e solo se |z| < 1. Per questa serie il dominio di convergenza
& tutto il cerchio chiuso {|z| < 1}.

4.17 Esercizio. La serie > >° ((—-1)" z::;

converge assoutamente in ogni z con |z| < 1 e non converge in z se |z| > 1. Si pud provare con
una certa fatica, che la serie converge in ogni punto z tale che |z| = 1 eccetto z = —1. Pertanto
questa volta il dominio di convergenza & {z||z| <1,z # —1}.

ha raggio di convergenza p = 1. Pertanto la serie

P . . (e’ 2™ 9n . .
4.18 Esercizio. La serie di potenze ) >7 | 252" ha coefficienti

0 se n & dispari,
an =

2P /p?  se n = 2p,

e raggio di convergenza 1/+/2 poiché
1 2p
= lim %P/ = =+2.
P n—oo p—oo |\l p?

— = limsup ¥an, =
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Si puo anche vedere Z;’il (2" /n?)22" come la serie di potenze > oo ; w™/n? nella variabile
w = 2z2. In altri termini, cambiando variabili w := 222, si ottiene la serie di potenze nell’E-
sercizio 4.16, > o2 ; w™/n?, che converge assoutamente in ogni w tale che |w| = 2|z|? < 1; si
conclude quindi che >°°° | (2" /n?)22" converge assolutamente in ogni z con |z| < 1/v/2 e non
converge in ogni z tale che |z| > 1/v/2.

Nel Capitolo 6 proveremo il seguente teorema di derivazione e integrazione
termine a termine

4.19 Teorema. Sia Y .. a,z" una serie di potenze di raggio di convergenza

p>0esiaS: B(0,p) — C la sua somma. Allora

(i) S & olomorfa e C* in B(0, p), la serie derivata i.e., la serie Y -, napz""*
ha lo stesso raggio di convergenza di y ., , an,z" e

S'(2) = Znanznfl Vz € B(0, p).
n=0

(ii) se v :[0,1] — B(0,p) & una curva regolare di classe C!, allora

/ S(z) & — i . ,7(1)n+1 _ ’y(O)nJrl ‘
Y n=0

n+1

4.20 Esercizio. Provare il

Teorema (del valore finale). Sia S(z) = Y 72 ;anz™ la somma di una serie di potenze di
raggio di convergenza 1. Supponiamo che

i) an, — L pern — oo
(i) p )
(ii) esiste una costante C > 0 tale che |an — L| < C’;lz— vn.

Allora lim »—1 (1 — 2)S(z) = L.
|z|<1

Dimostrazione. Infatti, sia |z| < 1, z # 1. Moltiplicando per z™

|2]"

lanz™ — Lz"| < C—- Vn > 1;
n2

percid sommando in n da 0 a k e usando la diseguaglianza triangolare,

k k LT SN
'Zanzn—LZzn'§|a0—L|+CZF§|a0—L|+Zn—2=:M<+oo.
n=0 n=0 n=1 n=1

Mandando ora k — oo e tenendo conto che > 2 [ 2" = i (abbiamo supposto che |z| < 1),

per k — oo si ottiene
L .
‘S(Z) - 1—‘ <M, e, |(1-2)S(z)—L|<MI|1- 2|
—Z

Per z — 1 si ottiene la tesi. O
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5.a Serie di Taylor come serie di potenze

Le serie di Taylor di funzioni date sono esempi importanti di serie di potenze
(reali) sulle quali testare la teoria generale.

5.1 Esercizio. Segue dalla formula di Taylor per funzioni di una variabile reale che
e n e x2n+1 e 2n

Z P e’ Z(fl)”m =sinz, Z(fl)” o)l = cosx

n=0 n=0 n=0

per ogni x € R, ed ¢ facile convincersi che il raggio di convergenza ¢ co. La convergenza alle
rispettive somme & uniforme su ogni intervallo limitato.

5.2 Esercizio (Logaritmo). Sostituendo z con —z nella

]_ oo
= ", <1,
— X_::r ||
n=0
si ottiene
1 o0
=) (=", x| <1,
1+« o
e, integrando,
z 1 r oo xn+1
log(1 + x :/ —dt:/ —1)™"t" dt = " , x| <1, 5.1
sita)= [ = [ 36 Yy (5.1

n In+1

Sinoti che il raggio di convergenza di 3> (—1) 1 ¢lessendol/p =limsup, .., V/1/n=

5.3 Esercizio (Arcotangente). Sostituendo z con —z2 nella

L_Sen <,

e integrando termine a termine, cfr. il Teorema 4.19, si ottiene

x 1 x X 9 e x2n+1
tanx = dt = —1)"2n gt = —1)" , <1, 5.2
arctans = [ 5gae= [ 30( SV (52)

D’altra parte si vede immediatamente che il raggio di convergenza della serie dell’arcotangente
el
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5.4 Esercizio (Serie binomiale). Si ha

1+2)* = @ z", a€eR, |z] <1, 5.3
(o) =3 ) €R, |o| < (5.3)
dove
(a) — 1 ifn=0
n ala—1)(a—2)---(a—n+1) ifn> 1.

n!
Si osservi che D" (14+2)* =a(a—1) - - (a—n+1)(1 +z)* ", e quindi la serie (5.3) & la serie
di Taylor di (1 4 z)® centrata in 0.
Poiché
«
‘(n—l—l)‘ o —n|
= —
’(a)‘ In+ 1|
n

as n— oo

segue per un noto criterio che anche /a,, — 1; pertanto la serie in (5.3) ha raggio di convergenza
1.
Sia S(z) := > 02 (Z)a:”, || < 1 la somma. Derivando termine a termine, si trova

(1+2)5(2) =aS(2), ol <1,
quindi

( S(z) )/ (1 +2)8(z) — aS(x)
(1+z)/ (1 + z)a+t!
Pertanto S(z) = ¢ (1 + z)® se |z| < 1, ¢ essendo una costante; infine da S(0) = 1 segue ¢ = 1.

=0.

5.5 Esercizio (Arcoseno). Sostituendo x con —x?

e 5 (e

e scegliendo v = —1/2, si ottiene

e integrando,

arcsin:v:/ogc\/lli_t / Z( l)n 1/2)t2ndt

B i( 1)n(—1/2) gl N (2n — I g2t
T n /2n+1  “— (2n)! 2n+1

(5.4)

per |z| < 1, e la serie in (5.4) ha raggio di convergenza 1. La serie in (5.4) in realtd converge
assolutamente se |z| = 1. Infatti, i coefficienti della serie in (5.4), che indichiamo con {¢n }, sono
nonnegativi, quindi per ogni p > 1,

P
. . . ™
E len| = E cn = lim E cpr™ < lim E cnpr” = lim arcsinr = —.
r—1— ne1 2

ne0 r—1— r—1—

5.b Funzione esponenziale

L’esponenziale complesso e* & definito come
e® =e"(cosy +isiny), z=x+1iy € C.

L’esponenziale complesso € una funzione olomorfa su C con De? = e* Vz perché,
ad esempio,

z z
de* | de*
— = €7, — = e,
ox
Si vede subito che la trasformazione z — €*

dy
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(i) manda rette orizzontali in semirette per l'origine,
(ii) manda rette verticali in cerchi per l'origine,
(iii) se z = x + iy si ha |e*| < e”, in particolare e* ¢ limitata su gni semipiano
{z=z+iy|z <x0},
(iv) e* #0 Vz € C,
(v) e® non & iniettiva, infatti e* = e se e solo se z e w hanno parti reali uguali
e parti immaginarie che differiscono di un multiplo intero di 2,

e’ =e" se e solo se z—w=2mik, k€ Z:

si dice che e® ¢é periodica di periodo 2mt.

Infine si ha

5.6 Proposizione. Si ha

=" vzeC (5.5)

|
0 n:

Dimostrazione. Infatti, le serie di Taylor di siny e cosy convergono in R, e quindi

) el y2n e y2n+l
e =cosy +isiny = )"+ R ) [ a—
4 v ;f ) e nz::()( V)
_ i (i) i (iy)*"+t i (iy)"
= (2n)! = (2n + 1)! = n! ’

i.e., la (5.5) per z = iy, y € R. Segue poi dal teorema sul prodotto di serie, Teorema 6.16,

ez-i—iy_ezeiy_(ni_o% n')(;(w) ) ch

dove
n—k

" ok (iy) L& T
Cn::z:%k! (n—k)'__'z()k(ly) P )=

k=0

5.c Seno e coseno, seno e coseno iperbolico

Si definiscono le funzioni sinz e cosz, z € C, e le funzioni iperboliche sinh z,
cosh z, z € C con le formule di Fulero

e’LZ _|_ e—’LZ . e’LZ _ e—’LZ
cos z 1= — 5 smz:T,
i
eF+e % . e —e %
coshz :== ——, sinh z =
2 2

Sono tutte funzioni olomorfe in C, e

Dsin z = cos z, Dcosz = —sin z,
D sinh z = cosh z, D cosh z = sinh z.
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La funzione cos z si annulla nei soli punti dell’asse reale z = 7/2 + km, k € Z e
la funzione sin z si annulla nei soli punti dell’asse reale z = km, k € Z. Si noti
esplicitamente che le funzioni sinz e cosz non sono limitate. Dalla definizione,
sez=x+1y, z,y € R,

———— <|cosz| = < = coshy
2 2 2
e analogamente
———— </|sinz| = < = coshy.
2 2 2

Le funzioni coshz e sinh z sono ottenute dal coseno e dal seno con una
rotazione di 7/2,

cosh z = cos(iz), sinh z = —isin(iz),

in particolare la funzione cosh z si annulla nei punti z = i(w/2 + kn), k € Z,
sull’asse immaginario e la funzione sinh z si annulla nei punti z = ikw, k € Z,
sempre sull’asse immaginario.

Infine le funzioni trigonometriche hanno uno sviluppo in serie di potenze

centrate in zero convergente su tutto C. Si trova, partendo dalla (5.5)

0 Ok 52k ‘ 0 ok 52k+1
cosz = — , sinz = 1) ——.
S S
o 2k o ,2k+1
coshz = —_— sinh z = —_—
> pfcas

5.d Tangente e cotangente, tangente e cotangente iperboliche

La funzione tanz := S22 & dunque ben definita e olomorfa in C\ {z = 7/2 +
km |k € Z}. Si noti anche che tan z ¢ limitata e lontana da zero lontano dall’asse

reale. Infatti se z = x + iy, si ha

lei e —e~eY| eV eV
le?Te=Y + e~ TeY| T e¥ —eY

|tan z| = = cothy, (5.6)

da cui |tan z| < cothyg su A :={z||Im (2)| > yo}. Analogamente

1 le'Te™V + e "TeY| < e Y +e¥

[tanz|  |eie~¥ —e~iwey| T ¥ — e~V

= cothy. (5.7)

|cot z| =
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5.e Funzione logaritmo principale

Il logaritmo principale € definito da
log z := log |z| + i arg z, z#0,

dove arg z € [—m, 7| & 'argomento di z/|z|, i.e., 'angolo tra la semiretta uscente
dall’origine per z e il semiasse positivo delle ascisse misurato in radianti in [—7, 7]
con arg 1 = 0. Infine

Proposizione. La determinazione principale del logaritmo, log z, é definita e
olomorfa in Q := C\ {z =2 +iy|y =0, < 0}. Inoltre

S " zn—i—l
log(1+2) =Y (-1) T 2| < 1. (5.8)
n=0

Dimostrazione. Osserviamo che per z # 0,
elogz _ elog \z\ezargz — 5
e che la funzione log z & continua in Q. Se w := log z, wo := log zp, 2 — zo piccolo, si ha

logz —logzo  w—wo

zZ— 20 T ew — ewo
e w — wq per z — zg. Percio log z ha derivata complessa in zg e
1 1
Dlogz(z0) = — = —.

ewo 20

Questo prova che log z & olomorfa in .
Poi la funzione log(1 + z) & olomorfa in |z| < 1. Se 4 & un curva regolare che congiunge 0
con z muovendo da 0, dal teorema fondamentale del calcolo si ha

dz >
log(1 + z) — lo, 1:/ :/ —1)"z"dz
s+ —log1 = [ T = [ 320

e n Zn+1
=> (-1 dz, 2| < 1.
= n—+1

5.f Funzione potenza

Se « € R si definisce per ogni z # 0 la potenza a-esima di z come

a _ jalogz _

2% — e ealog \z\ezaargz _ |Z|aezaargz

0, in forma polare,

2% = |z]%, argz® = cargz (mod 2m).

La funzione z%* : C — C & evidentemente olomorfa su A :=C\ {z =z +iy|y =
0, x <0} con Dz = az*"1.
Se si calcolano i limiti in un punto z = x + 0 del semiasse reale negativo,
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T

w® — |z|% " se w — z, Y(w) <0

w® — |Z|a€ia7r

se w — z, Sw > 0.

Dunque z“ ¢ continua sul semiasse negativo delle ascissi se e solo se

efionr — 6ionr
i.e., se e solo se a € Z. In questo caso la funzione potenza e I'ordinario elevamento
a potenza (positiva o negativa), e z* ¢ olomorfa su tutto C\{0}. Se o non ¢ intero,
allora z® e discontinua lungo il semiasse reale negativo.
Infine, procedendo come nel caso reale, cfr. Esercizio 5.4, si prova che

(1+2)*= Z <a>z”, se |z| < 1.
n

n=0
5.7 Esercizio. Provare che
cos(z1 + 2z2) = cos z1 cos z2 — sin 21 sin 22, cos? z +sin? z = 1,
sin(z1 + 2z2) = cos z1 sin zg + cos z2 sin 21, cosh? z —sinh? z = 1,
. . ™ .
cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz, cos(z— ) =sinz,
e® = cosh z + sinh z, e'” = cosz +isinz,
sin(z + ty) = sinz coshy + i cosz sinh y, cos(z + 4y) = cosx coshy — sinz sinh y.

5.8 Esercizio. Calcolare le derivate delle funzioni tangente, cotangente, tangente iperbolica,
cotangente iperbolica. Quindi scrivere e provare alcune uguaglianze relative a queste funzioni
complesse.

5.g Ulteriori esempi

5.9 Esercizio. La serie Y °° ;n22™ ha raggio di convergenza 1. Scrivendo

2

n2z" =nn —1)2" 4+ nz" = 2°n(n — 1)2" "2 4 znz""!

e sommando, si ottiene, per |z| < 1,

z: 2_n 22 z: n z: n 22
4 O’I’LZ z z z z z 1 +Z 1

n=0 n=0

5.10 Esercizio. Calcoliamo

oo
2
> At
71:27171
Se si scrive 42 3
n
:1+ s
n—1 n—1

moltiplicando per z" e sommando si ottiene

o0 o0 o0
n+2 . " Zn—1 22
2" = 2"+ 3z = —3zlog(l — 2),
2T T 2 i gl =)
n=2 n=2 n=2
usando le
o0 o0
1 n+1
Sot=—, Y T = leg(l-2), <L
= 1—=z2 n:On+1
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5.11 Esercizio. Calcoliamo
oo
> e
n—3 Tl o 2)

Poiché
1 11 1 1

(n+1)(n—2) T 3n+1 3n-2

moltiplicando per z™ e sommando, si ottiene, per |z| < 1,

f’: 1 n 1S et 22
S _z
7123(n—&-1)(n—2) 3zn:3n 3n3n—2
1 22 23 22
= —(—tlogl—2) -2 - S -2 )+ Zlog(1 - 2).
(s —2) - 2= 5 = ) + T log(1 - 2)
Qui abbiamo utilizzato 'uguaglianza > > zn":; = —log(l — z) se |z| < 1.

5.12 Esercizio. Si pud scrivere la somma della serie Y 2 | 2™ /n? come un integrale. Infatti,
per |z| < 1siha

0  _n 0o 0 ,p—1 0 ,n
z 1 _ t 1 t log(1 —t)
— = — t" 1dt=/ dt:/— —dt:/‘idt

nZ:: 2 ;n/ "/Z n vtzn ¥ t

n=1

essedo v(t) una curva che congiunde 0 con z muovendo da 0. Il calcolo & giustificato dal
Teorema 4.19 osservando che tutte le serie coinvolte hanno raggio di convergenza 1.

5.13 Esercizio. Mostrare che

> 1 > z
n+1)2" = ——, nz" = ——,
nZ::O( ) (1—2)2 nZ::O 1—22
o0 2 o0
2_n 27tz n_n 1
n ' = ——, """ = ——
7;) (1-2)3 nz::o( ) 1+2
1—227 = n! e’

%
i )

5.14 Esercizio. Calcolare le somme delle seguenti serie

> cos(1 + 2n) > L ynsin(l +2n)
o >_(=1) @
= n! = n)!
st 2n et 3n+2
nZ z
i T
i Z2n i Z2n+1
n=0 2n+1 n=0 n
ntl nn+1)
>3
n=0 n
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Figura 5.1. Alcune trasformazioni olomorfe.
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1 oo
=> 2" 2 <1,
1—=2 =
X _n
e® = Z—', z € C,
= n!
[ee]
log(1+2) = (- 1)" ;<1 2 £,
n=0
e 2n—+1
z
sinz 1= - z€C,
nz::()( ) 2n+1)!
e 2n—+1
) z
SlIth.—z:m7 ZG(C7
2n
cosz:_Z(— " z € C,
=6 (2n)’
©  2n
COShZ::ZW’ z € C,
— (2n)!
2 — 1) z2n+1
arcsin z := Z Gn= DU 2 lz] <1,
= (@)l 2n +1’
2 — 1 z2n+1
sinh_lz::Z( - )) ;nJrl’ || <1, z # &1,
w
arCCOs 2 1= o — arcsin z, lz| <1,
e n 22n+1
arctan z := -1 , z| <1, z # +i,
S s
o 2n-+1
tanh_lz::Z; neE lz] <1, z # +1,
n
n=0
1 [e o]
172:222", lz| <1,
n=0
Cagpe
1+2)=3 (n)zn 2] < 1,
n=0
dove
1 ifn=20
(2n)ll = BEE ong)l = 20+ 1)(20—1) - 5-3-1
2n(2n—2)---4-2 ifn>1,
eper a € R
(a) _ala-D(a=2)---(a—n+1)
n/ n! '

Figura 5.2. Una tabella di serie di potenze.
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In questo capitolo discutiamo le proprieta fondamentali delle serie di potenze
provando in particolare il teorema di derivazione e integrazione termine a termine
Teorema 4.19 e alcuni risultati rilevanti sul prodotto di serie e sulle serie di
prodotti.

6.a Continuita della somma

Sia S(z) = ZZOZO anz™ la somma di una serie di potenze con raggio di convergenza
p > 0. Per ogni intero n S, (z) := Z?:o ajz? & un polinomio di grado n ed una
domanda ragionevole & chiedersi quali siano le proprieta di S, (z) che passano al
limite. Ad esempio, si ¢ gia visto che il dominio di definizione di S(z) ¢ in generale
strettamente pit piccolo del campo di definizione dei polinomi in C.

Ci si puo chiedere se S(z) sia continua sul suo dominio di definizione. E difficile
resistere alla tentazione di scrivere

lim S(z) = lim lim S,(z) = lim lim S,(z) = lim S,(z0) = S(z). (6.1)

z—20 Z—2() N—00 n—oo z—20 n— 00

E perd un fatto che lo scambio dell'ordine di passaggio al limite rispetto a due
variabili, i.e., 'uguaglianza

lim lim S,(z) = lim lim S,(2),
Z—20 N—00 n—o00 z— 2o

e in generale falsa. Ad esempio, se S, (x) = 2", x € [0,1], si ha

lim lim 2" =1lm0=0 e lim lim 2" = lim 1=1.
r—1n—oo r—1 n—oo r—1 n— o0

Il conto in (6.1) non & dunque giustificato.

6.b Convergenza uniforme

Lo scambio dei limiti in (6.1) e giustificato invece nel caso in cui si abbia una
stima uniforme per lerrore che si commette sostituendo S(z) con S, (z). Per la
rilevanza che riveste questa proprieta, conviene dare una definizione.

6.1 Definizione. Siano S,,,S : A — C funzioni definite su un insieme A del
piano. Si dice che S, converge ad S uniformemente in A se
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Ve > 0 37 tale che Vn > T e Vz € A si ha |S,(z) — S(2)| <e.

Si dice che una serie di funzioni converge uniformemente in A se le somme parziali
convergono (alla somma) uniformemente in A.

6.2 Osservazione. Rispetto alla convergenza puntuale “per ogni z € A S,,(z) —
S(z)”, la convergenza uniforme di S,(z) a S(z) afferma (o richiede) che per
ogni € > 0 c¢’¢ un indice 7 indipendente da z € A sufficiente a rendere l'errore
|Sn(2) — S(2)| inferiore a e.

Se si considera il “massimo errore” tra S(z) e S, (z) al variare di z € A

HS - Sn”oo,A := sup |S(Z) - S”l(z)|7

z€A

possiamo dire che S, (z) — S(z) uniformemente su A se e solo se la successione
numerica ||S,, — S||co,a tende a zero per n — oo. Inoltre, poiché ovviamente

15n(2) = S(2)| < |[Sn = Slloc,a  Vz €A,

la convergenza uniforme di S,,(z) a S(z) in A implica la convergenza (puntuale)
di S,,(z) a S(z) in ogni punto z € A. Una conseguenza ¢ che il limite puntuale ¢ il
solo candidato possibile ad essere limite uniforme. In generale esistono successioni
di funzioni che convergono puntualmente ma non uniformemente.

6.3 Esercizio. Sia ¢(z) : R — R una funzione limitata con ||¢|leor = M > 0 e p(z) — 0
per £ — —oo. Definiamo Syp(x) := ¢(z — n), z € R. Ogni Sy (x) & una traslazione di (). Si
vede subito che per ogni x fissato Sn(z) = ¢(x —n) — 0 per n — +oo, i.e., {Sp} converge
puntualmente a zero. Ma la convergenza non & uniforme essendo ||Sn — S||oo,g = M > 0.

6.c Continuita del limite uniforme

6.4 Teorema. Siano S, : A — C funzioni continue su A convergenti uniforme-
mente in A ad una funzione S : A — C. Allora S & continua in A.

Dimostrazione. Siano zg € A e € > 0. Per la convergenza uniforme in A di Sy (z) a S(z) esiste
n, n = n(e), tale che |Sy(z) — S(2)| < € per ogni z € A. Percio
1S(2) = 5(z0)| = [Sn(2) = Sn(20) + 5(2) = Sn(z) + Sn(20) — S(20)]
< ISn(2) = Sn(20) +[5(2) = Sn(2)] +15(20) — Sn(20)]
< |Sn(z) — Sn(z0)| + 2e.

Poi, per la continuita di Sy (z) si trova 8, § = §(e, n(€)) tale che per ogni z € A con |z — 20| <
si ha |Sn(z) — Sn(20)] < €. In definitiva |S(z) — S(z0)| < 3€ per ogni z € A, |z — 20| < 6. O
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Figura 6.1.

6.d Convergenza uniforme delle serie di potenze

6.5 Teorema. Sia )~ a,z" una serie di potenze convergente assolutamente
in zg. Allora la serie converge uniformemente su {z||z| < |zo|}.

Dimostrazione. Per ogni |z| < |z0| e n > 1 si ha

oo oo o0
15G) =S =| 3 @] < 3 laslll < 3 laglleol (6.2
j=n+1 Jj=n-+1 j=n+1
e dunque
s .
sup |S(z) — Sn(2)| < Z laj||zo0l? — O, n — oo.
|z|< 20| j=n+1

O

Sia B = B(0,p) una palla di C e K C B un insieme chiuso e limitato. La
funzione distanza dal bordo di 0B, z — dist (z,0B), z € K, & continua e non
negativa; segue dal teorema di Weierstrass 1’esistenza di un punto zy € K di
minima distanza di K da 9dB. Percio la distanza di K da B & strettamente
positiva o, equivalentemente, esiste r < p tale che K C B(0,r). Segue allora dal
Teorema 6.5

. . . o0 . .
6.6 Corollario. Una serie di potenze )~ a,z" con raggio di convergenza p >
0 converge uniformemente su ogni insieme compatto contenuto all’interno del
cerchio di convergenza.

6.7 Corollario. Sia S(z) = Y .2, a,2" la somma di una serie di potenze con
raggio di convergenza p, allora S(z) é continua in ogni punto z interno al dominio
di convergenza, |z| < p.

Dimostrazione. Per ogni zg con |zg| < p si sceglie r tale che |20] < r < p esia A := {z €
C|lz| £ r}. 11 Corollario 6.6 da la convergenza uniforme in A delle somme parziali Sy (z) a
S(z), e il Teorema 6.5 permette di concludere che S ristretta ad A & continua in zg. Poiché zg
¢ interno ad A, anche S(z), z € {|z] < p}, & continua in zo. O

6.8 Esercizio. Siano S, : B(0,p) — C, p > 0, una successione di funzioni convergente
puntualmente a S : B(0, p) — C. Le affermazioni

(i) Sn converge uniformemente a S in B(0, p),
(ii) S, converge uniformemente a .S su ogni compatto contenuto in B(0, p),

non sono equivalenti. Verificarlo con le somme parziali della serie geometrica.
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6.e Derivazione e integrazione di serie di potenze
Sappiamo gia che per ogni intero k
D(apz") = kapz"1,

e quindi che per ogni intero n
n n n
D ( Z akzk) = Z D(akzk) = Z kapz""1.
k=0 k=0 k=1

Proveremo ora che, se S(z) = Y o, arz” ¢ la somma di una serie di potenze di
raggio positivo, allora

S'(z) = Zkakzkfl Vz, |z| < p.
k=0

6.9 Proposizione. La serie di potenze ZZOZO an, 2™, e la serie derivata i.e., la
serie di potenze delle sue derivate, > -, na,z" "', hanno lo stesso raggio di
convergenza. In particolare se p ¢ il raggio di convergenza della serie y . a, 2",
allora la serie derivata y . na,z" ! converge uniformemente in ogni cerchio
chiuso strettamente contenuto in {|z| < p}.

. . . . . . . . oo n . 1 0O n
Dimostrazione. Siano p, o rispettivamente i raggi di convergenza di 3 7 janz™ediy 7 | nanz

Supponiamo che la serie derivata converga assolutamente in z. Poiché

lan|z|™ < |z|njan||2|" !

er n > 1, per confronto la serie > °°  a, 2" converge assolutamente in z. In particolare p > o.
Z 4 n=0 N
Viceversa sia z all’interno del cerchio di convergenza della serie Y >° | anz™, i.e. |z] < p, e sia
r tale che |z| < r < p. Poiché ancora r < p, la serie 3 >  anr™ converge assolutamente. In
particolare la successione |ay|r™ € limitata, |an|r™ < M e dunque

M n—1
nlan||z|" 1 Sn—(ﬂ) .
r\r

Per il criterio del confronto la serie derivata converge dunque assolutamente in z. Si conclude
quindi che o > p e in definitiva che o = p. O

Discutiamo prima l'integrazione per serie.

6.10 Proposizione. Siano S,, : B(0,p) — C funzioni continue convergenti uni-
formemente su ogni cerchio chiuso di B(0,p) ad una funzione S : B(0,p) — C.
Allora per ogni curva v : [0,1] — B(0.p) di classe C! si ha

/y Sp(2) dz — /y S() dz.

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che S & continua per il Corollario 6.7 e che I" := ~([0, 1])
& compatto. L’integrale fw S(z) dz & dunque ben definito.

Si ha allora

|/ (50) = 8GD de] < 180 = Slloor £6)

dove L(7) & la lunghezza di . Poiché S, converge uniformemente a S sul compatto I, cfr. il
Corollario 6.6, la tesi segue. O
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6.11 Teorema. Sia S(z) =Y o, ar(z — 20)%, 2 € B(z0,7), r > 0, la somma di
una serie di potenze. Allora S ¢ di classe C*°(B(zo,)) ed ha derivate complesse
S*)(2) di ogni ordine in B(zq,r). Per ogni k = 0,1,2,... S®)(z) & la somma
della serie di potenze,

o

SH()=> nn—1)...(n—k+1)an(z—2)""  Vz€ B(x,p).
k=n

In particolare
S®) (z0) = kla,  Vk>0. (6.3)

Il teorema si ottiene applicando induttivamente la Proposizione 6.12 seguente

6.12 Proposizione. Sia ) .. ,a,z" una serie di potenze di raggio di conver-

genza p > 0. Allora la somma S(z) := > - anz" & C*(B(0,p)) N H(B(0,p))
e

S'(z) = Znanz”_l Vz € B(0, p).
n=1

Dimostrazione. La serie derivata Y o2 | nan 2™~ 1 ha raggio di convergenza p per la Proposizio-
ne 6.9. Sia T'(2) := 372 ; nan 2"~ ! la somma. Per ogni z,w € B(0, p), sia v : [0,1] — B(0, p)
una curva regolare con v(0) = w e y(1) = z, Poiché per ogni intero k > 1, DzF = k2*—1  segue
dal teorema fondamentale del calcolo, Teorema 2.3 che

Xn: apz® — Xn: apw™ = / Zn: kapCF—1dc.
k=1 k=1 Y k=1

Poiché le somme parziali delle serie di potenze convergono uniformemente sui compatti stret-
tamente contenuti nel cerchio di convergenza, si ricava passando al limite per n — oo, cfr. la

Proposizione 6.10, che
[ kattac — [ T
Y k=1 vy

e quindi

S(2) = S(w) = [ T(O)de.

~

Essendo z,w e 7 arbitrari, il teorema fondamentale del calcolo, Teorema 2.3, da che S & deri-
vabile in senso complesso e S’(z) = T'(z) Vz € B(0, p). |

6.13 Esercizio. Mostrare che > 7 r(n) =n2n—1,

T

6.f Prodotti di serie

Se P(z) = Z?:o a;jzl e Q(z) = Z?:o b;z? sono due polinomi di grado rispettiva-
mente p e ¢, P(z)Q(z) & ancora un polinomio di grado p+ ¢ i cui coefficienti si
ottengono sommando tutti i possibili prodotti dei monomi di P(z) con i monomi

di Q(z),
P(x)Q(x) = (ap + a1z + - + apz?)(bo + b1z + -+ + bg2?) = Z a;b;z" .
1=0,p

Jj=0,q
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e raccogliendo i monomi dello stesso grado

p+q
P(2)Q(z) = Z ( Z aibj)zk. (6.4)
k=0 itj=k

6.14 Definizione. II prodotto di convoluzione di due successioni a = {a,} e
b= {b,} e la successione denotata con {a * b},, definita da

(CL * b)n = Z aibj = iajbn,j.
7=0

i+j=n
Dalla definizione

(a * b)o = a0b07
(a*b)1 = agby + a1bo,
(a * b)g = a0b2 + a1b1 + azbo,

6.15 Esercizio. Il prodotto di convoluzione & estremamente utile nell’esprimere varie opera-
zioni sulle successioni. Se 6§y, ,, € il simbolo di Kronecker

1 sek=n,

‘sk,n—
0 sek #n,

e e, ¢ la successione definita da
e = {ak,n}:{()? 07 07 07'“71, 07 Ov"'}7
si ha
0 if n <k,

(a*xeg)n =
Ap_p ifn>k,

ciog, i valori di a * e}, sono i valori di {an} traslati di k posizioni in avanti.

a={ao, a1, a2, ..., an, ...}

axep,={0,0,0,...,0, ap, a1, a2, ..., Gn, ...}

Seb={1/2, 1/2, 0, 0 0,...}, allora

ao/2 sen =0,

(a*b)p =
(an +an—1)/2 sen>1.

Infine, se b={1,1,1,...,1,...}, allora
n
(axb)y = Z ak Vn.
k=0
¢ la somma parziale della serie >->° , an.
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.

M

~
i)

N
hS]
~

[p/2] p q
Figura 6.2.

In termini di prodotti di convoluzione la (6.4) si rienuncia dicendo che se
P(z) = Z;;:o a;27, Q(z) := Z?:o b;z? e se si definiscono le successioni

a={ag, a1, ag, ..., ap, 0, 0, 0,...}
b= {bo, b1, b, ..., by, 0, 0, 0,...}.
allora
p+aq
P(2)Q(z) = (axb)
k=0

Pit in generale

6.16 Teorema. Siano a = {a,} e b = {b,} due successioni tali che le rispettive
. o0 o0 . . .
serie ) g a; e Y ._,b; siano assolutamente convergenti. Allora la serie

oo
E axb);
Jj=0
é assolutamente convergente e 32 ((a* b); = > 7% ga; D272, b;

Dimostrazione. Siano
oo oo
A::Z|aj| e B::Z|bj|.
=0 =0

Siano poi ¢ > p e n := [p/2]. Si ha

q q
Solaxbl <D0 D aib| < D0l (6.5)
k=p k=p it+j=k p<i+j<gq
<Z|am|Z|b|+Z|b|2|az|<BZ|az|+AZ|b|
i=n j=n =0

Poiché il secondo membro tende a zero per p, ¢ — +00, la successione delle somme parziali della
serie Zoio |(a * b);| & una successione di Cauchy. Il criterio di Cauchy implica dunque che la

serie Z 2 o(a*b); converge assolutamente. Si ha poi per p > 0
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‘Z S ajb; —ZaJZb‘ (6.6)

k=01i+j5=k
2p P 2p p o0 o0
<D b1 D i + > lail Dbl < A |bsl+ B Y ayl.
Jj=p =0 i=p j=0 Jj=p Jj=p

Poiché il secondo membro tende a zero per p — o0, segue dal criterio del confronto che

St = (3 ae) (3 0).

k=0 k=0 k=0
0

6.17 Corollario. Siano ) - anz" e o, b,2" due serie di potenze con raggio
rispettivamente p, o con p < o. Allora la serle di potenze 7 o(axb), 2" haraggio
di convergenza maggiore o uguale a p e

i(a*b (Za" )(ibnz”> Vz con |z| < p.
n=0 n=0

6.18 Esercizio. Mostrare che

1 = mtky g 2™ Nk g
(1—z)m+ _g)( m ) (1—z>m_,§(m)z'
6.g Serie di prodotti
6.19 Teorema. Siano A(z) := > 2 a,2" e B(z) := Yo" b,2" le somme di

due serie di potenze con raggi di convergenza rispettivamente a > 0 e b > 0.
Allora la serie
o0
Z anbp 2"
n=0

ha raggio di convergenza p > ab. Inoltre per ogni z con |z| < ab

Z @nbn 2" 27rz

dove r é un qualunque numero tale che ‘—z‘ <r<a.

o o) A(w)B (5) é dw

Dimostrazione. La serie 3 > b,z™0™ converge assolutamente per |o| < b/|z| e uniformemente
sui compatti del cerchio di convergenza |o| < b/|z|. Percid la serie di potenze in 1/w data
da >0 (bpz™w™™ converge assolutamente in {|w| > |z|/b} e uniformemente sui compatti
strettamente contentuti. In particolare la successione di funzioni

sn(w) = (zn:aiwi) (zn: bjziw™I
i—1 =1

converge assolutamente sulla corona {w||z|/b < |w| < a} a A(w)B(z/w) e la convergenza &
uniforme sui compatti contenuti nella corona, in particolare su 8+ B(0, 7). Segue

1 1 1
— A(w)B(i) —dw= lim — / sn(w) dw. (6.7)
27i Jo+B(0,r) w/ w n—0o0 2% Jo+B(0,r)
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Calcoliamo ora i termini a destra nella (6.7). Si ha

1 /1 o
— sn(w) dw = a;bjz’ (—/ w’_J_ldw>
271 o+B(0,r) " Z v 27 8+ B(0,r)

i,7=0,n
n
= Z aibizi
=1

essendo

L w_k_ldw:i/%eiktdt: 1 sek=0,
2mi Jo+B(o,r) 27 Jo 0 sek#0.

41
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7.1 teoremi fondamentali sulle
funzioni olomorte

In questo paragrafo proviamo i teoremi fondamentali sulle funzioni olomorfe. In
particolare proveremo che le funzioni olomorfe sono tutte e sole quelle funzioni
che sono localmente la somma di una serie di potenze.

7.a Domini regolari

Un aperto connesso di C si chiama anche un dominio di C. Diciamo che A ¢ un
dominio regolare se A & un dominio la cui frontiera € I'unione delle immagini di
un numero finito di curve semplici chiuse C'! a tratti che si toccano eventualmente
sugli estremi. In particolare, per tutti i punti z del bordo 0A tranne al pit un
numero finito, ¢ definita la normale esterna ad A in z; indicheremo quindi con
Ot A una curva C! a tratti che percorre il bordo di A in senso antiorario, i.e.,
lasciando alla sua destra la normale esterna ad A. La curva 9T A, pur non essendo
univocamente definita, si chiama con un qualche abuso di linguaggio la frontiera
orientata in senso antioriario, di A. In ogni caso, se f : @ — C & continua,
I'integrale
f(z)dz
ot A

¢ univocamente definito, non dipendendo dalla parametrizzazione scelta nel
percorrere 0A in senso antiorario.

Sia © un aperto ¢ A C  un dominio regolare di C. E falso in generale che
se R C Q) & un rettangolo, allora A N R sia ancora un dominio regolare di C, cfr.
Figura 7.1. Diremo che A CC 2 ¢ un dominio elementare per ) se esiste una

quadrettatura di C tale che per ogni quadrato aperto R della quadrettatura tale
che RN A # () si abbia

(i) RCQ,
(ii) RN A sia un dominio regolare di C.

Non ¢ il caso di discutere questa definizione, anche perché a posteriori risultera
del tutto superflua. Per quel che segue basta osservare che i domini piccoli A CC
Q, i rettangoli R CC €, le palle B(z,r) CC Q, le corone A(z,7, R) := {w €
Clr < |lw—=2z < R} CC Q e gli insiemi del tipo A := B(zg,7) \ B(z,6) con
B(z,0) C B(zp,7) CC Q sono domini elementari.

7.1 Proposizione. Sia f : Q) — C una funzione continua definita su un dominio
Q C C. Sono fatti equivalenti

(i) per ognirettangolo R C Q con ilati paralleli agli assi, si ha [, , f(z)dz =0,



44 7. I teoremi fondamentali sulle funzioni olomorfe

Figura 7.1. A ¢ un dominio elementare, ma A N R non lo &.

ot A
Figura 7.2. (a) Un dominio A C C. (b) A & un dominio elementare in .

(ii) per ogni dominio elementare A in €) si ha

f(z)dz=0.
Ot A

Dimostrazione. Va provato che (i) implica (ii). Sia R un rettangolo con i lati paralleli agli assi
contenuto in 2. Segue da (i) e dalla Proposizione 2.9 che f ha una primitiva olomorfa Fr(z)
su R e quindi

1 1
d
[ 1= [ rawp@a= [F Zrao) = Fom) - FeO)
p
per ogni curva v C1 a tratti contenuta in R, in particolare

/é)"’Af(Z)dZ:O

per ogni dominio ammissibile A C R. Se ora A = Uij\ilAi con A; domini disgiunti contenuti
ciascuno in un rettangolo R; C 2, si osserva che gli archi di curva in comune a piu di un A;
sono percorsi esattamente due volte con orientazione opposta. Percio gli integrali sui tratti in
comune si elidono e quindi

N
/a+Af(Z) dz = ;/64-& f(z)dz=0.
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Figura 7.4. Illustrazione della dimostrazione del teorema di Goursat.

7.b Teorema di Goursat

7.2 Teorema (Goursat). Sia Q un dominio di C e f € H(S). Allora f ha

localmente primitive olomorfe e

/mA f(z)dz=0

per ogni dominio elementare A C ).

Dimostrazione. Per la Proposizione 7.1, basta provare che per ogni rettangolo R C €2 con i lati
paralleli agli assi, si ha f8+R f(2),dz = 0. Diamo la dimostrazione dovuta a Edouard Goursat
(1858-1936).

Sia R un rettangolo con lati paralleli agli assi strettamente contenuto in 2. L’integrale
Jo+ g f(2) dz & allora ben definito (f & continua in 2). Supponiamo

n(R) ;:/ F(2)dz #0. (7.1)
otR
Dividiamo R in quattro rettangoli uguali Rgl), e RYL). Poiché i segmenti dei bordi comuni
a due rettangoli si elidono, si ha
4
n(R) =Y n(RY).
i=1
Segue che per almeno uno di essi Ry := jo)

In(R)| > 5 In(R)|

Dividendo R; in quattro e procedendo per induzione, si costruisce una successione di rettangoli
Ry, uno dentro Daltro tali che diag (R,) = 2~ "diag (R), Perimetro (R, ) = 2~ "Perimetro (R) e
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T A

Figura 7.5. 9T A.

In(Rn)| = 47" n(R)|. (7.2)

Sia ora z* = ﬂnﬁ_n. Dalla definizione di olomorfia, per ogni € > 0 esiste § > 0 e 7 tali che per
ogni n > msi ha R, C B(z*,6) e

If(z) = f(z") = f'(z")(z = 2")| S €|z — 27| Vz€B(2",9)

da cui per ogni n sufficientemente grande si ha

e =] [ (10 - 1) - 16 ) s

< e/ |z — 2*| dz < ediag (Rp) Perimetro (Rp)
Ot R,

<c4 "

Si ottiene quindi dalla (7.2) che |p(R)| < ce. Essendo € arbitrario, si conclude che n(R) =0. O

7.3 Esercizio. Siano  un dominiodi Ce zg € A C B C Q. Se A e B sono domini ammissibili
per €2, allora

/ f(z)dz:/ f(z)dz Vf e H(Q).
ot A o+tB

7.c Formula di Cauchy

7.4 Teorema (Formula di Cauchy, I). Se f € H(Q), vale la formula di
Cauchy: per ogni dominio elementare A CC €) e ogni z € A si ha

_ 1 f(C)
1) = 2m/a+A<—de

Dimostrazione. La funzione f(¢)/(¢ — z) & olomorfa in Q\ {z}. Sia dp sufficientemente piccolo
in modo che B(z,d0) C A. Per ogni §, 0 < § < dp l'insieme A\ B(z,d) & un dominio elementare
per Q\ {z}. Segue dal Teorema 7.2

Q) f(C)
—2>d( = Vo < 4.
/<9+B(z,6) ¢—= ¢ /6+A ¢— Z =%

D’altra parte, essendo f continua in z,

L S < 2ene w15 - f@I = o) perd o,
8+ B(z,6) -z CEB(2,9)
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Inoltre, parametrizzando 81 B(z,§) con ¢ = z + de*?, 6 € [0, 27], si trova

2w S 10
/ dc :/ ‘”e,g 6 =2ri V.
9+ B(z,6) C — 2 o det

In conclusione, per 6 — 0,

1
[, La=j0 L ¢t o(1) = 27 f(2) + o(1)
o+ta(—=z 0+ B(z,60) ¢ — 2
Segue che o(1) & identicamente nullo e quindi la tesi. m

7.d Formula di Cauchy e serie di potenze

Segue dalla formula di Cauchy e dal teorema di derivazione sotto il segno di
integrale che ogni f € H(Q) & C*(Q) e per ogni dominio elementare A C Q e
ogni z € A

F0(2) = = /8 LG A S (R {9 R

o L v Kl I o =
Di piu, si ha

7.5 Teorema. Sia Q) C C un dominio. Ogni funzione f € H(Q) é localmente la
somma di una serie di potenze. Precisamente per ogni zg € §)

f(z) :Zak(z_zﬂ)kﬂ ZEB(Zo,p),
k=0

dove p := dist (20, 0) e per ogni k
1
Y 7

= 5w |y T 4 (7.4)

essendo A un arbitrario dominio elementare per ) contenente z.

Proviamo prima il seguente

7.6 Lemma. Sia f : B(zp,r) C C — C una funzione continua su B(zy,r) tale
che

f(z) L/ &dC Vz € B(zg,1).

270 Jorp(agr) 2

Allora f(z) é la somma della serie di potenze complessa
f(Z):Zak(Z—Zo)k, Vz € B(z0,7)
k=0

dove per ogni k

1 f(©)
- _JE)
o 2m /3+B(z0,r) (C - zO)k+1 C
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Dimostrazione. Per ogni ¢ con | — zg| = r si ha

1 1 1 1 - k
== ¢ = P )

— _ Z _ —
201 ¢—20 #0 x=o ¢—%20
e la convergenza & totale (al variare di () essendo |z_;z§| = ‘Z_—TZ()' < 1. Percid integrando

termine a termine,

1 1O &1 70 .
® 2mi Jo+B(zg,r) § — 2 ];J 27% J o+ B(zg,r) (€ — 20)*H1 ( 0)
O
Dimostrazione del Teorema 7.5. Se z € B(z0, p) e r & tale che |z — zo| < r < p. Per la formula
di Cauchy
1
flw) = J© d¢

T omi o+ B(z9,r) ¢ —W

Segue quindi dal Lemma 7.6 che f(2) = 322 ; ar(z — 2z0)* con

Yw € B(zo, ).

1 f(Q
= dg.
T o /a+B<zo,r> =zt
Si osserva ora che la funzione g(¢) := f(¢)/(¢ — 2z0)**! & olomorfa in Q\ {20} e dunque se

B(zp,e) C A
d¢ = d¢ = dc.
/(';+ (o) g(C) ¢ /aJr (0.6) g(C) ¢ /a+ Q(C) ¢

applicando il Teorema 7.2 rispettivamente ai domini ammissibili per B(zo,7) \ B(z0,€) € A\
B(zo,¢€). O

Essendo ogni funzione olomorfa localmente la somma di una serie di potenze,
la sua derivata e anch’essa localmente la somma di una serie di potenze, quindi
una funzione olomorfa per la Proposizione 6.12

7.7 Corollario. Sia Q un dominio di C. Se f € H(Q?), allora f' € H(Q). Quindi
f € C>(9Q) e tutte le derivate complesse di f sono olomorfe in €.

Segue inoltre

7.8 Corollario. Sia f : Q C C — C una funzione. Sono fatti equivalenti

|
(iii) [4+4 4 f(2) dz = 0 per ogni dominio elementare A per Q,
) vale la formula di Cauchy: per ogni dominio elementare A per ) si ha

fo L[ 1©

=5 a+AC—Zd< Vz e A,

(v) f élocalmente la somma di una serie di potenze.

Dimostrazione. (i) = (ii) ¢ il Teorema 7.2. L’equivalenza fra (ii) (iii) & contenuta nella Propo-
sizione 7.1. L’implicazione (i) = (iv), (iv) = (v), (v) = (i) sono rispettivamente i Teoremi 7.4,
7.5e6.11.

Resta da provare che (iii) = (i). Se vale la (iii) f ¢ localmente la derivata di una funzione

olomorfa. E quindi a sua volta una funzione olomorfa per il Corollario 7.7. a

7.9 Osservazione. L’implicazione f olomorfa = f € C1(Q) ¢ riferita in lette-
ratura come teorema di Goursat, mentre 'equivalenza tra (i) e (iii) ¢ nota come
teorema di Morera.
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7.e Punti singolari e raggio di convergenza

7.10 Definizione. Sia f : ) — C olomorfa e zy € 05). Si dice che zy é un punto
singolare per f se non esiste un un intorno B(zg,d) di 2y e una funzione olomorfa

f definita in B(z,6) tale che f = f in B(z0,0) N .
Il teorema seguente da una proprieta della somma di una serie di potenze

complessa.

7.11 Teorema. Sia f : B(zg,p) — C la somma di una serie di potenze di raggio
di convergenza p > 0,

f(z) = Zak(z — z)k.
k=0

Esiste almeno un punto ¢ € dB(zg, p) singolare per f.

Dimostrazione. Sia Q DO B(zo, p) 'aperto pit grande sui cui & possibile estendere f. Per defini-
zione ogni punto ¢ € 92 & un punto singolare per f. Poiché ’estensione di f ha sviluppo in serie
di potenze centrate in zg con raggio d(xo,9€2), deve necessariamente essere p = dist (zg, 992).
Essendo 092 chiuso, esiste almeno un punto (o € 99 tale che |( — zo| = p. Per costruzione
Co € 9NN OB(z0,p) i.e., & un punto singolare per f su dB(zo, p). |
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8. Qualche conseguenza

8.a Teorema di Liouville

Sia f € H(R). Dalle (6.3) e (7.4) o dalla (7.3) seguono le stime di Cauchy

k!
(k) <
9ol < 5 max 1700 (5.)

per ogni zg € Q e r < dist (29, 02) Sono stime particolarmente stringenti. Segue
ad esempio il famoso

8.1 Teorema (Liouville). Le uniche funzioni olomorfe e limitate in tutto C
sono le costanti.

Dimostrazione. Supponiamo che |f(z)| < M Vz € C. Si ha allora per ogni r > 0 e ogni z € C

< s

T

e quindi f’(z) = 0 per ogni z € C. Segue dal teorema fondamentale del calcolo che f & costante.
O

Una applicazione del teorema d Liouville da una nuova dimostrazione del

8.2 Teorema (fondamentale dell’algebra). Un polinomio complesso di gra-
do n ha n radici.

Dimostrazione. Basta provare che ogni polinomio complesso non costante ha almeno una radice.
Supponiamo dunque per assurdo che P(z) sia un polinomio non costante e che P(z) # 0 Vz.
Allora 1/P(z) & olomorfa su tutto C. Essendo d’altra parte P non costante, lim|,|_,o |P(2)| =

+00 e 1/P(z) sarebbe limitata. Seguirebbe dal teorema di Liouville che 1/P(z) & costante. Un
assurdo. O

Abbiamo in realta provato

8.3 Teorema. Sia f : C — C una funzione olomorfa su tutto C con |f(z)| >
M > 0 per |z| > R. Allora o f(z) ¢ costante o f ha uno zero.



52 8. Qualche conseguenza

8.b Principio di identita

Se una funzione olomorfa f in € ha in un punto zg tutte le derivate nulle, per la
(6.3) f e la somma della serie di potenze nulla e quindi € nulla in un intorno di
zp. L’insieme

X(f) = {z e Q| f®(2) =0 Vk}

¢ allora aperto. Poiché d’altra parte X(f) ¢ evidentemente chiuso, si conclude
che X(f) ¢ la componente connessa di € che contiene zg. Percio X (f) = Q. Si ¢
provato che

8.4 Teorema (Principio di identita). Se f e g sono funzioni olomorfe in un
dominio (connesso) Q e in un punto zy € Q si abbia f*)(z) = ¢®)(2y) per ogni
k, allora f = g in €.

Per f € H(Q) sia
Z(f) = {z e Q‘f(z) - o}
I'insieme degli zeri di f. Si ha anche
8.5 Teorema. Sia f € H()) non identicamente nulla in un dominio Q C C.
Allora Z(f) é discreto e senza punti di accumulazione.

Dimostrazione. Essendo Z(f) chiuso, basta provare che Z(f) & discreto. Sia zg € Z(f). Sia k
il primo intero non negativo per cui f*) (z0) # 0. Si scrive allora in un intorno U di zg

(R (4 .
56 = Y T ey = - 0)e(2)

con ¢(zp) # 0. Essendo g(z) # 0 in un intorno U di zp, f non ha altri zeri in U. O

In conclusione si ha

8.6 Teorema (Principio di identita). Siano f e g olomorfe in un dominio
Q C C. Sono fatti equivalenti

(i) f=ginQ,
(ii) esiste zo € Q tale che Vk si ha f*)(z)) = g™ (2),
(iii) Iinsieme {z € Q| f(z) = g(2)} ha almeno un punto di accumulazione.

8.c Principio di massimo

Sia € un dominio limitato di C e f € H(Q2). Se B(zp,r) C , abbiamo dalla

formula di Cauchy
1 27

flzg) = — f(zo +7e'?) db. (8.2)
27T 0
Si dice che f ha la proprieta della media. Una conseguenza di (8.2) &

8.7 Teorema (Principio di massimo). Sia f € H(Q). Se |f| ha un massimo
relativo interno, allora f & costante.
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Dimostrazione. Sia zp un punto di massimo relativo interno per |f|. Ovviamente
R(f(z0) — f(2)) >0 per z € B(zo,10),
R(f(z0) — f(z)) =0 se e solo se f(z) = f(z0)-

Per ogni r < ro fissato, per la proprieta della media, la funzione non negativa t — R(f(z0) —
f(zo0 +rei?)), t € [0,27] ha integrale nullo,

2m .
R(f(20) — f(20 + re®)) db = 0;
0
conseguentemente f(z) = f(zo) su tutto il cerchio dB(zo,7) e, per 'arbitrarieta di r, f &
costante in B(zp,r0). Essendo 2 connesso, si deduce che f & costante in Q. a

Una conseguenza immediata ¢ il cosidetto
8.8 Teorema (Principio di massimo). Se f € H(Q) N C%(Q), allora

f(2)| <supf(2)]  V2eQ
oQ
e, se f non é costante,

|f(z)] <supl|f(z)] =€
(019

8.9 Corollario. Sia F' € H(?) e sia B(zg,r) CC 2 una palla. Se

[£(z0)] < min{|£(C)] | € OB(z0,7) |

allora f ha uno zero in B(zg,r).

Dimostrazione. Per assurdo f # 0 in B(zo,r), la funzione g(z) := 1/ f(z) sarebbe olomorfa in
aperto € tale che B(zg,7) CC §. Si avrebbe allora dal principio di massimo che

lg(z0)] < sup  |g(¢)]
¢e

(z0,7)

ie. min{|f(C)| ‘C € @B(ZO,T)} < |f(=0)].

Un assurdo. ]

8.d Invertibilita di funzioni olomorfe

8.10 Teorema (Inversa locale di una funzione olomorfa). Siano  C C
aperto, f : Q — C olomorfa e zy € Q. Se f'(z9) # 0, allora

(i) esiste un intorno U, di zy tale che f : U,, — C é aperta e invertibile,

—1
(ii) linversa g := (fIUZO) di fu., ¢ olomorfa in f(U,,) e

)= s Ywe f(U,).
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Dimostrazione. Identifichiamo R? con C e indichiamo con f la stessa funzione f : Q C R2 — R2.
Essendo f olomorfa,

se fz := a + ib. Percio
0# If ()2 = Ifo(2)|? = a? + 42 = det Df ().
Poiché ogni funzione olomorfa & di classe C!, cfr. Corollario 7.7, segue dal teorema di invertibilita

che esiste Uz, tale che f Us,y & aperta, invertibile con inversa g € C'1 (f(Uzy))- Resta da provare

che g & olomorfa. Siano v,w € f(U,) e s := g(v), z = g(w) in Ug,. Poiche g & continua se
v — w allora s = g(v) — z = g(w) e quindi per v — w si ha

9(v) —g(w) _ sz 1

—

v—w f&) = f)  f(2)

Si dimostra anche con un certo lavoro che

8.11 Teorema. Sia f € H(Q2) biunivoca. Allora f’ non é mai zero, f(2) é aperto
e f1: () — O & olomorfa con Df~(y) = 1/ (/=" (}(1))).
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9. Funzioni olomorfe e campi
irrotazionali

Le funzioni olomorfe descrivono i campi irrotazionali piani.

9.a Potenziali e primitive olomorfe

Sia Q aperto in C e f € H(Q2). Decomponendo f in parte reale e immaginaria
f=u+i

f(z)dz = (u+ ) (dx + idy) = (udz — vdy) + i(vdz + udy). (9.1)

i.e., le parti reale e immaginaria di f(z) dz sono forme differenziali reali in €2, e le
componenti (v,u) della parte immaginaria si ottengono ruotando le componenti
(u, —v) della parte reale in senso antiorario di 7/2. Inoltre se v : [0,1] — Q ¢ una
curva C! a tratti e y(t) = z(t) + iy(t), si ha

/Yf(z) dz

/01 fy(#)~/'(t) dt = /Ol(u:v’ —vy')dt —|—z'/01(uy’ +vz') dt
ZL(ud$—vdy)+iL(udy+udm)

& proprio l'integrale lungo v, o lavoro, dei campi E +iE+, E = (u,—v) e B+ :=
(v,u). Sia f € H(Q), f =:u+iv, e siano a e B : 2 — R potenziali di classe C'!
rispettivamente per i campi (u, —v) e (v, u), i.e.,

{aw = U, {ﬁw = 7)7
ay = —, By = u.

che possiamo riscrivere come
F, :ax"i_iﬁw:u"’_iv:fv
Fy=ay+iBy = —v+iu=1if.
Percio F e olomorfa e si conclude

9.1 Proposizione. f = u+iv € H(S) ha una primitiva olomorfa in  se e solo
se i campi (u,—v) e (v,u) sono conservativi in . Inoltre F € H(Q) e F' = f
in Q se e solo se R(F(z)) e S(F(z)) sono rispettivamente potenziali per i campi
(u,—v) e (v,u) in .
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O G

Figura 9.1. (a) I(v,20) = 2, (b) I(v,20) =0.

9.b Funzioni olomorfe e forme chiuse

Sia f = u + v : Q C C differenziabile. Ricordiamo che f e olomorfa se e solo se
sono verificate le equazioni di Cauchy—Riemann.

Uy = Vg,
Uy = —Vy.
Osserviamo che queste sono le condizioni che dicono che i campi (u, —v) e (v,u)

sono irrotazionali e dunque, ricordando anche che le funzioni olomorfe sono C*,
otteniamo

9.2 Proposizione. Sia f =u+iv:Q — C. Allora f € H(Q) se e solo se f é di
classe C' e i campi (u, —v) e (v,u) sono irrotazionali.

La teoria dei campi irrotazionali si applica quindi al calcolo degli integrali di
linea di funzioni olomorfe. Percio

9.3 Teorema (Invarianza per omotopia). Siano 2 C C aperto e f € H(Q2).
Se 7,8 : [0,1] — € sono due curve C! a tratti omotope fra loro in Q, allora

A f(2) dz = /5 72 dz,

9.c Indice di allacciamento

Sia v : [0,1] —  una curva chiusa di classe C! a tratti, e sia z € C con z non
appartenente all’immagine di v. L’indice di allacciamento di v rispetto a z, € il

numero . ac
I = — .
(7:2) 2mi [y (—z

9.4 Esercizio. Se v(t) := z +¢e***, t € [0,27] e k € Z, allora

1 27 ikeikt
I(v,2) =

= — — dt = k.
2mi 0 etkt
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9.5 Esercizio. Sia «:[0,1] — C una curva C! che non passa per z, e
() — =
lv(t) — 2|

la curva “proiettata da z sul cerchio di centro z e raggio 1. Si vede subito che la retrazione di

C\ {z} su 9B(z,1),

~(t) e o(t) :=z+

h(t,s) = (1 —s)y(t) + sé(t) t,s € [O 1].
¢ una omotopia tra v e ¢ in C\ {0}. Poiché ¢
che

I(vy,2z) =1(4, z).

Si puo provare

9.6 Teorema. Siano v,¢ : [0,1] — Q due curve regolari e z € Q.

(i) lindice di allacciamento attorno a z ¢ lo stesso per curve omotope in C\{z},
(ii) lindice di allacciamento é un intero,
(iii) per ogni intero k € 7 esiste una curva passante per zg # z con indice di
allacciamento intorno a z uguale a k,
(iv) due curve sono omotope in C\ {z} se e solo se hanno lo stesso indice di
allacciamento attorno a z.

Una semplice applicazione dell’indice di allaciamento e la seguente generaliz-
zazione della formula di Cauchy.

9.7 Teorema (formula di Cauchy, IT). Sia 2 un dominio di C e f € H(Q2).
Se v :[0,1] — Q & una curva chiusa C! a tratti in 2, allora

I(v,2) f(

2772 C—z

per ogni z ¢ v([0,1]).

Dimostrazione. Sia 7 > 0 tale che B(z,7) C Q e sia k := I(7, 2). Allora v & omotopa in C\ {z}
a 6(t) := z + re*t ¢ € [0,27] perché I(v,2) = k = I(5,2). Dalla periodicita di e e dalla
formula di Cauchy, Teorema 7.2, segue che

27 etkt 27 .
g(ﬁcl C / Cf(fcl fi,bkt ) zkt dt = Zk/O f(ezk:t)dt
_ f(C)
_k/am(“)c_zdg_z ki f(2).

9.8 Esercizio. Sia Q2 C C aperto e A un dominio ammissibile per Q. Allora

1 f(C) d = f(z) seze€A,
2mi y6 T2 0 sez ¢ A

[Sugg. Mostrare che

[0,z =1 €24
0 sez¢ A
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10. Singolarita puntuali

Cominciamo con una osservazione sugli zeri di una funzione olomorfa. Diciamo
che zp € ) & uno zero di ordine m per f € H(2) se lo sviluppo di f in serie di
potenze centrato in zg ha la forma

oo
g akz—zo (z — 20) g ak+mz—zo
k=m

con a,, # 0. Percio

10.1 Proposizione. Siano f € H(Q2) e zp € . Sono fatti equivalenti

(i) f ha uno zero di ordine m in z,
(i) f(20) = f'(20) = f"(20) = --- = f""D(z0) = 0 e f™(20) #0,
(iii) esiste g € H(?) tale che f(z) = (z — z0)™g(2) con g(zp) # 0,
(iv) m é&il pitt grande intero k per cui f(z)/(z—z0)* ha una singolarita eliminabile
in 20-

Sia Q C C apertoe zp € Q. Se f € H(Q2\{20}), si dice che zy € una singolarita
per f. Sidice che f € H(Q2\ {zo}) si estende in modo olomorfo in z, se esiste una
funzione F' € H(Q2)) tale che F' = f su Q\ {z0}. Se f € H(Q\ {z0}) si estende
in modo olomorfo a tutto €2, si dice che zg € una singolarita eliminabile per f.
Una singolarita zo non eliminabile per f € H(Q\ {20}) si chiama anche punto
singolare per f.

Distinguiamo tre casi

10.a Singolarita eliminabili

10.2 Teorema (Estensione di Riemann). Sia f € H(Q \ {z20}). Sono fatti
equivalenti

(i) zop € una singolarita eliminabile per f,
(ii) f si estende in modo olomorfo in z,
(iii) f é limitata in un intorno di zy,

(iv) lim,—,,(z — 20) f(2) = 0.

Dimostrazione. Ovviamente (i) = (ii) = (iii) = (iv). Proviamo che (iv) = (i). Siano

g(z)z—{(z‘ZO)f(z) eZ€CM=0} o k() = (- 20)0(2).

0 se z=0
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L’ipotesi (iv) & equivalente alla continuita di g(z) in zp, conseguentemente
h(z) — h(0) = h(z) = (2 — z0)g(20) + (2 — 2z0)o(1) per z — 2g.

In altre parole h(z) & derivabile in senso complesso in zg con h/(z9) = g(z0) = 0. Percid
h € H(Q?), e per la Proposizione 10.1

h(z) = (z — 20)%k(2).

con k € H(Q). Percio
(z = 20)%f(2) = h(2) = (2 — 20)k(2),

e quindi la funzione k(z) € una estensione di f a tutto Q. a
10.3 Corollario. Siano zp € Q e f € H(Q2\ {z}).

(i) zop & una singolarita eliminabile per f se e solo se

limsup | f(2)] < +o0.

Z—2Zz0
(ii) zp € un punto singolare per f se e solo se

limsup |f(2)] = +o0.

Z—2Zz0

10.b Poli
Sia zp € © un punto singolare per f € H(2\ {z0}).

10.4 Definizione. Sia m intero, m > 1. Si dice che zg € un polo di ordine m
per f € H(2\ {z0}), o che f ha un polo di ordine m in zy, se e solo se zy ¢ una
singolarita eliminabile per (z — zo)™ f(z) e non lo & per (z — z9)* f(2) per ogni k,
0<k<m.

In base al teorema di estensione di Riemann,

10.5 Proposizione. f ha un polo di ordine m in zg se e solo se m ¢ il piu piccolo
intero k per cui |(z — 20)¥ f(2)| & limitata in un intorno di 2.

Le singolarita polari di una funzione olomorfa sono assai ben caratterizzate.
Si dimostra

10.6 Teorema. f € H(Q2\{z0}) ha un polo in zy se solo selim,_, ,, | f(z)| = +oo.
Inoltre, dato m > 1, sono fatti equivalenti tra loro

(i) f ha un polo di ordine m in zy,
(ii) esiste g € H(S2) con g(zg) # 0 tale che

9(2)
- _9& 0
f(z) =)™ per z € Q\ {20},
(iii) f(2) = > r—_, ax(z — 20)* in un intorno di zo,
(iv) esistono r > 0 tale che B(zp,7) C Q e h € H(B(zo,r)) priva di zeri in
B(z0,7)\{20} e con uno zero di ordine m in zy tale che f = 1/h in B(zg,7)\
{20}7
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(v) esistono B(zp,r) C Q e costanti positive A\, A dipendenti anche da r tali che

1

|z — zo|™

AL <) <A

——m Vz € B(zo,7) \ {20}
|z — 20|

10.7 Corollario. f € H(Q2\ {20}) ha un polo in 2 se e solo

lim |f(2)] = +oo.

zZ—Z0

10.c Singolarita essenziali

Quando un punto singolare isolato zy non e eliminabile e non & un polo, allora
si dice che zy € una singolarita essenziale. Come conseguenza dei Corollari 10.3
e 10.7 si ottiene che zg ¢ una singolarita essenziale se solo se

liminf | f(2)| < 400, limsup |f(2)] = +o0.
zZ—2Z20

zZ—ZzZ0

In realta si ha

10.8 Proposizione. z, é una singolarita essenziale per f € H(Q\ {z0}) se e solo
se
liminf |f(2)| = 0, limsup |f(z)]| = +o0.

220 z—20

Dimostrazione. Se per assurdo fosse liminf. .., |f(2)| > 0, 1/|f(z)| sarebbe limitata in un
intorno di zg. Dunque zg sarebbe una singolarita eliminabile per 1/ f(z). Seguirebbe che | f(z)| —

A € R per z — zg, e zp sarebbe o una singolarita eliminabile o un polo per f, un assurdo. 0O

Dunque f ha una singolaritd essenziale in zy se e solo se |f(z)| oscilla
essenzialmente tra 0 e co in ogns intorno di zg.

10.d Singolarita all’infinito

10.9 Definizione. Si dice che f : {|z| > R} — C ha una singolarita eliminabile,
un polo di ordine m > 1 o una singolarita essenziale all’infinito se f(1/z) ha
rispettivamente una singolarita removibile, un polo o una singolarita essenziale
in 0.

10.10 Esercizio. Mostrare che
(i) 2™ ha un polo all’infinito di ordine n,

(ii) el/% ha una singolarid essenziale in 0, equivalentemente, e ha una singolaritd essenziale
all’infinito.

10.11 Esercizio. Se P, Q sono polinomi e zg & uno zero di ordine m di Q e se P(z9) # 0,
allora zp ¢ un polo di ordine m per f(z) := P(z)/Q(z).

10.12 Esercizio. Provare che 1/sinz ha singolaritad polari nei punti z = kn, k € Z.
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10.13 Esercizio. Mostrare che la funzione —z*5 ha una singolarita eliminabile in zero e poli

di ordine 1 in tutti i punti z; = i2km, k € Z\ {0}. Segue che

z Bk k
s 1 FZ s |Z| < 2.

I numeri { By} sono detti numeri di Bernoulli. Mostrare che valgono le formule di ricorrenza

By =1,

(10.1)
+1 —
Y=o (”j )B; =0 VYn>1.
Dedurne che
By=1 B*IB*1 B3z =0 B*IB*O
0o=4, 1= 27 2_67 3 =Y, 4 = 307 5 = U.
10.14 Esercizio. Provare che una funzione f € H(C \ {z1, z2,..., zn}) non costante ha

almeno un punto singolare, al finito o all’infinito.

10.15 Esercizio. La somma della serie > 7 ; 7” ha una singolarita in z = 1.

10.16 Esercizio. La somma della serie > 7 ; Z—Z ha una singolarita in z = 1. Perché?

10.17 Esercizio. Mostrare che 0 ¢ una singolarita eliminabile per le funzioni

sin z z 1 1 1
s s cotz — —, —.
z tan z z e —1 sin z

10.18 Esercizio. Mostrare che z = 0 & un polo per le funzioni
z z

1—cosz’ (e —1)2°

mentre z = co € una singolarita essenziale per le funzioni
sin z, e”, e %,

e z = 0 € una singolarita essenziale per

22 cos E, z(e'/? —1).
z

10.e Sviluppi di Laurent

Si chiama serie di Laurent centrata in zy la somma di una serie di potenze nella
variabile z — zy di raggio di convergenza p, e di una serie di potenze nella variabile
1/(z — zp) di raggio di convergenza 1/ps con p; < pa.

Z ak(z — Zo)k = Zak(z — zo)k —+ Za_kﬁ. (10.2)
k=0 k=1 0

k=—o00
Segue dai teoremi sulle serie di potenze che

(i) la serie di Laurent (10.2) converge assolutamente nella corona aperta

Al(z0, p1,p2) = {Z(m <|z =2l < P2}>

e uniformememente in ogni compatto K C A(zg, p1,p2).
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(ii) la somma della serie di Laurent (10.2) ¢ olomorfa in A(zg, p1, p2),

In questo contesto sono da considerarsi corone il disco puntato (p; =0, p2 <
o0), il piano puntato (p; = 0, pa = 00) e l'esterno di un cerchio (p; > 0, py = 0).

Mostriamo ora che ogni funzione olomorfa in una corona A(zg, p1,p2) € la
somma di una serie di Laurent.

10.19 Teorema. Sia f olomorfa nella corona A(zg,p1,p2), 0 < p1 < p2 < 0.
Allora

fR)= ) a(z—2)"  Vz€ Alz,p1,02)
k=—oc0
dove Vk € Z . 0
= o 0B(z0,r) (€ — 20)FH1 @ (10.3)

essendo 1 scelto arbitrariamente in |p1, pa|.

Dimostrazione. L’unicita dello sviluppo segue dal principio di indentita per le funzioni olo-
morfe. I1 calcolo dello sviluppo e invece conseguenza della formula di Cauchy. Infatti, per ogni
z € A(z0, p1, p2) siano r1 < rg tali che p; < r1 < |z — 20| < r2 < p2. Dalla formula di Cauchy,

1 f(©)
_ 1 O 4
f(Z) 27 ot A(zqg,r1,7m2) (C - Z) C (10 4)
_ 1 FQ 4o L 1© 4 |
278 J o+ B(zg,rs) ( — 2) 27 Jo+ B(zg,r) (€ — 2)

Se ¢ € B(zo,72) si ha
I 1 Kyz—z20\F = (z—20)F
SR S

=0 "6~ %0 k=0

totalmente in B(z0,r2). Analogamente per z € 0B(z0,71)

LT () LSy

Z—20 [T NF 20 Z =20 [T N2 20

-1
_ _(z—z0)*
== X T

totalemente in OB(z0,71). Sviluppando termine a termine i due integrali in (10.4), si ottiene
percio

f)= > apz—20)"
k=—o0
in A(z0,71,72), con
1 £(0)
ar = 2mi /‘9"'3(20,7’2) (¢ — zo)F+1 dc se k20,
") £(©)

— —===—d¢ sek<0.
2mi Jo+ B(zg,r1) (€ — 20)PF!

Poiché d’altra parte

19
_ ISy
/<9+B(zo,'r‘) (C - ZO)k+1 C

(9]

non dipende da 7 per ogni p1 < r < p2 ((C—Zo)k

& olomorfa in A(zo, p1, p2)), la tesi segue. 0O
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Ogni funzione f € H(B(zp,7)) \ {20} con un polo di ordine m in zy, ha uno
sviluppo di Laurent

Z) = ..
/z) (z—20)™ (2 —20)m! zZ— 2

+a0+a1(z—20)+...

con parte singolare (la parte dello sviluppo con potenze negative di (z — zp))
finita, cfr. Teorema 10.6.

10.f Teorema dei residui

Sia 2 aperto, zp € Qe f € H(Q\ {z0}). Ricordiamo il teorema di Goursat:

/(%Af(z)dz: 0

per ogni dominio elementare A strettamente contenuto in 2\ {zo}. Percio

[ e
O+ B(z0,r)

non dipende dalla scelta di r fintanto che f & olomorfa in B(zg,7)\{z0}; si chiama

residuo di f in zg

Res (f, 20) = —— f(2) dz

270 Jo+ B(zo,r)

Analogamente, se A ¢ limitato e f € H(C\ A), si chiama residuo all’infinito di

f il numero
1

27 Jo+ B(o,r)

Res (f,00) := —

f(z)dz

dove 7 & scelto in modo che A C B(zp,r). Cambiando variabile,

Res (f,00) == % aB(o,r))f<%>C_12d€ = —Res (f(%)%,())

Ancora dal teorema di Goursat,

10.20 Teorema (dei residui, I). Siano A un dominio ammissibile per Q C C,
{z1, z2,..., zn} C A punti singolari per f € H(2\ {z1, 22,..., 2n}). Allora

(2)dz = QWiZReS (f.z))-

o+ A i1

10.21 Teorema (dei residui, IT). Siano Q un dominio limitato, A D  un
dominio ammissibile per Q¢, {z1, z2,..., z,} C A punti singolari per f € H(Q°\
{z1, z2,..., zn}). Allora

f(z)dz = —2mi (Res (f,00) + iRes (f, zj)>.

o+ A o
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In particolare

10.22 Corollario. Siano zi, z3,..., z, € Ce f € H(C\{z1, 22,..., 2, }). Allora

Res(f,oo)—i—ZRes(f,zi) = 0.
=1

10.g Calcolo dei residui

Dal Teorema 10.19 segue

10.23 Proposizione. Sia f € H(B(z0,7) \ {20}) e f(2) = Y e ar(z — 20)*
z € B(zo,7), 2 # 20, il suo sviluppo di Laurent con centro zy. Allora

Res(f,z0) =a—_1.

I calcolo del residuo di f in un punto zy puo farsi quindi utilizzando lo
sviluppo in serie di f con centro in zy. Ad esempio

(i)
1 =
Res( m’z()) _ 1 sem=1,
(2 = 20) 0 altrimenti.

(ii) f ha una singolarita eliminabile in zo. Se f & prolungabile in senso olomorfo
in zg, allora Res (f,z9) = 0.
(iii) f ha un polo semplice in zy. Se f ha un polo semplice in zg, allora

a_
f(Z): L +a0+a1(z—2’0)+...
Z— 20

Moltiplicando per z — zg, si trova
(z—20)f(2) = a—1 + O(|z — 20]) per z — 2o

vale a dire
Res (f,z0) = lim (z — 20) f(2).
z2—20
In questo caso f(z) = g(z)/h(z) dove g e h sono olomorfe in un intorno di
20, 9(20) # 0 e h(z) ha un polo semplice in zg. Inoltre h'(z9) # 0; segue

(Z_Zo)g(z): z — 2 )g(z)ﬁﬂ per z — 2.

h(z)  h(z) = h(zo h'(z0)

ie.,

Res (%,z(ﬂ = 9(z0) .
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(iv) f ha un polo multiplo in zy. Sia f una funzione olomorfa in A(zg,0,d) con
un polo di ordine m in zy. Allora

f(z) = (Zf(izz)m, 9(20) # 0.

m

moltiplicando per (z — zg)™, si ottiene una funzione con una singolarita

eliminabile,
(z—20)"f(z) =9(2),  2# 2.

Il coefficiente a_; dello sviluppo di Laurent di f ¢ dunque il coefficiente di
(z — z9)™~ ! dello sviluppo di g. Pertanto

D™ (g)(20)
(m—1)!

= _ lim D™t ((z - Zo)mf(2)>(20)-

(m—1)! 2=z

Res (f,20) = a1 =

Un altro modo e procedere induttivamente calcolando successivamente tutto
lo sviluppo singolare. Infatti se
a_m a_q

A ey

+ h(z)
si ha

a_m = hmz—>z0 (Z - Zo)mf(Z),

T N e N (O

afl =lim, .., (2 — 20) (f(z) — 2 an(z— 20)k>

Si pud dunque procedere induttivamente nel modo seguente: se f(z) =
9(2)/(z — z9)™ con g(z9) # 0, si pone hp,(z) = g(z), e si definisce

induttivamente per j =m,m —1,...,1
{Aj = gj(z0)>
gj—1(2) = 79(2):5520)-
Si ha allora
Q(Z) Am A
— - h )
f(Z) (Z—Zo)m (Z—Zo)m+ +Z—ZO+ U(z)

Infine, nel caso di un rapporto di polinomi, si puo procedere induttivamente
con 'algoritmo di Hermite.

10.24 Esercizio. Calcolare i residui di

f(2)

_ 22 — 22 e
122+
in tutti i punti di CU {oco}.
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11. Calcolo di integrali con il
metodo dei residui

Si vogliono calcolare integrali definiti senza esplicitare una primitiva dell’integran-
do. Se l'integrando ¢ la restrizione di una funzione olomorfa in €2 con eventual-
mente qualche discontinuita, si puo pensare all’intervallo di integrazione come
alla frontiera orientata, o ad un pezzo della frontiera orientata, di un dominio
ammissibile. La formula dei residui potrebbe quindi permettere di calcolare 1'in-
tegrale. Abbiamo qui raccolto alcuni casi interessanti. Il lettore & avvisato che
non vi sono regole generali, valide in ogni caso.

11.a Integrali trigonometrici

Si voglia calcolare integrali del tipo

2
R(cost,sint)dt,
0

dove R ¢ una funzione razionale.
Si interpreta 'integrale come l'integrale sulla frontiera orientata di B(0,1).
Poiché su B(0,1) si ha

1 1 1 1 X
—(Z-i——) = cos 0, —(z——) = sin 4, se z 1= 619,
2 z 2 z
ponendo
1 1 1y 1 1
:—R _< _),_.< __>
f(2) iz <2 Z+z 21 i z
si ottiene

2m
R(cost,sint) dt = / f(z)d=.
0 o+ B(0,1)
Se f non ha poli su dB(0,1), si ottiene dal teorema dei residui, Teorema 10.20,

27

R(cost,sint) dt:/ f(z)dz = 2mi Z Res (f,z).

0 8+B(0,1) 2eB0.1)

11.1 Esercizio. Mostrare che se a > |b| si ha

27
/ 1 do — 2 .
o a-+bsinf a? — b2
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A

Figura 11.1. Circuito di integrazione per integrali impropri.

Riscriviamo l’integrale come un integrale di linea sul bordo del cerchio unitario. Ricordando
Y ety

che siny = on

, si ha

/QW 1 4o — / dz B / 2dz
o a-+bsing a+B(0,1) 12(a + b(z — z71)/24) N o+ B(0,1) bz? + 2iaz — b
La funzione bz2 + 2iaz — b si annulla nei due punti

—a+ Va2 -2 —a—+Va? -2
—_ 29 1= ————————4.

Z1 =
! b b

e di questi solo il primo z; si trova all’interno del cerchio unitario. Si tratta evidentemente di

un polo semplice per f(z) = #‘i‘;_b e quindi
2 1
Res(f,z1) = ——— =+ = — )
U2 = i @z — b2

Dal teorema dei residui si conclude che

/‘27r do _ 271 _ 27
o a-+bsind a2z —0b2 a2 —0b2

11.2 Esercizio. Provare che

/27r cos k6 dez(fl)kw7 /°° eto® de = Tooa
o H54+3cosb 23k oo G2+ 22 a

11.3 Esercizio. Calcolare

1 ezt

———dz
27 Jo+B(0,3) 22(2%2 +22+2)

11.4 Esercizio. Mostrare che

2m dt 27 _ se |p| < 1,
/ S p€C\dB(0,1),
o l—2pcost+p pgil se |p| > 1,
2m dt 27p
o , p>1.
o (p+cost) (VP2 — 1)3
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11.b Integrali impropri

Si voglia calcolare un integrale improprio del tipo

/ .

—0Q

Supponiamo di avere una funzione f(z) olomorfa sul semipiano superiore {z | Sz >
0} tranne al pitt in un numero finito di punti, nessuno dei quali ¢ reale, e tale che
zf(z) — 0 per |z| — oco. In particolare f ¢ olomorfa fuori da una palla di centro
0 e raggio sufficientemente grande. Dal Teorema 10.20 per r >> 1

Tf(x)daH— f(z)dz =2mi Z Res(f,2)
-r Tr Fz>0

essendo C,. il semicerchio in Figura 11.1 e «, il suo bordo superiore orientato in
senso antiorario. Posto M (r) :=sup,c., |f(2)|, dallipotesi segue che

f(z)dz

Yr

<M(r)-wr—0 per r — oo

e quindi f ha integrale improprio su R e

/OO f(a:)dxzrli_{go/r f(z)dx = 2mi Z Res (f, z).

Im z>0
La ricetta precedente si applica in particolare al rapporto di due polinomi f = g
in cui @ non ha zeri reali.
11.5 Esercizio. Si calcoli
/‘X’ dx
0 1+ $6 '
Sia dunque C, il semicerchio in Figura 11.1 di raggio  >> 1. Dato che le radici di 26 +1 =0
i(2k+ )7
sono sei distinte z;, :=e~ 6,k =0,...,5, esse sono tutte poli semplici di f(z) := 1/(1+2%).
Di questi solo zg, 21,22 € Cr. Il residuo di f in zi, k = 0,1, 2, vale
) 52k + 1)
et St M At
Res(f,z2x) = — = —e 6
(.f k:) 622 6
Segue dal teorema dei residui che
9 52k + 1)
T dx dz 2me —i— 2m
s T 6 g Z € 6 =3
—rl+x v L+ 2 6 = 3
essendo 7y (t) := re't, t € [0,n]. Poiché per r — oo si ha evidentemente che f%v % — 0, si

conclude che

/‘X’ dx o
o 1+a6 3’
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11.6 Esercizio. Mostrare che

“+ oo 2
/ T e
oo 1+:p4

™
V2’

JRg . £

i x4+a4 T8 a7’ ’

o 2

T

d
oo 2(z2 + 22+ 2) *

+oo 1 =T
q
/ dr = Pain(2-)
0 1+xq P sin (%71')

per ogni p,g €N, 0 < p < gq.

11.c Integrali di tipo Fourier

11.7 Proposizione (Integrali di tipo Fourier). Sia f : Q = {z =

iy |y > 0} — C una funzione continua e olomorfa all’interno di 2, con un numero
finito di punti singolari in €2 nessuno dei quali é reale e tale che |f(z)| — 0 per
|z| — o0, z € Q. Allora per ogni w > 0

lim f( )e“r dy = 2mi Z Res (f(2)e™?, 2). (11.1)
z2€J2>0

Analogamente, sia f : Q) :={z =z + iy |y < 0} — C una funzione continua in 2
e olomorfa allinterno di €2, con un numero finito di punti singolari nessuno dei
quali é reale e tale che |f(z)| — 0 per |z| — o0, z € Q, e sia w > 0. Allora

lim f( Ye T dy = 27 Z Res (f(2)e ™%, 2). (11.2)
2€32<0

Proviamo la prima parte del teorema, la seconda parte essendo del tutto
simile. Premettiamo

11.8 Lemma. Sia f : Q — C una funzione olomorfa definita su Q := (C\
B(0,R))N{z = x4+ iy|ly > 0} — C Sia v, il bordo orientato superiore del
semicerchio C,. in figura, r > R. Allora

f(z)e™®dz —0 per r — oo.
Vr

Dimostrazione. Si ha
U
/ f(z)ezwz dz = / f(reZG)ezwrcosGe—wrsmeir do
Ir 0

quindi

/ f(2)e?? dz §M(r)/ e~wrsindr gp
Ir 0

dove si & posto M(r) := sup,¢.,. |f(2)|. Basta allora provare che I'integrale a destra ¢ limitato

indipendentemente da r. Usando la diseguaglianza di Jordan % < # <lper0<6< 3

segue infatti

T . /2 . T
/ e—wrsmerdt:2/ e—wrsme,,,dtg 2—(176_1%'}).
0 0

w
O
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Figura 11.2. Cammino di integrazione per e®/t per il calcolo dell’integrale di Eulero in
Esercizio 11.11.

Dimostrazione della Proposizione 11.7. Scegliendo ora r cosl grande che i poli di f siano tutti
nel semicerchio C'., f & olomorfa in (C\ B(0, R))N{(z) > 0}. Se r > R, si ottiene dalla formula
dei residui

' f(x)e™® dx + f(2)e?? dz = 2mi Z Res(f, 2).
Yr

-r Iz>0

Per » — oo il secondo integrale tende a zero per il Lemma 11.8 e quindi la tesi. a

11.9 Esercizio. Mostrare che per k > 0 si ha

)
/ cos kx d:p:ze_k.
0 1 —+ .’L‘2 2
cos(kz)

Si osservi che <.z nhon tende a zero per |z| — oo. Il metodo della sezione precedente,

Paragrafo 11.b non & dunque applicabile. Ricordiamo che cosz = (e’ + e~%2)/2. La funzione
f(2) := "% /(1 4 2?) ha poli semplici in z = +i. Considerando il circuito in Figura 11.1, si ha

T 6ikzd.’L‘ eikz . _e_k B
/—7‘ 1+ 22 +/y 1+ 22 dz = Res (f, 1) :27727 = me k.

Mandando quindi r — oo, il secondo integrale a sinistra tende a zero, pertanto

0o ikx
€ _ .~k
—2—71'6 .
—oo 14z

Analogamente, utilizzando il circuito simmetrico di quello in Figura 11.1 rispetto all’asse x, si

trova
oo —ikx
e
/ — dz = me™*.
oo 142

2/°° cos kx dm:/"o cos kx P
o 14 x2 oo 1422
11.10 Esercizio. Si provichesea>0eb >0

“+ oo eiaz + oo eiaa:
/ dx = 2mie~?, / dx = 0.

oo T —1b oo T+ 1b

In conclusione

Da queste sommando e sottraendo ritrovare le formule di Laplace

o0 oo T 1
[ umar g [T rsnar Lo s
o x*+p8 o T¢+8 2
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72 11. Calcolo di integrali con il metodo dei residui

» -
> |

r

c = eim/n

Figura 11.3. Circuito di integrazione per e’ per il calcolo dell’integrale di Fresnel.

11.11 Esercizio. Per a =1, 8 = 0, le formule di Laplace dell’Esercizio 11.10 suggeriscono che

. " sinz T
lim = —.
r—oo [g T 2

Si provi quest’ultima formula escludendo lo zero con un semicerchio con raggio piccolo. [Sugg.

Considerare la funzione f(z) := %, integrare sul cammino «e, in Figura 11.2 e usare
IEsercizio 11.12 e il Lemma 11.8.]

11.12 Esercizio. Mostrare che, se g & olomorfa e v & il cammino bordo superiore del
semicerchio B(0,€) N {y > 0} orientato in senso antiorario, allora

limi/’;6 Mclz:@:%Res(ﬁ,z).

e—0 271 z 2 z

11.13 Esercizio Integrali (impropri) di Fresnel. Sono definiti come integrali generalizza-
ti da
oo oo
/ sin 22 dz, / cos z? da.
0 0

Si considera la funzione f(z) := ¢*> che non ha poli su C e si integra lungo la curva in
Figura 11.3 composta delle tre curve

IRED)
V2

vi(t) =t, t €10,r], Y2(t) , t €[0,r]

e v3(t) :=re®t, t € [0,7/4]. Si ha allora

/YI f(z)dzf/yzf(z)dz+/y3f(z)dz:0

e d’altra parte

/f(z)dz:/ ei=” dg
Y1 0
143 [T 42 1413 [ _,2 1 /m .
f(z)dz = e dt — / e dt = —4/=(1+1
[ r@a= | =/ S 2a+0)

/4 )
f(z)dz = / ireiT*0% 9 gg
3 0

Poiché i(cosf + isin )2 = icos(20) — r? sin 26 il terzo interale si stima in modulo con

/4 . /4
/ 7,6—7‘2 sin(20) do g / TG_TZ%H do = 1(]_ _ 6—7‘2)
o 0 4r

e dunque converge a zero per r — o0o. In definitiva mandando r — oo si conclude che l’integrale

3
improprio di e**” su (0, +00) esiste e
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n o, .
2+zw

<
<

1/
Y

<
<

n .
) w

Figura 11.4. Cammino di integrazione per 1 calcolo delle somme di Gauss.

oo T 1
ei*® dz = lim eie® dz = = z(1 +1).
0 =00 Jo 2V 2

Con un cambiamento di variabile, z = v/¢, ¢t > 0 si ottiene anche

/O"sinti [ /O"costi T
o Vi V2 o Vvt V2

11.d Somme di Gauss

Sono definite da

Sia

i cui poli 0, £1, £2, . ..

n—1 5

2rik

S, = g e n
k=0

f(z) = 26);;(27?21/”)

sono semplici con residui rispettivi %627”’“ /™ Integrando

sul percorso in Figura 11.4, si trova

per cui

o0
S, = 2i(1+ z'?m)\/ﬁ/ e~ 2t gt
0

! 2mik? 1
d e = 5(1+z’)(1+z’3")\/ﬁ.
k=0

11.14 Esercizio. Calolare lo sviluppo asintotico di f;o e~ ttdt.

11.e Somme di serie numeriche

11.15 Teorema (Somme di serie di funzioni). Sia f(z) una funzione olo-
morfa su C con eventuali singolarita puntuali fuori dai punti 0,+1,42,... tale

che per qualche M, «
Allora

> 1 si abbia |f(z)] < M/|z|* per ogni z con |z| >> 1.
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(i) laserie -2 f(n) converge assolutamente e
£ tan(ﬂz) ’
n=-—00 z polo di f
(ii) la serie Y > (—1)"f(n) converge assolutamente e
i (=D)"f(n Z Res( /() z)
n=-00 z polo di f SlH(TrZ) 7

Premettiamo la

11.16 Proposizione. Sia f una funzione continua con |f(z)| < M/|z|* per
qualche M >0 e a > 1 per ogni |z| >> 1 e sia Q,, il quadrato

1
Qn = {z=w+iy‘ |z, ly] §n+§}
Allora [y, f(2 )m dz — 0 per n — .

Dimostrazione. Verifichiamo che 1/tan(nz) & limitata su 1 Qy indipendentemente da n. Sia
z =2z +1iy € 0T Q,, e distinguiamo due casi: se |y| > 1/2 allora, cfr. (5.7),

1+e—2]p2|y| l14e ™

< p—
| cot(mz)| < coth(m|y|) = =y S p—

= Cq

mentre se |y| < 1/2, allora necessariamente |z| = n + 1/2 e quindi cot(w(z + iy)) = cot(mw/2 +
imy) = tanh(7wy) da cui
| cot(mz)| < tanhw|y| <1

e dunque | cot(7z)| < C := max(C1,1) su 9Qn. Segue

8C' M 1
’/ f(z) cot(mz)dz| < ﬁ(n—i——) —0
o+ Qu (n+3) 2
per n — 0. O
Dimostrazione del Teorema 11.15. Dimostriamo (i). Sia g(z) = f(z)wcot(nz). e sia Qpn =

{:p +ayl|z), |yl < n+ 1/2)}. Segue dal teorema dei residui e dalla Proposizione 11.16 che f

non ha poli in @, per n grande e che
Z Res (ﬂf(z) cot(mz)) — 0 per n — oo.
2EQn

Poiché i punti singolari k, k € Z, di cot(7z) sono poli di ordine 1 e f & per ipotesi olomorfa in
un intorno di k

cos( z)

in(mz)

7rcos( k)

os(mk)

Res (g(2), k) = Res (f( ) ) f(k ) = f(k)

Percio

ST fk)+ S Res(g(2),2) =0 pern — co.

k=—n 2€Qn
zpolo di f

Poiché la serie > 72 f(k) converge assolutamente, la tesi segue.
Si procede analogamente per la (ii). a
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11. Calcolo di integrali con il metodo dei residui

11.17 Esercizio. Calcolare

2__7
i1 " 6
oo
1
Z 7:Ic0tha, a €R,
n2 + a2 a

n=-—oo
o )n—l 2

(-1 o
Lo m

)

12

oo

Z 1 T ( sinh 27a + sin 2wa

e n4 + 4a4 " 4a3 \cosh 2ma — cos2ma

11.18 Esercizio. Si provi che

/OO log(1 + z?)
0

a2 dx = mlog?2,
T

11.19 Esercizio. Provare che

 sin? 7z 9
5 dr = 77,

oo X

/oo sin? 7x 0 (1—e27) 4
— = — — e _’
oo (@+22)(1—22) 8

o e® T TQ
———dr = — cot -

oo €2 —1 2
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12. Equazioni alle differenze
lineari

In questo capitolo analizziamo le cosidette equazioni lineari alle differenze finite,
o ricorrenze lineari. Sono 'analogo discreto delle equazioni differenziali lineari e
si possono risolvere esplicitamente.

12.a Equazioni del primo ordine

Sia data una successione f, e si voglia trovare una successione {z,,} tale che

{xo dato,
Tp4+1 = Tn + fn+17 vn > 07

Facendo il conto per n =1,2,3, ..., ci si convince subito che la ricorrenza prece-
dente altro non ¢ che il processo di somma, e in effetti si verifica facilmente per
induzione che {z,} ¢ data da

n
Ty = To + E fi-
Jj=1
Una generalizzazione ¢ la seguente

12.1 Proposizione. Dato a € R e {f,}, allora la successione soluzione {x,} di
dat
{xo o, (12.1)
Tnt1 = ATy + fn+17 Vn > 07
esiste ed ¢ unica per il principio di induzione. Inoltre {z,,} ¢ data
Iy = a"a:o + Z a"_jfj (122)
j=1

Dimostrazione. Per ogni intero n si ha

n+1 n
1 1—5 1 1—j
Tpt1 = a" Tz + E a" I =a" g + E a" I+ faga
i=1 i=1

= a(an:po + Zan_jfj) + fnt1 = axn + foi1.
j=1
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Si osservi che a := {a"} e f := {f,} dove si ¢ posto fy = 0, allora z,, si scrive
come
Tp =a"zo+ (a* f)n.

12.b Equazioni del secondo ordine omogenee

Una equazione alle differenze del secondo ordine omogenea ha la forma
aZpyo+bxpi1 +cxy, =0, (12.3)

dove a,b e ¢ sono costanti e a # 0. Siamo interessati a trovare tutte le soluzioni
di (12.5), o, equivalentemente, siamo interessati alla solzuione {z,,} di

Ty = Q, x1:/37

(12.4)
axpyo +bxpi1 +cxy, =0, n>0,

dove a e 8 € R sono assegnati. Si osserva che, come per le equazioni differenziali
ordinarie omogenee del secondo ordine, le successioni soluzioni costituiscono uno
spazio vetoriale a coefficienti complessi. Inoltre & facile convincersi che, se A € una
soluzione della cosidetta equazione caratteristica,

aX?> +bA+c=0,
allora {\"} ¢ una soluzione della (12.3): infatti,
aX" T2 DAL LA™ = A" (aA? + bA 4 ¢) = 0.

Siano ora A1, A2 le due radici dell’equazione caratteristica. In corrispondenza
dei due casi di radici distinte e di radici coincidenti, definiamo le successioni {uy, },
{v,} come

Uy = A7, Up = Ay se A Ao,
n ib n 2 . 1 7é 2 (12'5)
Up = AT, Up = NAT  se A = Ao,
Si ha

12.2 Proposizione. La successione {z,} data da x,, = ¢1 u,, + ca v, dove c1, ¢y
risolvono il sistema

c1ug + ca Vg = @, crup +cavg = f. (12.6)

¢ la soluzione di (12.4).

Dimostrazione. (i) Radici distinte Per linearitd {xn}, xn = c1A} + c2A} & soluzione di (12.3).
Inoltre, essendo A1 # A2, per ogni a, 3 € R, si trovano (c1,c2) risolvendo il sistema (12.6) in
(c1,c2).
(iii) Radici coincidenti Sia A1 = A2 = A. Poiché in questo caso 2a\ + b =0, si ha
a(n+2)A"T2 —b(n+ DA™ — cnA"
=nA"(aX2 + bA + ¢) + A" (2a\ + b) = 0,

ie., {nA"} & soluzione di (12.3). Pertanto tutte le successioni {zn}, zn = A"(c1 + con) =
c1upn + c2vn, c1,c2 € R, sono soluzioni di (12.3) e, poiché il sistema in (12.6) & risolubile in
(c1,c2), abbiamo la soluzione di (12.4). o
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12.c Equazioni del secondo ordine non omogenee

Consideriamo la ricorrenza

{330 =, I :/37

AZTpt2 +bTpy1 +cry = frya,

dove a,b,c € R e {f,} ¢ data. Supponiamo che fy = 0.

12.3 Proposizione. Sia {w,} la successione soluzione di

'U)O:O, ’ll)l:l,
aWpya +bwpyp1 +cw, =0, n>0.

Allora {x, } definita da
1 1 &
Tn = a{(w # fla} = E an*jfjv
=0
¢ soluzione di

{330 = 07 T = 07
a4 Tn42 +bxn+1 +cxn = fn+17 n > 0.

Dimostrazione. Infatti,

n+2 n+1 n
0> wnga i fj +b> wnii—jifi +e > waifi
i=0 =0 =0

= awp fn+2 + awi fnt1 + dwo fry1
n
+ Z(awn+2—j + bwpy1—5 + cwn—j)f;
j=0

= afn+1~

Per la linearita concludiamo

79

(12.7)

(12.8)

12.4 Teorema. Con le notazioni della Proposizioni 12.2 e 12.3, le soluzioni della

equazione alle differenze del secondo ordine
aTpi2 + banrl +cxp = fnJrl

sono date dalle successioni {x,,} definite da

1
xn:clun—i—chn—i—a(w*f)m cy,c9 € C.
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12.d Sistemi di equazioni alle differenze

Sia A € M}, 1(C) una matrice complessa. Il sistema lineare omogeneo di ricorrenze
per la successione {X,,} di vettori di C*

Xn+1 = Aer n > 07

Xy assegnato

ha come unica soluzione X,, := A" X, Vn, come si verifica immediatamente per
induzione.

12.5 Proposizione. Assegnata una successione {F,,} di vettori di C¥, il sistema
lineare non omogeneo di ricorrenze per la successione {X,,} di vettori di C*

Xn+1 = AXn + Fn—i—la n > 07

X assegnato

ha come unica soluzione

X, = A"X, + ZA”—J’Fj Vn >0

Jj=0
dove si & posto Fy := 0 € CF.
Dimostrazione. Infatti per ogni n > 0,
n+l—j n ]
Xnp1=A"Xo+ Y AR = A"HIXg+ > AR 4 By
Jj=0 Jj=0

n n
=AA"Xo+A > A" IF; 4 Fopy = A(A"Xo + ZA”‘J’Fj) 4 P
j=0 j=0
- AXn + Fn+1~

O

12.6 Equazioni alle differenze e sistemi. Si noti che ogni equazione alle
differenze di ordine k

Tytk + Op—1Tntk—1 + -+ + QTn = frt1, n >0 (12.9)

puo essere trasformata in un sistena k x k di equazioni alle differenze del primo
ordine. Infatti se si indica con X, il vettore di C*

— T
Xn = (xnaxn+17 s 7xn+k71) )

si verifica che
Xn+1 =AX, + Fn+1 (1210)

dove F,, = (0,0,...,0, f,)T € CF e
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0 1 0o ... 0
A — 0 0 1 .. 0
.0 0 0 1

—ap —a; —az ... —QAg_-1

e viceversa se {X,,} ¢ soluzione del sistema (12.10), allora la successione delle sue
prime componenti {z,}, z, = X! V¥n, ¢ soluzione di (12.9). In questo modo la
teoria delle equazioni di ordine superiore € ricondotta allo studio dei sistemi del
primo ordine. Come vedremo le soluzioni di (12.10) dipendono dagli autovalori
di A. A questo proposito si dimostra che

k—1
det(A — Ad) =) " a;N,
j=0

detto il polinomio caratteristico dell’equazione alle differenze.

12.e Potenze di una matrice
Resta il problema di calcolare le potenze successive della matrice A in modo
efficiente. Si osserva che

(i) se B ¢ una matrice simile ad A, A = S™!BS per qualche matrice S con
det S # 0, allora
A? =S"'BSS™!BS =S"!'B%S

e, per induzione,

A" =S"'B"S vn.

(ii) Se B ¢ una matrice a blocchi quadrati sulla diagonale principale

B; 0 ... 0
B_ 0 B 0
0 0 B,
allora
B} 0 0
B — 0 B .. 0
0 0 B}
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Siano A1, Az, ..., A\r gli autovalori distinti di A e mq, mao, ..., my le relative
molteplicita. Per ogni k sia pi la dimensione dell’autospazio relativo a Ag. Allora
esiste un cambiamento di base S tale che J := ST'AS abbia la forma di Jordan

Jia 0 0 ... 0
J
I 0 12 0 0
0 0 0 ... [Jips

dovet=1,...,k, j=1,...,p; e

Y se J; ; ha dimensione 1,

Jij =

altrimenti.

\

Percio A™ =SJ"S™ !, e

JT1 0 0 ... 0

0 J7 0 0
.]n: 1,2

0 0 0 ... [Jkp

Resta da calcolare la potenza di ciascun blocco di Jordan. Se J' = J; ; = ())
ha dimensione 1, allora evidentemente J’" = A\". Se invece J/' = J i,j € uno dei
blocchi di dimensione ¢ maggiore o uguale a 2,

A1 0 0

o x 1 0
J =

0O ... 0 X 1

0 0 0

allora
J' = )\Id + B, B = (B)i,, Bij = 0it1,5-
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Essendo ora

(B"),; = Oryiy ser <gq,
0 ser>q,

si ha B? = 0 e dalla formula del binomio di Newton

n qg—1 qg—1
J" = (\1d+B)" = "YAn-iBi = n) AIBI = \" <n> —B/
(\1d +B) Z() Z<j 2 5) %

83

§=0 §=0 §=0
ie.,
1 1 1
Lons () o (D)xer
01 wd e (e
J/n — An
0 0 1 ny
0 0 ... 0 1
Si osservi che ciascun elemento di A™ ha la forma
k
> Appi(n)
j=1
dove A1, Ag,..., A, sono gli autovalori di A e p;(t) € un polinomio di grado al pit

pj — 1 (p; € la molteplicita algebrica di A;). Segue immediatamente che per ogni
p > max;(|A;|) esiste una costante C, tale che per ogni soluzione di X,,41 = AX,,

si ha
X < Coo" %] V.

In particolare

12.7 Teorema. Se tutti gli autovalori di A hanno modulo minore di 1, allora

ogni soluzione di X, +1 = AX,, tende a zero per n — +00.

Dimostrazione. Infatti, si sceglie o > 0 tale che max;—1, |A;| < o < 1. Esiste allora una

costante Cs tale che per ogni soluzione di X,4+1 = AX,, si ha
Xl < Coo™ [Xol,  Vn.

Essendo 0 < 0 < 1, 6™ — 0 e la tesi & provata.
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13. La Z-trasformata

13.a Z-trasformata

Sia a = {a,} una successione crescente al pitt esponenzialmente, |a,| < CR"
per qualche C' e R > 0. La serie di potenze associata ZZOZO a,w™ ha raggio di
convergenza p > 1/r e la corrispondente serie di potenze in 1/z,

=1
> an—, (13.1)
n=0 z

converge assolutamente in {|z| > 1/p} alla funzione olomorfa A data da

Az) = 5(1), Sw) =Y awn, |2 >1/p. (13.2)
n=0

z

La funzione A(z) in (13.2) si chiama la Z-trasformata della successione {a,} e il

numero .
r:= — = limsup V/|a,|

1% n— oo

si chiama il raggio di convergenza della Z-trasformata.

La Z-trasformata ¢ uno strumento di routine in combinatorica, nel calcolo
delle probabilita e in molte questioni applicate, come ad esempio il campiona-
mento e lo studio dei filtri digitali. Le sue proprieta discendono banalmente dalle
proprieta delle serie di potenze e dalla teoria delle funzioni olomorfe per la som-
ma (13.2). Tuttavia conviene metterle in evidenza ed eseguire qualche calcolo
esplicito.

Sia A(z) la Z-trasformata della successione {a,} con raggio di convergenza
Tq-

13.1 Esercizio. Indichiamo con §j la successione di Kronecker d; := {(0,...,0,1,0,0,...)}.
——

k
la sua Z trasformata ¢ evidentemente

1
A(z) := el con rq = 0.

13.2 Esercizio (Campioni costanti). Se an, = 1 Vn, allora evidentemente ro, =1 e

— 1 1 z
A(z) = — == —, > 1.
(=) Z zn 1-1/z =z-1 1
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13.3 Esercizio (Campioni lineari). Se a, = n Vn, allora derivando termine a termine,

[ee] 1 oo oo
. - -n—1 _ _ —n
Az) : = nzn—zan = zZD(z )
n=0 n=0 n=0
=1 z z
nzz;) 2" z—1 (z—1)2 1
13.4 Esercizio. Poiche > > % = —log(1—=%), |2| < 1, la Z-trasformata della successione

{%_H} ha raggio di convergenza 1 e

oo

1 1 1 1 z
Az) = — = ———— = zlog ——, > 1.
(2) Zn+lzn Zz:n—&—lzn‘i'1 Zogz—l 2]

n=0 n=0

13.5 Esercizio (Campioni esponenziali). Se an, = ¢", allora r, = |g| e

> 1 z/q z
AR = "= = =— |zl >4l
= z/q—1 z—q
Ad esempio se an, = '™ allora A(z) = s 12 > L

Usando le proprieta delle serie di potenze ¢ facile convincersi che

13.6 Proposizione. Sia A(z) la Z-trasformata della successione {a,,} con raggio
. . fe'e) 1

di convergenza r,. Allora la serie ) " a2

(i) converge assolutamente ad A in |z| > r, ,

(ii) converge uniformemente sui domini strettamente contenuti in |z| > r,,

(iii) ¢ olomorfa in |z| > 1, e

[ee]
1
A'(z):—Znanﬁ, |z| > rq.
n=0

Dimostrazione. Le (i) e (ii) seguono evidentemente dalla (13.2). Inoltre, essendo S’(z) =
>rlo nan,z" "1 si ricava, sempre dalla (13.2), e dal teorema di derivazione termine a termine
per le serie di potenze, che

W (YL _ 1 = 1 & 1
(2) = - (;)Z—z =2 X%)”anzn_l _’2%"“"%‘
n= n—=

O

13.7 Proposizione (Linearitd). Siano A(z) =Y " (an=, B(2) =Y 0 obn
rispettivamente le Z-trasformate delle successioni {a,}, {b,} con raggi di con-
vergenza r, e r,. Allora per ogni A\,u € C la Z-trasformata di {\a,, + ub,} ha
raggio di convergenza minore o uguale a max(r,,m,) €

- 1
Z(/\an + ,ubn)z—n = NA(z) + uB(z), |z| > max(rq,rp).

n=0
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13.8 Proposizione (Prodotto). Siano A(z) = > 0" jan=, B(z) = Y 0 (b2
rispettivamente le Z-trasformate delle successioni a := {a,}, b := {b,} con rag-
gi di convergenza r, e 1. Allora la Z-trasformata di {(a * b),,} ha raggio di
convergenza minore o uguale a max(rq,r,) e

o

Z(a * b)nzin = A(z) B(2), |z| > max(rq, 7).

n=0

Dimostrazione. Dal Corollario 6.17 segue che la serie di potenze > > ;(a *b)pw™ ha raggio di
convergenza maggiore o uguale di min(1/rq,1/rp) e che

i(a*b Ynw™ (Zanw )(ibnw”), |w| < min(1/rq,1/rp).
n=0 n=0

Sostituendo w com 1/z si ottiene la tesi. a

13.9 Proposizione (Serie di prodotti). Siano A(z) = Y7 ja,=, B(z) =
> o bn= rispettivamente le Z-trasformate delle successioni a := {a,} e b :=
{bn} con raggi di convergenzar, ery. Allora la Z-trasformata di {a,b,} ha raggio
di convergenza minore o uguale a r,ry, e per ogni z con |z| > rqry si ha

1 1
Zan — = A(w)B(i)—dw,
o 2mi 8+ B(0,p) w/ w

dove p ¢ un numero tale che r, <r < |z|/7}.

Dimostrazione. La serie di potenze
oo
E anbncn
n=0

ha raggio di convergnenza maggiore o uguale a 1/(rq7p) e se |(| < 1/(rqrp) allora

Z b = —— A(1/S)B(f)1 ds

~ 2 o+ B(0,t) ¢’s
essendo ¢ un numero tale che 74|¢| < t < 1/r,. Cambiando variabile w = 1/s nell’integrale e
prendendo p := 1/t, si ha
1 1 1.1
. A(l/s)B( ) ds— — A(w)B(—)— dw
2mi Jo+B(0,t) 27 Jo-B(0,p) w( w

e, scegliendo ¢ = 1/z, si ottiene la tesi. O

Supponiamo di avere una succesione {a,} e di operare su di essa. E utile
. . . o0
conoscere come Vlene modificata la Z-trasformata. Siano A(z) = >~ ay Zln e

B(z) = Y07 o b= le Z-trasformate delle successioni a := {a,} e b := {b,} con
raggi di convergenza r, e r;, rispettivamente.

13.10 Esercizio. Se b, := {(0,...,0,a0,a1,a2,...)} & la traslazione in avanti di k posti,
——

allorary, =14 €
> 1

Z Zn+k = S A@), 2| > rq.
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13.11 Esercizio. Sia b, = a, .k la traslazione all’indietro di k posti. Allora r, =r, €

a1 a2 ag—
k 1), |z| > rq.

o0
1
B(z) = Zan+kz—n:zk(A(z)—ao—?—Z—2 ————— por
n=0

13.12 Esercizio (Campionamento lineare). Se b, = nan, allorar, =74 €

oo
1
B(z) = Z nan— = —2A'(2), |z| > ra.
n=0

13.13 Esercizio (Campionamento esponenziale). Se b, = anq™, allora r, = |q|rq
> 1 z
B =3 an——=4A(2),  |2I>ldlra:
= (/)" q

13.14 Esercizio (Campioni periodici). Una successione {by, } si dice periodica di periodo p
se by 4+p = bn Vn. Poiché {b, } & limitata e periodica, il raggio di convergenza della Z-trasformata
& necessariamente 1. Indichiamo con A(z) la Z-trasformata della successione

bn se0<n<p,
0 sen>p.

Evidentemente A(z) := Zﬁ;(l) anzin conrg =0e

00 1 oo (k+1)p 1 co p—1 1
PR SRS Y DRI )

n=0 k=0 n=kp k=0n=0

e’} 1 p—1 1 e 1
=3 5 ( > b"Z_n) =A(z)) o prodotto di convoluzione

= k=0 k=0
ZP

= 2{4)_114(2,’)7 |Z| > 1.

13.15 Esercizio. Calcolare la Z-trasformata e il relativo raggio di convergenza per le seguenti
successioni
an = cos(wn), ann sin(wn),

13.16 Esercizio. Sia A(z) la Z-trasformata di una successione {an } con raggio di convergenza
rq. Calcolare la Z-trasformata e il rispettivo raggio di convergenza per le successioni

14+n
bn = an(l+n), bn =a )
n n( ) n n 2+n
bn, = an cos(wn), bn = apnsin(wn),
bn:an—l(1+n)7 bn:%:
an sen<p, an sen e pari,
b, = bp, =
0 altrimenti, 0 se n ¢ dispari,

b — an sen e divisibile per 3,
n =
0 altrimenti.
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13.b Z-antitrasformata

Sia A(z), |z| > r una funzione olomorfa, allora S(w) := f(1/w) ¢ olomorfa in
0 < |w| < 1/r.Se f(1/w) ha una singolarita eliminabile in 0, i.e., se

lim wA(1l/w) = lim Alz)

w—0 zZ—00 z

=0,

la funzione S(w) := A(1/w) ¢ olomorfa in tutto il disco |w| < 1/r e dunque ha
uno sviluppo in serie di potenze centrato in 0 con raggio di convergenza 1/r,

A(l/w) = S(w) = Zanw".
n=0

I coefficienti a,, sono univocamente individuati da A. Dalla formula di Cauchy,

cfr. Teorema 7.5,
1
a, = —/ S(Sz ds
2mi Jo+p(oy ST

dove ¢t ¢ un qualunque numero tale che 0 < t < 1/r. Cambiando variabile,
ponendo s = 1/w nell’integrale e ponendo p := 1/t, si ottiene

! A(w)w" ™ dw = L A(w)w" ™t dw,

ap = -
211 Jo+B(0,p)

21 8~ B(0,p)
0, con il linguaggio dei residui,
an = —Res (A(2)2" 1, 00) Vn.

La formula precedente ¢ svantaggiosa quando si vuole calcolare tutti (o molti)
degli a,, perché richiede di calcolare il residuo di una infinita di funzioni con
un ordine di singolarita all’infinito diverso per ogni n. La questione si semplifi-
ca molto se A & olomorfa in tutto C eccetto che in un numero finito di punti

{p1, p2,..., pr}, come nel caso, frequente nelle applicazioni, in cui A(z) = 28

¢ un quoziente di polinomi. In questo caso, essendola somma dei residui nulla,

k
an = —Res (f(2)2" 1, 00) = ZRes (f(z)z"" 1 py)

-1

e dunque il calcolo degli {a,} si fa calcolando i residui di A(z)z"~' sulle

singolarita di A, dove l'ordine della singolarita & indipendente da n.

13.c Equazioni alle differenze e Z-trasformata

Il metodo della Z-trasformata e utile nel trovare le soluzioni di equazioni alle
differeneze lineari.
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13.17 Esercizio (Numeri di Fibonacci). Consideriamo il caso della successione {fn} dei
numeri di Fibonacci definita da

frn+2 = fat1 + fn, n 2> 0,
fo=0, fi=1,
che si calcola essere, cfr. Capitolo 12,
1 1++V5\n 1—+/5\n
= L _ > 0. :
f \/g<( : ) = ( : )) n>0 (13.3)

Ritroviamo il risultato con il cosidetto metodo della z-trasformata. Si osservi anzitutto per
induzione che f,, < 2™ e quindi la serie

F(z) = anzin,

n=0

z-trasformata di {fn}, converge per |z| > 2. Moltiplicando 1’equazione per 1/z" e sommando
su n, si trova

Z2(F(2) = fo — f11/2) = 2(F(2) — fo) — F(2) = 0,

i.e.,
F(z) = S almeno in |z| > 2.
22 —2-1
La formula di Cauchy per coefficienti delle serie di Laurent da quindi,
l n
fn=— S dz
2mi Jo+B(0,r) 22 —2-1

dove r & arbitrario con r > 2. Percio

ZTL

fn = —Res(gn(z), 00), gn(z) = 2,1

11 calcolo della successione dei residui all’infinito delle {gn } & ancora un processo iterativo, come
lo era a priori il calcolo di { fn}: il tutto sembrerebbe dunque inutile. Tuttavia, tutte le funzioni
gn(z) sono olomorfe in C\ {a, b} dove

1++5 po L=V5

2 2
sono le radici dell’equazione z2 — z — 1 = 0. Dal teorema di Morera nella forma del Corolla-
rio 10.22
Res (gn(2), 00) + Res (9n(2), @) + Res (9n(2),b) = 0,
da cui

fn = Res (gn(z)7 a) + Res (gn(z)7 b)
Essendo a e b poli semplici per gn,

1 1 1 1
Res (gn(2),a) = a"——— = —a", Res (gn(z),b) = b ——— = ——b",
es(gn(2),0) = a" g = —za es (gn(2), D) = b gy = —=

e quindi la (13.3).

Pilt in generale, consideriamo una equazione alle differenze lineare di ordine
k
OpTntk + 0k—1Tptk—1 + - + ATy = fn+1>n >0 (134)

Supponiamo che le Z-trasformate X (z) e F(z) delle successioni {z,,} e {fn} (si
pone per comodita fy = 0) esistano ed abbiano rispettivamente raggi di con-
vergenza r, e ry. Moltiplicando I'equazione n-esima per —, o equivalentemente,
usando la linearita della Z-trasformata e la formula per lo shift all’indietro, si
trova
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i
2t )’

essendo P(z) := Z?:o a;jz9 il cosidetto polinomio caratteristico dell’equazione.
Si conclude percio

J n J

F(2)= ifnzin :iajzj<z4(2)— %) :P(Z)A(Z)_Zaj(
n=0 j=0

i §=0 i=0

|
—
—

8

Il
<)

13.18 Proposizione. Sia F(z) la Z-trasformata della successione { f,} dove si
é posto fo = 0 con raggio di convergenza ry e sia rp tale che 1/P(z) & olomorfa
in {|z| > 1/rp}. Allora la Z-trasformata X (z) di una soluzione {x,} di (13.4)
ha raggio di convergenza minore o uguale a max(rp,rp) e

1 = 1
X(2) = %<F(z)+7;)xnz—n>

13.d Sistemi di equazioni alle differenze e Z-trasformata

Il metodo delle serie di potenze, o della Z-trasformata che dir si voglia, non &
limitato alle solo equazioni scalari. Si possono infatti considerare serie di potenze
a coefficienti vettori di CV

d R, feech, (13.5)
k=0

Si definisce allora il raggio di convergenza p di (13.5) come

1 : n
— = limsup V/|fx|

1% n—oo

e si prova, come per le serie a coefficienti complessi, che la serie di potenze (13.5)
converge assolutamente in ogni punto z con |z| < p. Segue che la serie (13.5)
converge puntualmente in CY ad una funzione S(z),

S(z) == anzk cCh, |z| < p.
n=0

Questo vuole dire che, se fi == (fE, f2,..., i) e S(z) := (S1(2), 5?(2),...,5N(2)),
si ha

S = A" >0
n=0

Si pud dunque applicare la teoria delle serie di potenze lavorando componente
per componente. In particolare ogni componente di S ¢ olomorfa su |z| > 7 e

fn = —Res (2" f(2),00) vn.

Inoltre, se (le componenti di) f(z) & olomorfa in C meno un numero finito di
punti py, pa,..., Dk, allora
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k
= ZRes (z"_lf(z),pj).

Un caso particolare di serie di potenze a coeflicienti vettoriali € quello delle
serie a coefficienti matrici, F, € My n(C),

> Fa2m. (13.6)
n=0

Introducendo una norma per le matrici, ad esempio la norma ||F||2 o la norma
dell’operatore lineare associato, r — Fz,

F
Bl = sup [
zeCN |‘/'U|
x#0

si chiama raggio di convergenza p della serie di potenze (13.6) il numero

:= limsup V/|F,|

n—oo

D=

Di nuovo, la serie di potenze (13.5) converge assolutamente in z se |z] < p e
dunque converge puntualmente in My y(c) ad una funzione S : {|z| < p} —
My~ (C)

= ZFnzk € My n(C), |z| < p,

n=0
¢ equivalente a
o0
Sij(2) =Y (Fn)ijz", |2 >p,
n=0

se Fi, = [(Fi)i;] e S(z) = [S;j(2)]. Si puo dunque applicare la teoria delle serie
di potenze (e delle funzioni olomorfe) a ciascuna componente.
Ripetendo la dimostrazione del Teorema 6.16 si prova

13.19 Teorema. Sia A(z) :=) - A, 2" una serie a coefficienti matrici M x N
a ={A,}, con raggio di convergenza p, e sia y ., fn2" una serie a coefficienti
vettori, f, € CN, con raggio di convergenza p - Allora la serie

Zgnzna a*f ZA—H kfk
n=0

ha raggio di convergenza p > min(p,, pf) €

o

Z(a x flnz" = A(2)F(z).

n=0

Prima di guardare ai sistemi di ricorrenza torna utile la seguente
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13.20 Proposizione. Sia A € My y(C). Allora per |z| > |A|, la matrice 1d —
1A ¢ invertibile e

(Id — —A ZA" |z > |A].

Dimostrazione. Essendo |z| > |A|, la serie Y o7 |A|n‘Zin‘ < 400 e dunque |A|" ‘Zin‘ — 0 per

n — oo. D’altra parte si ha

1w 1 1
(1d——A) ZZ:APZ—p =1d - An+1% (13.7)
segue che
’(Id——A)ZAP——Id‘ |A”+1|| |n+1 —0
per n — oo, i.e., la tesi. O

Consideriamo il sistema N x N di ricorrenze
Xo dato
XnJrl = AXn + Fn+1 n > 07
di cui abbiamo trovato la soluzione per induzione,
n—1
X, =A"Xo+ > A"*F,  vn
k=0

Vogliamo ritrovare il risultato mediante la Z-trasformata. Siano X (z) e F(z)
rispettivamente le Z-trasformate di {X,,} e {F,} (si ¢ al solito posto F = 0) e

siano rx e rg i rispettivi raggi di convergenza. Moltiplicando ciascuna equazione

per zi e sommando, si ottiene
n

2(X(2) — Xo) = AX(2) + 2F(2), |z| > rp.

ie.,

(1d — %A)X(z) — F(2) + Xo.

se ora |z| > [|A]| la matrice Id — 2A & invertibile, per la Proposizione 13.20 e
dunque X (z) ha raggio di convergenza rx = max(||Al|,rr) e

X(2)=(Id - %A)’l(F(z) + Xo). (13.8)
da cui
X, = —Res ("' X(2),0).

Gli {X,,} si calcola esplicitamente con la Proposizione 13.20. Infatti,
Id — —A A”
( Z T
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e quindi, usando anche il Teorema 13.19,

)
=0

X = Y (XA ) (S )

n n=0 n=0
00 n iy 1

-3 (ano e oA 3
n=0 7=0

ie.,
n—1

X, =A"Xo+ Y A"F;  Vn.
k=0
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