4.SPAZI VETTORIALI E PRODOTTI
SCALARI

Ricordiamo il linguaggio astratto e discutiamo alcuni fatti fondamentali relativi alla struttura
lineare.

4.1 Spazi vettoriali

La struttura lineare di K" & condivisa da molti oggetti matematici. Ad esempio, abbiamo
gia notato come le matrici soddisfano le stesse leggi di somma e moltiplicazione per scalari.
Conviene quindi partire da definizioni generali per mettere a punto un linguaggio utile in molte
situazioni.

4.1.1 Spazi vettoriali: definizioni e fatti elementari

Sia K un corpo commutativo che per noi sard R o C, ma che potrebbe essere un qualunque
altro corpo commutativo.

4.1 Definizione. Si chiama spazio vettoriale su K ogni insieme X dotato di

(i) una operazione interna + : X x X — X detta addizione per la quale X sia un gruppo

commutativo, i.e.,

a) (z+y)+tz=z+W+2),z+y=y+z, Vr,y € X,

b) esiste un elemento 0 € X, detto zero, tale che x + 0=0+z =z Vz € X,

¢) per ogni z € X esiste —x € X tale che x + (—z) =0,

(ii) una operazione di moltiplicazione K x X — X che associa ad ogni A € K ed x € X un

elemento in X notato Ax tale che

a) Az +y) =z + Xy, A+ p)z = Az + pz,

b) Auz) = M)z, 1-z = =.

In particolare (—1)x = —z Vz € X. Si scrive poi z — y al posto di z + (—y).

Se X ha una struttura di spazio vettoriale su K, gli elementi di X si chiamano vettori, gli
elementi di K scalari ed il prodotto Az si chiama prodotto per scalari. La moltiplicazione per
scalari ci permette di guardare il vettore z in ogni scala.

4.2 Esempio K", n > 1, & uno spazio vettoriale su K. Anche My, »(K) & uno spazio vettoriale su K

4.3 Esempio Questi esempi non esauriscono i possibili spazi con una struttura vettoriale. Molte classi di

funzioni hanno una struttura vettoriale naturale. Ad esempio

o l’insieme delle funzioni reali su [0,1]; I'insieme delle funzioni continue su [0,1], C°([0,1]); l'insieme delle
funzioni con derivate continue su [0, 1] fino all’ordine k, C* ([0, 1]),

o L’insieme delle funzioni derivabili di qualunque ordine su [0, 1],

o D’insieme dei polinomi, o dei polinomi di grado al pil n; I’insieme dei polinomi trigonometrici, o dei polinomi
trigonometrici di grado al piu n,

o Dinsieme delle funzioni integrabili secondo Riemann su (0, 1),
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o Dlinsieme di tutte le successioni a valori in [0, 1].

Lo studio che qui sviluppiamo riguarda proprieta universali che dipendono dalla struttura
di spazio vettoriale, indipendentemente dallo specifico esempio. Le seguenti definizioni sono
modellate sulle analoghe per sottospazi di K".

4.4 Definizione. Un sottoinsieme W di uno spazio vettoriale X si chiama un sottospazio
vettoriale di X se
(i) 0 e W,
(i) Ve,ye Wsihaz+yeW,
(iil) Ve e WV AXeKsihadr e W.

a. Combinazioni lineari e generatori
In uno spazio vettoriale X su K hanno senso le combinazioni lineari finite di elementi di X a

coefficienti in K| i.e., .
Z )\ivi e X
i=1

se XL, A2,.... " € Kewp,va,..., 0, € X. Per comoditd usiamo sistematicamente la con-
venzione di mettere in basso I’indice di una lista di vettori e in alto I’indice dei rispettivi
coefficienti,

Si prova subito che W C X é un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale X su K se e
solo se tutte le combinazioni lineari di elementi di W a coefficienti in K sono ancora elementi
di W.

Sia S un sottoinsieme di X. L’insieme di tutte le combinazioni lineari finite di elementi di
S & un sottospazio vettoriale di X. Lo si chiama sottospazio vettoriale generato da S in X ed
¢ spesso indicato con Span S,

n

Span S := { Xe;€ X[AL A% A" €K, e, es,..., n € S,n € N}.

i=1
Si pud anche provare che Span S & l'intersezione di tutti i sottospazi vettoriali di X che
contengono S. Span S € dunque il piu piccolo sottospazio vettoriale contenente S. Se S, W C X
e W = Span S, allora W & un sottospazio vettoriale di X e si dice anche che S & un insieme
di generatori di X o che S genera W (a coefficienti in K). Dalla definizione di Span S segue
subito che S é un insieme di generatori di X se e solo se ogni x € Span S é combinazione
lineare di vettori in S, i.e., se per ogni x € X esistono un intero n > 1, vettori ey, es,..., e,
in S e scalari A1, A%,..., A" € K tali che z = Y| e;.

b. Vettori linearmente indipendenti e basi

n vettori vy, vy, ..., v, in uno spazio vettoriale X si dicono linearmente dipendenti se esistono
scalari AL, ..., A" non tutti nulli tali che

Mop + -+ A", =0,

N

0, in altri termini, se uno di essi & combinazione lineare degli altri. Se n vettori non sono
linearmente dipendenti si dice che sono linearmente indipendenti. Piu in generale un insieme
S di vettori si dice linearmente indipendente se ogni scelta di un numero finito fra essi da
luogo ad un insieme di vettori linearmente indipendenti.

4.5 Definizione. Un insieme di vettori linearmente indipendenti che genera X si chiama una
base di X.

4.6 Definizione. SiaC C X un sottoinsieme di uno spazio vettoriale X . Un insieme di vettori
A C C si dice un insieme massimale di vettori linearmente indipendenti in C se A é costituito
da vettori tra loro linearmente indipendenti e se aggiungendo ad A un vettore w € C \ A, si
ottiene un insieme di vettori linearmente dipendenti.

Si ha

4.7 Proposizione. Sia C un insieme di generatori di X. Un insieme B C C & un insieme
massimale di vettori linearmente indipendenti se e solo se B é una base di X .
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4.1.2 Basi e coordinate

a. Spazi vettoriali di dimensione finita

Si dice che uno spazio vettoriale X e finitamente generato se ha un insieme di generatori
{v1, v2,..., vy} finito. Se X & finitamente generato da {vi, va,..., vn}, si pud scegliere un
insieme massimale di vettori linearmente indipendenti in {v, va,..., v,}. X ha quindi una
base costituita da un numero finito di elementi.

Sia X uno spazio vettoriale finitamente generato, sia {e1, es,..., €,} una base di X e
indichiamo con {eq, es,..., e,} la base standard di K”. Allora per ogni z € X esistono unici
z', 2%, .., 2" tali che 2 = )" | 2¢;. Con altre parole la mappa £ : K» — X definita da
E(e;) :==¢; Vi=1,...,n, o equivalentemente da

n
E(x) ::inei,, sex = (z, 2%,..., z"),
i=1

¢ una mappa surgettiva e iniettiva. La mappa inversa £ : X — K" associa ad ogni vettore
z € X,z =" z',, il vettore di x € K", x := (z!, 2?,..., z™) delle sue coordinate.
L’isomorfismo £ e la sua inversa £~! costituiscono il sistema di coordinate in X determinato
dalla base {ey, es, ..., e,}. Sinoti che entrambe le mappe £, £~ sono lineari, cfr. Section 4.2,
e che

4.8 Proposizione. k vettori vy, va,..., vi in K" sono linearmente indipendenti in K" se e
solo se £(v1), ..., E(vy) sono linearmente indipendenti su X .

Come conseguenza dei risultati della Section ?7 e della Proposizione 4.8 si trova

4.9 Proposizione. Sia X uno spazio finitamente generato. Allora

(i) se {e1, €2,..., en} & una base di X e se vy, va,..., vp, p < m, sono p vettori linearmente
indipendenti, allora é possibile completare vi, vs,..., v, con n — p elementi della base
{e1, €2,..., ex} in modo che assieme formino una nuova base di X,

(ii) se {v1, va,..., vy} & un sistema di generatori di X, allora si pud ottenere una base di X

cancellando eventualmente alcuni dei v;,
(iii) due qualsiasi basi hanno lo stesso numero di elementi.

Il numero di elementi di ogni base ¢ un elemento caratteristico di uno spazio vettoriale
finitamente generato. Lo si chiama dimensione di X e lo si indica con dim X. Come per K" e
per i suoi sottospazi

4.10 Corollario. Sia X uno spazio vettoriale. X é finitamente generato se e solo se ha
dimensione finita. Se X ha dimensione n, allora

(i) n vettori vy, vs,..., v, linearmente indipendenti sono una base di X,
(i) se k > n, k vettori vy, va,..., vx di X sono sempre linearmente dipendenti,
(iii) ogni sottospazio vettoriale W di X ha dimensione minore o uguale an e dimW =n se e
solo se W = X.

4.2 Applicazioni lineari

Passiamo ora a considerare applicazioni lineari tra spazi vettoriali.
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4.2.1 Definizioni

4.11 Definizione. Siano X e Y due spazi vettoriali su K. Una applicazione ¢ : X — Y si
dice K-lineare, o brevemente lineare se

plzt+y)=¢@) +ely) e oAz)=rp(z) Vz,yeXeVAIeK
Un’applicazione lineare tra spazi vettoriali si dice un isomorfismo se é bigettiva.

Ovviamente per ogni applicazione lineare p: X - Y si ha ¢(0) =0e

p(A\rer + Xex +--- + Ae,) = Agp(er) + XNp(e2) +--- + N'p(en)

per ogni A, A2, ..., A" € K, ey, es,..., e, € X. In particolare ogni applicazione lineare ¢é
univocamente individuata dai valori che assume su una base.

Lo spazio di tutte le applicazioni lineari ¢ : X — Y fra due spazi vettoriali si indica con
L(X,Y). L(X,Y) & uno spazio vettoriale su K. Si noti che la composizione di applicazioni
lineari e lineare e che, se ¢ : X — Y & un isomorfismo, anche 'inversa & lineare e quindi un
isomorfismo.

4.12 q Sia e1, e2,..., ep una base di uno spazio vettoriale X. Per ogni vettore v siano vl v, .. 0" le
coordinate di v nella base e1, e2,..., en. Peri =1,...,n, la mappa coordinata e' : X — K che ad ogni vettore
v € X associa la sua i-esima coordinata, e’ : X — K, e*(v) := v*, ¢ una applicazione lineare.

4.13 § Sia V di dimensione finita ed V = V] @ Va. Allora ogni elemento v di V si scrive in modo unico come
v = v1 + v2 con v; € V;. Le mappe coordinate w; : V — V;, i = 1,2, che a v associano v; sono mappe lineari.

4.14 q Sia X uno spazio vettoriale su K. Dati n vettori v1,...,vn di X, I’applicazione ¢ : K* — X definita
da p(Al,...,A") = 37 Xiv;, @ lineare. Inoltre ¢ &
(i) iniettiva se e solo se i vettori v1,..., v, sono linearmente indipendenti,
(ii) surgettiva se e solo se v1,...,v, generano X,
(iii) bigettiva se e solo se v1,...,v, € una base di X.

4.15 § Se ¢ : X — Y & un isomorfismo tra spazi vettoriali di dimensione finita, allora dim X = dimY.

4.16 g Si osservi che le seguenti applicazioni sono lineari:
(i) 'applicazione derivazione D : C1([0,1]) — C9([0,1]) che ad ogni funzione C! associa la sua derivata

f(@) = f'(x),

(ii) I’applicazione integrale da C°([0,1]) in R che ad ogni funzione continua associa il suo integrale

1
ﬂm%Af@M

(iii) l’applicazione funzione integrale C°([0,1]) — C1([0,1]) che ad ogni funzione continua associa la sua

funzione integrale
xz

(@) > F(z) ::/f(t) dt.

0

a. Immagine e nucleo

Sia ¢ : X — Y una applicazione lineare tra spazi vettoriali. Si verifica subito che, per ogni
sottospazio U C X, 'immagine di U,

eU):={yeY |FzeU: o) =y}
€ un sottospazio vettoriale di Y, e che per ogni sottospazio V C Y la controimmagine di V,
(V) ={z e X |p() €V},
€ un sottospazio vettoriale di X. In particolare
Imyp:=p(X), kerp:=¢ '(0)={ze€ X|px)=0},

detti rispettivamente immagine di ¢ e nucleo di ¢, sono sottospazi vettoriali rispettivamente
di Y e X. Si chiama rango di ¢, e si indica con Rank ¢ la dimensione dell’immagine di ¢,
Rank ¢ = dim Im ¢.

417 9

Proposition. Una applicazione lineare ¢ : X — Y ¢ iniettiva se e solo se ker ¢ = {0}.
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4.2.2 Matrice associata ad una applicazione lineare

Siano X,Y due spazi vettoriali di dimensione finita e siano £ : K* — X, F : K™ — Y due
sistemi di coordinate rispettivamente su X e suY’, e siano {e1, ea,..., e}, {f1, f2,---, fm} le
relative basi. Ogni applicazione lineare £ : X — Y induce un’applicazione lineare L : K* — K™
definita da

L:=F1'olok, (4.1)
0, se si vuole dal diagramma commutativo
x 4 v
1€ TF-
K 5 Kr

L manda le coordinate x € K" di un vettore x € X nelle coordinate y € K™ del vettore
{(x) € Y. Se rappresentiamo L con la sua matrice associata L € M, ,(K), allora

y = Lx, (4.2)

righe per colonne poiché da £(x) = z, ( ) = £(x) segue che y = F1(l(z)) = F lolo&(x).
Un altro modo di leggere la (4.2) ¢ dire che la colonna j-esima di L contiene le coordinate
di £(e;) nella base {f1, f2,..., fm}

= Z L fi. (4.3)
i=1

Naturalmente la corrispondenza tra applicazioni lineari da X su Y e matrici dipende dalla
scelta, delle basi su X e Y. Quando ¢ opportuna una notazione che specifichi le basi utilizzate,
si scrivera

ME ()
per indicare la matrice associata ad £ nelle basi £ e F.

Essendo i sistemi di coordinate £ e F isomorfismi, dimker L = dimker? e dimIm L =

dim Im /. La formula del rango in K" d& allora

4.18 Proposizione (Formula del rango). Se{: X — Y é lineare e X ha dimensione finita,

allora
Rank ¢ = dimIm ¢ = dim X — dim ker .

4.2.3 Equazioni lineari

Siano X, Y spazi vettoriali sullo stesso corpo Ke ¢ : X — Y un’applicazione lineare. Si chiama,
equazione lineare nell’incognita x una equazione del tipo

p(z) =y, (4.4)

dove y & un elemento di Y. L’equazione ¢(x) = 0 si chiama 1’equazione omogenea associata
alla (4.4). Come abbiamo gia visto nel Vol. I nel caso delle equazioni differenzali lineari, una
conseguenza della linearita e il principio di sovrapposizione

4.19 Proposizione (Principio di sovrapposizione). Si ha

(i) le soluzioni dell’equazione omogenea p(x) = 0, i.e., gli elementi del nucleo di ¢, sono uno
spazio vettoriale,

(ii) Se T & una soluzione dell’equazione p(x) =y, tutte le eventuali altre soluzioni di p(x) =y
si ottengono aggiungendo ad T una qualunque soluzione dell’equazione omogenea associata
p(x) =0, ie., I'insieme delle soluzioni di p(x) =y é dato da

T+kerp:={r =T+ 2|z €kerp}.
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Ovviamente I'equazione ¢(z) = y ha una o pii1 soluzioni se e solo sey € p(X), e ha al piti una
soluzione se e solo se ker ¢ = {0}.

Si ricava quindi dalla formula del rango nella Proposizione 4.18

4.20 Corollario. Siano X,Y spazi vettoriali di uguale dimensione finita, e sia p : X = Y
un’applicazione lineare. Allora ¢ ¢& iniettiva se e solo se é surgettiva, i.e., p(x) = y ha soluzione
per ogniy € Y se e solo se p(xz) =0 ha 0 come unica soluzione.

Il Corollario 4.20 e una delle forme del teorema dell’alternativa di Fredholm: o l’equazione
non omogenea p(x) = y € risolubile per ogni secondo membro y o l’equazione omogenea ¢(x) =
0 ha una soluzione non banale.

4.3 Cambiamenti di coordinate

Le coordinate di un vettore come pure la matrice associata ad una applicazione lineare
dipendono dalla scelta delle basi. Vediamo come cambiano cambiando base.

4.3.1 Cambiamento di coordinate in uno spazio vettoriale

Sia X uno spazio vettoriale di dimensione finita e siano {ey, es,..., e,} una base di X, e
{e1, €2, ..., €5} un’altra base di X. Siano poi £, F : K" — X i rispettivi sistemi di coordinate

4.21 Definizione. La mappa lineare L : K® — K" definita da L := F~1 o0&, o se si vuole dal

diagramma commutativo
14

X = X
te  tF
K 5 Kr
e la matrice associata L, definita da
€5 = ZL;e,, (45)
i=1

sono rispettivamente Papplicazione e la matrice di cambiamento di base da £ a F.

Se ora x,y sono le coordinate di un vettore z € X rispettivamente nelle basi £ e F, si ha,
cfr. la (4.1)

x =Ly (4.6)

righe per colonne. In altre parole L manda le coordinate di un punto relative a F nelle
coordinate dello stesso punto relative a &, equivalentemente, L manda la base iniziale nella
nuova e le coordinate nuove in quelle iniziali. Per questo si dice che le coordinate dei vettori
cambiano in modo controvariante. Questo comportamento non € poi cosi misterioso. Se 'unita
di misura €; & 100 volte e;, €1 := 100e;, ci si aspetta che la coordinata &' di un oggetto x
rispetto a €; sia 1/100 della coordinata x' di z rispetto a e;.

20 maggio 2002



4.3.2 Cambiamenti di coordinate e applicazioni lineari 23

4.3.2 Cambiamenti di coordinate e applicazioni lineari

Uno spazio vettoriale di dimensione finita n si identifica dunque con le n-ple di numeri in K”
fissando una base {e1, es, ..., e,} di X e facendo corrispondere ad ogni vettore la n-upla delle
sue coordinate, che si conviene di indicizzare con un indice in alto, e di ordinare, se necessario,
in un vettore colonna.

Ogni funzione lineare definita sullo spazio vettoriale X (geometrico o fisico) pud dunque
essere vista come funzione delle coordinate; nel fare questo siamo liberi di scegliere il nostro
sistema di riferimento: & quindi utile capire cosa succede alle differenti rappresentazioni in
coordinate di una funzione su X cambiando coordinate su X. Non bisogna confondere una
funzione su X, che & sempre la stessa, con la sua rappresentazione in un sistema di coordinate
che varia da sistema a sistema. La proposizione seguente in Proposizione ?? esprime appunto
il legame esistente fra le matrici associate ad una applicazione lineare su X in basi differenti.

Sia X di dimensione finita, siano {e1, €2,..., en} e {€1, €2,..., €,} due basisu X e £,&’ :
K™ — X i rispettivi sistemi di coordinate. Sia R : X — X l'applicazione lineare e la relativa
matrice associata relative al cambiamento di base da £ a &£'. Siano Y un altro spazio di
dimensione finita, {f1, f2,--., fm} € {¥1, ¥2,--., om} due basi di Y, F,F' : K" - Y i
rispettivi sistemi di coordinate, e S : Y — Y [Dapplicazione lineare e la relativa matrice
associata al cambiamento di base da F a F'.

Se ora £ : X — Y & un’applicazione lineare, indichiamo con A la matrice associata ad £
nelle basi £ e F e con B la matrice associata a £ nelle basi &' e F'. Allora B = SAR™!. Infatti
il diagramma

X 4 x 4 v 4 vy

te e tF  AF
-1

Kk % ok 4 kr 3 ke
¢ commutativo. L’applicazione lineare associata a £ nelle basi £' e F & la seconda riga del
diagramma, i.e. B:= S o Ao R™1, 0, in termini di matrici, B = S~!AR righe per colonne.

Piu in generale si ha

4.22 Teorema. Due matrici A, B rappresentano la stessa applicazione lineare da X in Y in
basi diverse se esistono una matrice R n x n e una matrice S m x m tali che B = SAR™!.

4.23 q Scrivere alcune matrici 3 x 3, interpretarle come applicazioni lineari da R?® su R3.
Per ciascuna applicazione fissare una nuova base in R? e calcolare nella nuova base la matrice
associata all’applicazione.

4.24 § Siano V1, Vs, ...V, spazi vettoriali su K e fy, f1,- .., fn applicazioni lineari concatenati
nel senso che

mB8vins 5y sy, B o).
Mostrare che se Im (f;) = ker(fi41) Vi =0,...,n —1, allora .1  (=1)*dimV; = 0.

4.25 § Siano X, Y, Z spazi vettoriali su K e siano f : X = Y, g: X — Z applicazioni lineari.
Provare che ker f C kerg se e solo se esiste una applicazione lineare £ : Y — Z tale che

g:=/Lof.

4.4 Struttura euclidea

La struttura lineare di uno spazio vettoriale si arricchisce dotandolo di un prodotto scalare.
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4.4.1 La struttura metrica di R"

Dati due vettori in R™, si misurano le rispettive lunghezze e I’angolo fra essi mediante il
prodotto scalare.

a. Prodotto scalare

Se x = (%1, Z2,---, Tp) € Y = (Y1, Y2,- - -, Yn) sono vettori in R”, il prodotto scalare di x e y
¢ definito come il numero reale
(x[y) : Zmzyz

Due vettori x,y € R" si dicono ortogonali se (x|y) = 0. Il prodotto scalare ha le seguenti
proprieta

(x +ylz) = (x]2) + (y]2),

(Axly) = (x|Ay) = Axly),

(x|z) = (z[x),

(x|x) > 0 e (x|x) =0 se e solo se x =0,

o

O O O

perognix, y, z € R® e A € R Se x € R", il numero reale non negativo

M=V = ()

i—1
si chiama norma di x € R”. Si ha
x -yl =(x—ylx—y) = =" +y" - 2xly),
in particolare vale il
4.26 Teorema (Pitagora). x,y € R" sono ortogonali se e solo se |x + y|*> = |x|? + |y|>.

4.27 Proposizione (Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per ogni x,y € R" si ha
[(xly)| < [x] [y], e (x]y) = [x]ly| se e solose 0y =0, 0x =Xy, A > 0.

Dimostrazione. Se 'y = 0, la tesi & ovvia. Per y # 0, I’espressione |x + 1§y|2 € un polinomio di secondo grado
in t,
(x +tylx +1y) = (x +ty[x) + (x + tylty) = |x|* + 2(x[y)t + [y*#*,
non negativo; percio il suo discriminante (x|y)2 — |x|?|y|? & non positivo.
Infine, se (x|y) = |x||y|, allora il discriminante del polinomio ¢ — |x + ty|? & nullo. Percid per qualche
t € R |x+ty|? = 0 e dunque x = —ty, Che —t sia non negativo segue infine dalla —t = (x|y) = |x|[y| > 0. O

Se x,y sono vettori di R?, pensato come piano della geometria euclidea, e 8 & ’angolo fra

di essi, si vede facilmente che (x|y) = |x||y| cosé. In generale, essendo % < 1 per ogni

x,y € R, esiste 8 € R tale che

X
g ()
x| [yl
e 0 si chiama angolo tra i vettori X e y e spesso si indica con Xy. In particolare X,y sono
perpendicolari se e solo se § = /2 + km, k € Z, e vale il teorema di Carnot

COS

Ix —y[* = [x|* + [y|* — 2[x] |y| cosé.

Si pud quindi misurare ’angolo tra due vettori di R” con tre misure di lunghezza.

b. Norma
La norma |x| = 1/(z|z) ha le seguenti proprieta
o |x| =0 se e solo se x =0,
o [Ax| = |\ x| VA€ R, ¥x € R?,
o (DISEGUAGLIANZA TRIANGOLARE) |x +y| < |x| + |y| Vx,y € R".
La diseguaglianza triangolare segue dalla diseguaglianza di Cauchy-Schwarz. Infatti
e+ yl? = [x® + |y]? + 2(xly) < [x]* + |y[” +20x] [y] = (x| + [y])*.
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c. Distanza
La distanza euclidea tra due punti di R & definita da d(x,y) := |x —y|. Dalle proprieta della
norma segue che la distanza tra due punti di R € un numero reale non negativo e che

o d(x,y) =0 se e solo se x =y,
o (SIMMETRIA) d(x,y) = d(y, x),
o (DISEGUAGLIANZA TRIANGOLARE) d(x,y) < d(x,z) + d(z,x).

4.4.2 Spazi euclidei

a. Prodotti scalari
4.28 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale su R. Si chiama prodotto scalare su X
un’applicazione (| ) : X x X - R,

(i) (SIMMETRICA) (aly) = (y]),
(i) (BILINEARE) (Az + py|2) = A(z|z) + u(y|2), (2[Az + py) = A(zlz) + p(zly),
(iii) (DEFINITA POSITIVA) (z|z) > 0 se = # 0.

perogniz,y,z € X eV, u € R. Uno spazio euclideo & uno spazio vettoriale su R di dimensione
finita e con un prodotto scalare.

4.29 Esempio R" con il prodotto scalare standard dato da

n

n n
(@ly) =D 2%y, z=) dle, y=) yle,
i=1 i=1

i=1

¢ il fondamentale modello di spazio euclideo. E anche in un certo senso ’unico spazio euclideo di dimensione
n, cfr. ’esercizio in Esercizio 4.38.

4.30 Esempio Altri esempi si ottengono ad esempio pesando opportunamente le coordinate. Se A1, A2,..., An
sono numeri positivi, la forma bilineare su R™ b(z,y) := > 7~ ; A\sz*y" & un prodotto scalare su R™.

4.31 Esempio Sia My lo spazio vettoriale delle variabili aleatorie discrete su uno spazio X con momento di
ordine due finito. La covarianza di due variabili aleatorie, Cov [X, Y], & un prodotto scalare su Mag, cfr. Sez.
2, Cap. 9, Vol. II.

In uno spazio X con prodotto scalare ( | ), si possono misurare le lunghezze dei vettori e
I’angolo fra due vettori. Si chiama norma di z € X il numero reale non negativo

|zl == V/(zlz).

Ripetendo alla lettera i conti fatti nella (?7), si vede subito che valgono le seguenti formule

(i) (DISEGUALIANZA DI CAUCHY-SCHWARZ) per ogni z,y € X |[(z|y)| < ||z||||y]], e (z]y) =
[|z]|||y]| se e solo se 0 y =0, 0 £ = Ay per qualche A > 0.
(ii) (TEOREMA DI CARNOT) ||z +y|® = ||=||* + ||yl|* + 2(z|y).

In particolare si calcola il prodotto scalare di due vettori con tre misure di lunghezza,

(aly) = 5 (lle + I = ll2ll® = Iy
come in R” e vale la formula del parallelogramma
llz +yl* + Iz = yl* = 2(1|=]1” + Iy
La norma ha le proprieta

(i) (NON DEGENERAZIONE) ||z|| € Ry Vz € X, ||z|| = 0 se e solo se z =0,
(i) (1-OMOGENEITA) ||Az|| = |A|||z|| VA € R, Vz € X,
(iii) (PROPRIETA TRIANGOLARE) ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-
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b. Vettori ortonormali

Due vettori z, y di uno spazio euclideo si dicono ortogonali se (z|y) = 0. Dal teorema di Carnot
segue che x,y sono ortogonali se e solo se vale per z,y il teorema di Pitagora, ||z + y||* =
[z [[* + [ly]]*.

4.32 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale con prodotto scalare. Un sistema di vettori
{ea} C X si dice ortonormale se (eqleg) =1 sea = f e (eqxles) = 0 se o # B, o come si scrive
con notazione pitt compatta se e solo se (a|B) = dq3.

Vettori ortogonali sono linearmente indipendenti. In particolare n vettori ortonormali in
uno spazio X di dimensione n costituiscono una base. Una base di vettori ortonormali si dice
una base ortonormale.

Se {e1, €a,..., e,} & una base ortonormale di X, i numeri (z|e1),...,(z|e,) sono detti i
coseni direttori di x nella base {e1, €a,..., e,}. Se {e1, ea,..., ep} & una base ortonormale,

allora i coseni direttori di © sono le sue coordinate. Infatti se z := ) | z'e;, allora

n

(alei) = Y- ol (esles) = D aldji = o
7j=1

i=1

e quindi anche z = )7, (zle;)e;. Inoltre vale il teorema di Pitagora nella forma

lle|* = (@lz) = Y o' (eiles) = Y |o71> =Y |(ales) .
j=1 j=1

i,j=1

c. L’algoritmo di Gram-Schmidt

(z2|z1)
(z1]z1)
a z; e dunque i vettori y; := z1/||z1||, y2 := z4/||z|| sono ortonormali e generano lo stesso
sottospazio di x1, xs.

Si puo estendere questa costruzione ad un numero arbitrario di vettori.

Se 1, 2 sono due vettori linearmente indipendenti, il vettore z} := z2— 1, € ortogonale

4.33 Teorema (Metodo di Gram-Schmidt). Sia X uno spazio vettoriale con prodot-
to scalare e siano vi, va,..., Uy,... vettori linearmente indipendenti. Esistono allora vettori
ortonormali ey, €3, ..., €,,... tali che per ogni k =1,2,...

Span {es, e,..., ex} = Span{v1, va,..., vk }.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su k. Se k = 1, si sceglie e} := v1/||v1||. Suppo-
niamo di aver provato la base ortogonale per k — 1 vettori, proviamolo per k. Per I'ipotesi

di induzione abbiamo k — 1 vettori eq, es, . ...ex_1 ortonormali con Span {eq, e2,..., ex_1} =

Span {vy, va, ..., vg_1}. Il vettore z' := vk—Zf;f (vk|e;)e; & ortogonale ai vettori vy, va, ..., Vk_1.
Percid se si pone e := 2’ /||2'||, 1 vettori e, ea,. .., e risultano ortonormali e Span {ey, e, ..., ey} =
Span {v1, va, ..., Vg O

Una conseguenza del metodo di ortonormalizzazione € che se V' C X & un sottospazio di
uno spazio euclideo X, allora V ha una base ortonormale e la si puo completare a formare una
base ortonormale per X.

4.34 Osservazione. Osserviamo esplicitamente che il processo di ortonormalizzazione funziona anche nel
caso di spazi di dimensione infinita, nel caso in cui si parta da una infinitd numerabile di vettori. Inoltre
conviene notare esplicitamente che il metodo di Gram-Schmidt ¢ un algoritmo. Si calcola iterativamente una
base ortogonale {e], €},..., e, } ponendo €} :=wv1 eper j =2,...
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d. Prodotto scalare in coordinate

Sia X uno spazio euclideo e £ = {e1, €2,..., e,} una base di X. La matrice G := [G;;] €
My, »(R) data da
Gij = (€i|€j).
si chiama matrice metrica, 0 metrica, del prodotto scalare nella base {e1, e2,..., e, }.
Seorax = (z!, 2%,..., 2"),y = (¥}, ¥%,..., ¥™) € K" sono le coordinate rispettivamente

di z e y € X, allora per linearita
n
(zly) = (D a'es
=1

righe per colonne, se X e y sono stati listati in colonna. In altri termini y” Gx & il prodotto
scalare (z|y) in coordinate.

La matrice metrica G & evidentemente simmetrica. G & anche invertibile, det G # 0: se per
assurdo non lo fosse, x = Gx non sarebbe iniettiva. Esisterebbe allora x # 0 per cui Gx = 0;
sex:=) 1  z'e; € X, si avrebbe quindi z # 0 e (z|z) = xI Gx = 0, una contraddizione.

Si noti che la base {e;, e2,..., e,} & ortonormale in X se e solo se la metrica nella base
{e1, €2, ..., e} €lamatrice identica. In questo caso il prodotto scalare indotto sulle coordinate
e proprio il prodotto scalare usuale di R”.

Vediamo ora come cambia la matrice metrica associata ad un prodotto scalare al cam-
biare della base. Siano £ := {e1, ea,..., en} € F := {f1, f2,..., fu} due basi su uno spa-
zio euclideo e R € My, ,(R) la matrice di cambiamento di base da £ a F, i.e., definita da
fi= 2?21 L;'-e,- Vj = 1, n, cfr. Definizione 4.21. Siano G e H le metriche associate al prodotto
scalare rispettivamente nelle basi £ e F. Allora non ¢ difficile vedere che si ha

n n
Y wes) = 3 a'yieiles) = y7Gx
j=1 '

3,j=1

4.35 Proposizione. H = RTGR, righe per colonne.

e. Applicazioni isometriche

Una applicazione £ : X — Y tra spazi euclidei con prodotti scalari ( | )x, ( | )y, si dice
isometrica se conserva i prodotti scalari, i.e.,

((@)|L(y))y = (zly)x Vz,y € X.

Ogni applicazione isometrica € ovviamente iniettiva. Se una applicazione isometrica & anche
surgettiva, si dice una isometria.
Si verifica facilmente

4.36 Proposizione. Siano X uno spazio euclideo, £ := {ej, e, ..., e,} una base ortonormale
di X. Sia F = {f1, f2,..., fn} un’altra base di X, e S € My, »(R) la matrice che cambia base
da& aF,ie., definitada f; =3 | Siei, j =1,...,n. Sono fatti equivalenti

(i) f1, f2,---, fn sono ortonormali,

(ii) la mappa lineare s : X — X, s(e;) := fi, i = 1,...,n, & una isometria,
(iii) le colonne di S sono ortonormali in R™,

(iv) STS = 1d,,

(v) le righe di S sono ortonormali in R™.

A parole, fissata una base ortonormale, ¢’¢ dunque un isomorfismo di X con R” e quindi
fra le isometrie di X in sé e il gruppo ortogonale

O(n) :={S € M,, ,(R) | ST S = 1d,.}.

4.37 q 1l sistema di coordinate £ : R” — X individuato da una base ortonormale ¢ un esempio di isometria
tra R™ con il prodotto scalare euclideo e X. Piu in generale, un’applicazione £ : X — Y tra spazi euclidei &
una applicazione isometrica se e solo se manda una base ortonormale in un sistema ortonormale di vettori.
Mostrare che se tra X e Y vi & una applicazione isometrica, allora dim X < dim Y. Mostrare che £ & isometrica
se e solo se la matrice associata L in basi ortonormali ha la proprieta LTL = Id,, n = dim X.
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4.38 § Se X & uno spazio euclideo di dimensione n, un sistema di coordinate £ : X — R™ fissato da una
base ortonormale & una isometria su R™. Dedurne che R™ & Iunico spazio euclideo di dimensione n a meno di
isometrie.

4.39 § Mostrare che

Theorem. Un’applicazione ¢ : X — Y tra spazi reali con prodotto scalare é una mappa lineare isometrica se
e solo £(0) = 0 e conserva le lunghezze, ||¢(z) — £(y)||y = ||z — y||x per ogni z,y € X.

f. Il teorema dell’alternativa
Sia V' C X un sottospazio di uno spazio euclideo X con prodotto scalare ( | ). L’ortogonale a
V e definito da

Vti={zeX|(zly) =0Vy e V}.
4.40 Proposizione. V1 & un sottospazio vettoriale di X,V e V+ sono supplementari in X,
e(VHt=V.

Sia £ : X — Y & una applicazione lineare tra spazi euclidei con prodotti scalari (| )x, (| )y.
La trasposta o aggiunta di £ & 'unica applicazione £* : Y — X definita da

(z]*(y)x = (U=)|y)y, VzeX, Vyev.

In coordinate, se G, H sono le matrici metriche associate ai prodotti scalari rispettivamente
in X eY,e L, M sono le matrici associate ad £, £*, si ha

xTGMy = (2t (y)x = U2)ly)y = (Lx)"Hy,  VYx,y

e quindi
M =G 'L"H, (4.7)

In particolare, se si sono scelte coordinate ortonormali su X e Y, la matrice associata a £* é
LT,

Si ha poi
4.41 Proposizione. Siano X,Y spazi euclidei e ¢ : X — Y una mappa lineare. Allora
(Im )+ = ker o*, Imp = (ker p*)*, e, essendo p** = ¢, anche (Im p*)* = ker p, Im ¢* =
(ker ). Inoltre dim Im ¢ = dim Im ¢*.

Dimostrazione. Si ha (9*(y)|2) = (y|p(2)), Vz € X, Vy € Y. Percid y € (Im¢)* se e solo se
y € ker ¢*, il che prova che (Im @)+ = ker p* e passando ai supplementari, Im ¢ = (ker ¢*)*.
L’ultima parte della tesi segue dalla formula di Grassmann e dalla formula del rango,

dimIm ¢ = n — dimker ¢ = dimker o = dim Im ¢*.

Come conseguenza,

4.42 Teorema (dell’alternativa). Siano X e Y spazi euclidei, ed ¢ : X — Y lineare. Allora
¢(x) = y ha almeno una soluzione se e solo se y & perpendicolare a ker ¢*.

4.43 § Provare che
(1) (Lop)* =p* ol (p+ V) =* +9*, Ap)* = Ap*, p** =,
(ii) se ¢ & invertibile, allora (p~1)* = (¢*)71,
(iii) se ¢ & una isometria, allora anche ¢* & una isometria.
4.44 9 Sia A € My, o(R). Provare che le righe di A generano ker AL e dedurne la proposizione in
Proposizione 4.41.
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g. Proiezioni ortogonali

4.45 Definizione. Siano X uno spazio con prodotto scalare ( | ), anche di dimensione infinita,
V' C X un sottospazio di dimensione finita n, e {e1, ea, ..., e,} una base ortonormale per V.
Per ogni x € X si chiama proiezione ortogonale di x su V il vettore

P(2) == 3 (ele;)e;

Jj=1
e si chiama proiezione ortogonale su V' la mappa P : X — X cosi definita.
Evidentemente Im P =V, ||P(2)|* = }_7_, [(2e;)|* e P?(2) = P(2). Si ha inoltre

4.46 Teorema (della proiezione ortogonale). Siano X uno spazio con prodotto scalare
(1), V C X un sottospazio di dimensione finita n, e, e, ..., e, una base ortonormale per V
e x € X. Sono fatti equivalenti

(i) z € V ¢ la proiezione ortogonale di  su'V, z = P(x),

(ii) = — z & perpendicolare a V, i.e. (x — zjw) =0 Vw € V,

(iii) #z & I'unico punto di minima distanza di x da 'V, ie. ||z — z|| < ||w — z|| per ogniw € V,
w# z.

4.47 § Se P : X — X ¢ la proiezione ortogonale su V, allora Id — P : X — X ¢ la proiezione ortogonale su

VL.

4.48 q Sia P : X — X un’applicazione lineare tra spazi euclidei e V' := Im (P). Mostrare che P & la proiezione

ortogonale su V se e solo se P2 = P e PT = P.

4.49 9§ Provare i teoremi non dimostrati in questa sottosezione.

4.4.3 Minimi quadrati

a. Regressione lineare

Supponiamo che una variabile y dipenda linearmente dalla variabile z
y=a+ fz

e che si voglia trovare i coefficienti «, 8 con esperimenti. Si procede quindi fissando alcuni valori
certi 1,2, . .. T, per la variabile z e effettuando misure delle corrispondenti quantitd yq, . .. y,
della variabile y. Il problema & quello di ritrovare i parametri attesi o e B a partire dalle misure.
In generale pero queste misure sono affette da una incertezza, sono cioe variabili aleatorie. Non
sara dunque possibile ritrovare i valori veri a, #, ma solo trovare delle stime per essi, i migliori
a, B possibili sulla base di un qualche criterio. Piu precisamente ogni criterio di scelta fornira
in generale a partire dalle variabili aleatorie yi, ya,..., y, due distribuzioni di probabilita a,
b ragionevolmente concentrate attorno ai walori attesi o veri a, . Le distribuzioni a, 8 sono
detti stimatori per i valori attesi, rispettivamente « e 3, prodotti dal predittore scelto.

Come si e detto, il criterio di selezione, il predittore, non € evidentemente fissato a priori e
va scelto sulla base delle necessitd. Un modo classico, che produce distribuzioni di probabilita
a e b per i coeflicienti con buone proprieta statistiche, & quello di scegliere, fissata una serie
di misure y1, Y2,---, Yn, numeri a,b € R in modo da minimizzare lo scarto quadratico tra i
valori misurati y; e quelli attesi a + bz;, i.e., la quantita

n

S% = Z(yz —a—bx;)%

i=1

al variare di a,b € R. E il cosidetto metodo dei minimi quadrati o della regressione lineare.
Trattandosi di un problema di minimizzazione per una funzione quadratica, & possibile

ricondurre questo problema ad un problema di proiezione ortogonale nel modo seguente.
Siano dunque 1, T2, ...2, € R assegnati, e y = (y1, Y2, .-, Yn) € R i valori misurati. Sia
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30 4. Spazi Vettoriali e prodotti scalari

Vi={y=(21,22,..., 2n) ER" |z =a+bz; Vi =1,n, Va,b € R}

Iinsieme dei valori attesi al variare di a,b € R. Si verifica che V & un sottospazio affine di
R™ e se z = (21, 22,...,2p) € V, alloraVi =1,n z; =a+bzxjely— 2> = >, (yi—a—
br;)? = S2. Percid minimizzare S? corrisponde a minimizzare la distanza di y € R da V.
Il punto di minimo esiste dunque ed & la proiezione perpendicolare di y su V, i.e., il punto
y= @1, 2,--, Un), Yi = a + ba;, tale che

n

> wi—G)A+puz) =0  VYAu€ER,

i=1
vale a dire
{zz;xyi ~3) =0
Zin=1 zi(yi — ¥i) = 0.

Ricordando che 7; = a + bx;, si trova infine che

Yo wi(z —T)

atzﬂ—b1f

dove T := L5 2, 7 := 13" 4, sono le medie rispettivamente di (z1, z2,..., z,) €

(y17 Y2,..., yn)
Supponendo poi che le misure siano variabili aleatorie della forma

Yi = a+ Bri + w;

dove le incertezze attorno ai valori attesi sono rappresentate da distribuzioni di probabilita
indipendenti con legge normale N (0,02) con o > 0 incognito ma uguale per tutte le misure, si
puo dimostrare che le distribuzioni stimate, gli stimatori di o e  hanno anch’essi distribuzione
normale, e precisamente

o 1/n+7°
o;

a ha legge N(a,0 )

02
b ha legge N (B, ;),

T

dove 02 := Y " (z; — T)°

b. Distanza da un iperpiano

Supponiamo di avere N dati sperimentali provenienti da un esperimento e di aver costruito
un modello matematico dell’esperimento dipendente da n << N parametri liberi. Il problema
e’ quello di determinare i parametri z', 22,..., ™ in modo che i dati calcolati dal modello
siano i piu’ vicini possibili a quello dell’esperimento.

Si puo’ matematizzare la situazione raggruppando i dati sperimentali e i dati calcolati dal
modello come vettori di uno spazio vettoriale V' di dimensione N. I dati sperimentali sono ora
un vettore b € RV,

4.50 (Minimi quadrati lineare) Se il modello ¢ funzione lineare dei parametri da minimiz-
zare, il modello ¢ una mappa A : R® — V che associa ai valori dei parametri z', 22,..., "
un vettore Az € V di dati calcolati. Se si introduce una norma || || in V, e il problema diventa
quello di trovare il parametro x € R” in modo da minimizzare la funzione

z — ||Az — b| (4.8)

Il problema ha una soluzione particolarmente semplice ed elegante quando la norma scelta
deriva da un prodotto scalare (a|b) su V. Si ha
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4.51 Proposizione. Sia V uno spazio con prodotto scalare e ||a||? := (ala). Sia A : R* -V
iniettiva. Allora il minimo di ||Az — b|| é unico ed e’ 'unica soluzione della equazione

A*Au = A*b, (4.9)
detta equazione canonica. L’applicazione A* : V — R" é 'operatore aggiunto di A.

Dimostrazione. Si tratta di trovare il punto Az € Im A di minima distanza da b. Il teorema della proiezione
ortogonale assicura che il minimo Az €’ unico ed ¢ il piede della prioiezione perpendicolare di b su Im A, i.e.
Az—b 1L Tm A. D’altra parte Im A e ker A* sono tra loro perpendicolari e supplementari e quindi Az—b € Im AL
se e solo se Az — b € ker A*, cioe’ la (4.9).

Infine avendo A* A ha tutti gli autovalori positivi perche’ essendo A iniettiva,

A* Ay o u = (Au|Au) = ||Au]|?.

Segue che A* A ¢ iniettiva. O

La risoluzione numerica dell’equazione canonica si opera riducendo, ad esempio mediante
Palgoritmo SVD, la matrice simmetrica associata a A*A a forma canonica,

A*A = RTAR, R =R, A=diag(\1,-..,\n),
e quindi calcolando per ogni i = 1,...,n y® = (RA*b)'/\; e quindi ¢ = Ry, y =
(yl, y2’ MR ] yn)'

4.52 (Minimi quadrati non lineare) Analogamente se il modello dipende in modo arbi-
trario ma C' dai parametri, il modello si schematizza come una immersione ¢ : U — RN e il
problema diventa quello di minimizzare la funzione

z = [lp(z) - b
Si ha
4.53 Proposizione. Se zo & un minimo relativo per ||¢(x) — b|| allora ¢ soddisfa il sistema
di equazioni non lineari
[Dy(x0)]* (¢(x0) — ) = 0. (4.10)

Dimostrazione. Per il teorema di Fermat deve essere

_ dllé(=) = 5|
ozt

0, tenendo conto che le colonne della matrice D¢(zo) generano lo spazio tangente a @(U),

¢(z0) — b € Im (Dep(x0)) " = ker([Dy(zo)]*)-

0 (x0) = (p(mo) — b|Dsp(m0)) =0  Vi=1,...n,

|

4.54 § Supponiamo che un sistema sia descritto da una funzione lineare y = mx + ¢. Sia-
no (x;,y;) m punti sperimentali in R?. Determinare m,q dai dati sperimentali in modo da
minimizzare lo scarto quadratico medio, i.e. la funzione

n

S(m,q) =Y (i —mz; — q)°.

i=1
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