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Capitolo 1

Formalismo di Wigner

1.1 introduzione

L’analisi del trasporto di carica riveste un ruolo fondamentale sia nell’ambito
generico della fisica dello stato solido, sia nell’ambito piu pratico e tecnologi-
co dell’ingegneria elettronica delle alte frequenze, in quanto la progettazione
e la realizzazione di dispositivi elettronici non puo prescindere dalla com-
prensione fisica dei fenomeni che ne governano il comportamento. Da un
punto di vista microscopico, a causa dell’elevata complessita dei fenomeni
fisici coinvolti, il trasporto di carica non risulta un facile oggetto d’indagine.
Grandezze come ad esempio la mobilita, non sono in generale ben conosciute,
infatti quando se ne effettua una misura, quest’ultima dipende da un gran
numero di proprieta caratteristiche del materiale in esame quali ad esempio
la struttura a bande, il contenuto di impurezze e di difetti reticolari. Gli
esperimenti che riguardano I'indagine del trasporto di carica quindi non sono
solitamente in grado di fornire informazioni sufficienti alla stesura di un con-
gruo modello matematico. D’altra parte ’elevato progresso delle tecnologie

integrate dell’'ultimo ventennio, ha portato allo sviluppo e alla produzione di
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dispositivi quantistici che hanno trovato un sempre piu largo impiego nelle
applicazioni alle microonde. Si comprende quindi come sia particolarmente
utile avere la possibilita di sviluppare attendibili codici di simulazione dei
fenomeni di trasporto quantistico, prima di avviare costosi processi produt-
tivi. Nel presente lavoro dimostreremo come rivesta un ruolo fondamentale la
possibilita di disporre di una “veste cinetica” delle equazioni di moto quan-
tistiche, per la simulazione dei dispositivi risonanti ad effetto tunnel (RTD).
Le equazioni cinetiche da una parte, (assieme a modelli da esse derivate come
le equazioni idrodimnamiche), e le equazioni che derivano dalla formulazione
di Schrodinger dall’altra, costituiscono lo stato dell’arte per la realizzazione

di programmi di simulazione del trasporto in dispositivi submicrometrici.

1.2 Traiettoria classica

Come apparira nel seguito della trattazione, si puo stabilire una forte analogia

formale fra le equazioni classiche di moto e la formulazione Wigneriana della

meccanica quantistica. Tale analogia, oltre a fornire una visione intuitiva
dei processi quantistici, aiuta a risolvere e completare il quadro descrittivo
dei sistemi reali: in altre parole permette di includere fenomeni complessi
come lo scattering elettrone-fonone e la modellizzazione di sistemi “aperti”
tramite approssimazioni “fisicamente ragionevoli” delle equazioni di moto.
In tale ottica rivedremo rapidamente ’applicazione della meccanica classica

e semiclassica all’analisi del trasporto di carica.
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1.3 Ensamble di particelle

Da un punto di vista modellistico, un dispositivo a semiconduttore & config-
urabile come un problema di moto di N elettroni interagenti, che si muovono
in una regione delimitata da un volume V, sotto l’azione di un campo elettrico
applicato. Un tale sistema rientra nell’ambito di studio della teoria statis-
tica degli insiemi di Gibbs; ne descriveremo brevemente le tecniche basilari
d’indagine.

Dato un sistema di N particelle si definisce “spazio I'” uno spazio 6N di-
mensionale con coordinate (X,P) = (x1,...,Xy,P1,...,Pn) in cui X; e p;
rappresentano rispettivamente la posizione e I'impulso dell’i-esimo elettrone.
Un punto nello spazio I' rappresenta quindi un intero sistema di particelle e
calcolarne il moto significa determinare 1’evoluzione temporale di ogni parti-
cella che compone 'insieme stesso. Si noti che una tale visione del problema
esige pero la conoscenza di 3N variabili di posizione x;,Xs, ..., X3y € 3N mo-
menti p1, Pa, ..., P3N, ovvero la conoscenza del “microstato” del sistema in
un qualche istante di tempo. Ogni punto di I', ovvero ogni configurazione del
sistema sotto esame, prende il nome di punto rappresentativo del sistema.
In ambito classico le coordinate di tale punto devono, nel tempo, risolvere le

equazioni di Hamilton.

x.i — OH(z;,pi)

O i=1,2,...,3N. (1.1)
s _ __ OH(zipi)
Pi = =%z

in cui H € 'Hamiltoniana totale del sistema. Quello che riveste un’importan-
za rilevante, e come riuscire a estrarre, da una teoria totalmente determin-
istica quale la precedente, le poche basilari grandezze macroscopiche ogget-
to d’interesse nell’elettronica applicata. Queste grandezze macroscopiche,

quali ad esempio corrente e densita, sono individuate da poche variabili ter-
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modinamiche sperimentalmente osservabili (note come “momenti della dis-
tribuzione d’ensemle” che definiremo). Esse devono essere ricavate quindi
dall’analisi dello stato microscopico (posizione e impulso di ogni particella)
mediante opportune operazioni di media. Si puo osservare che ad uno stesso
valore di una variabile macroscopica (come la densita di portatori) corrispon-
dano in generale piu punti nello spazio I': infatti, ad esempio, scambiando
due particelle fra loro, lo stato macroscopico non cambia, mentre si individ-
uano due stati microscopici diversi, quindi due distinti punti dello spazio I'.
Nella teoria di Gibbs [1] si associa ad un sistema macroscopico I'insieme di
tutti i punti nello spazio I' che lo “descrivono” ovvero cui siano associati
valori delle grandezze macroscopiche pari a quelli del sistema indagato; tale
dominio prende il nome di macrostato. In altre parole se si considerano
infinite copie dello stesso sistema, esse popolano lo spazio I' con una costel-
lazione di punti, ognuno dei quali si muove lungo la traiettoria relativa al
proprio microstato, soluzione del sistema (1.1). Il moto di quest’insieme di
punti viene quindi analizzato come fosse il moto di un fluido nello spazio delle
fasi, caratterizzato da una distribuzione di densita f(X,P) > 0 che prende il
nome di funzione di distribuzione d’ensamble e che fornisce il rapporto fra il
numero dei punti rappresentativi contenuti in una regione “sufficientemente

piccola” contenente il punto (X, P) e il volume della regione stessa [2].

1.4 Gerarchia BBGKY

Usualmente nello studio di sistemi a molti corpi, si definisce una teoria gener-
ica di dinamica rigorosa, e se ne deduce una formulazione ristretta da ipotesi
semplificative al problema in esame, e tale che fenomeni complessi intratta-

bili teoricamente, possano essere tenuti in conto. L’inapplicabilita diretta di
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una formulazione rigorosa di un problema di N corpi, & causata ovviamente
dall’elevato numero di gradi di liberta del sistema stesso, in quanto, come
si e visto, si deve ambientarne lo studio in uno spazio 6N dimensionale. In
una formulazione cinetica al problema del trasporto, le variabili indipendenti
sono posizione e impulso di ogni particella, cui si dovrebbero aggiungere, per
la trattazione dei fenomeni di urto, addirittura tutte le “variabili fononiche”.
Infine il sistema considerato ¢ composto di particelle (elettroni) interagenti,
quindi la velleitaria richiesta di una soluzione esatta di un problema di N
corpi richiederebbe la soluzione di N (dell’ordine del numero di Avogadro)
equazioni, che in pil siano accoppiate fra loro; ovvero in cui ognuna delle
quali non e risolubile, indipendentemente dalle altre. In generale in un tale
processo di riduzione, tutti i gradi di liberta del sistema che non trovano
esplicito interesse nell’ambito della simulazione, sono implicitamente inclusi
attraverso operatori collisionali o potenziali efficaci di interazione. Parte del-
I'informazione sullo stato del sistema viene inevitabilmente persa ma per
mezzo di tale semplificazione si riesce infine ad approssimare il problema
originario con una formulazione di moto di singola particella: tale & I'idea
alla base della procedura che va sotto il nome di “gerarchia BBGKY” e che
verra qui sotto analizzata.

Il metodo BBGKY, applicabile sia al caso classico della funzione di dis-
tribuzione di ensemble, sia, con congrue modifiche, al caso quantistico della
pseudo-distribuzione di Wigner, segue l'iter seguente. Si deriva il sistema
di equazioni scritto per il sotto-ensamble costituito da n particelle con n che
varia fra 1 e N. Assumendo particolari forme d’interazione (interazioni deboli
fra due particelle), al variare di n, si riesce a creare una catena di equazioni
nella quale I’equazione di moto di singola particella coinvolge la densita del

sistema composto da due particelle, la quale coinvolge a sua volta quella di tre



Capitolo 1. Formalismo di Wigner 14

e cosi via. La gerarchia viene “chiusa” mandando formalmente N all’infinito e
approssimando il campo elettrico visto dagli elettroni col “campo medio” da
essi prodotto: si assume quindi che le particelle di un piccolo sotto-ensamble,
si muovano indipendentemente 'una dall’altra [3]. Il sistema risultante ha
la forma di un’equazione di Liuoville (o nel caso quantistico di Wigner) di
singola particella, accoppiata con 1’equazione di Poisson: si origina il cosi
detto sistema autoconsistente che sara la base della nostra analisi e che verra

analizzato nel dettaglio in seguito.

1.5 Teoria semiclassica

L’approccio semiclassico al problema del trasporto si basa sull’assunzione che
ai portatori di carica all’interno del solido cristallino possano essere associati
contemporaneamente un valore della coordinata di posizione x e uno di quella
dell’'impulso p = fik, dove k & il numero d’onda associato all’elettrone secondo
la legge di Planck, e che essi si muovano, in risposta ad un campo applicato
seguendo la legge

P =¢E (1.2)
dove ¢ rappresenta la carica dell’elettrone [11]. Nella presente trattazione
verranno trascurati i gradi di liberta elettronici di spin in quanto, non es-
sendo presenti rilevanti campi magnetici, essi sono del tutto ininfluenti sul
moto degli elettroni. Come discusso nel paragrafo precedente, la quantita
fondamentale in questo tipo di trattazione e la funzione di distribuzione dei
portatori f(x,p,t). Essa ¢ nota a meno di una costante moltiplicativa che &

scelta in modo che la f risulti una distribuzione normalizzata ovvero

/V / F(x,p,t)dxdp = N (1.3)
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dove N & al solito il numero di particelle che compongono il sistema. Nel
presente lavoro, quando non vengano indicati esplicitamente, gli estremi di
integrazione si intendono —oo e +00. L’equazione che descrive 1’evoluzione

della f(x,p,t) & 'equazione del trasporto di Boltzmann [11]

0 0
Wt oo/B)Vsf + B, s = (1.4

coll
in cui v(p/h) & la legge di dispersione all’interno del solido cristallino. Se

consideriamo nullo il termine % ovvero trascuriamo ogni fenomeno col-

‘ coll’
lisionale, I’equazione di Boltzmann si riduce alla pili semplice equazione di

Liouville.

1.5.1 Equazione di Liouville

Il teorema di Liouville afferma che il valore della funzione di distribuzione che
risolve I’equazione di Liouville, resta costante su ogni traiettoria nello spazio
delle fasi; in altre parole un osservatore che si muovesse lungo le traiettorie,
vedrebbe una densita di particelle costante per ogni tempo [2]. Il teorema
di Liouville trova immediata applicazione in meccanica classica in quanto da
esso discende che il valore della funzione di distribuzione in un punto qualsiasi
dello spazio delle fasi € ricavabile dalla determinazione della traiettoria che
passa per quel punto. Infatti nel caso della simulazione di sistemi reali ed
aperti, poiché il dominio di simulazione, a causa della dimensioni fisiche del
sistema, & un sottoinsieme limitato di R®, per determinare il valore della
f in un punto qualsiasi si determina la traiettoria che lo intercetta e la si
percorre “all’indietro” (ovvero invertendo I’asse dei tempi) sino ad incontrare
un punto appartenente al bordo del dominio di simulazione. Poiché in molti
casi, per ragioni fisiche, sui punti del bordo & noto il valore della f, tale

valore, in accordo col teorema di Liouville, sara proprio quello cercato. Nel
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caso quantistico della teoria di Wigner, le cose sono piu complesse come
descriveremo.

Una volta determinata la funzione di distribuzione in ogni punto del dominio,
da essa si ricavano le quantita fisiche di interesse quali la velocita di deriva,
I’energia cinetica media, ecc. Piu precisamente il valor medio di una generica

grandezza definita sullo spazio delle fasi é:

(Au) = / dx / dpA(x, p)f(x, D) (1.5)

dove A(x,p) ¢ la funzione che rappresenta la grandezza di interesse. Casi
di specifico interesse sono quelli in cui A = cost. , A ~p, A ~ |p|% che
sono noti come momenti di ordine zero, primo e secondo della distribuzione

e tramite i quali si calcolano la densita di particelle

/ F(x, p)dp = n(x) (1.6)

la corrente totale
1
~ [ secpipdp = 3(x) (1.7

e 'energia media

/ £, p)[pdp = B(x) (18)

1.5.2 Equazione di Boltzmann

Analizziamo come cambia la trattazione precedente qualora si consideri I’-
effetto delle collisioni nel moto elettronico, ovvero si includa il termine a
secondo membro della (1.4) che tiene conto delle collisioni, noto come ter-
mine collisionale di Boltzmann: esso indica 'aumento o la diminuzione della
densita di elettroni in un generico punto (x, p), dovuto alla presenza di eventi
di urto (scattering) all’interno del semiconduttore. I fenomeni di urto si divi-

dono in fenomeni del primo e del secondo ordine e sono rispettivamente: 1'urto
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fra elettrone e ione fisso appartenente al reticolo cristallino (urto elettrone-
fonone) e 'urto fra due elettroni (scattering elettrone-elettrone). La prece-
dente classificazione rimarca il fatto che i primi originano termini lineari
nell’equazione di Boltzmann mentre i secondi, non lineari. Poiché si verifica
che i fenomeni di urto che influenzano maggiormente il moto degli elettroni
sono quelli elettrone-fonone, quest’ultimi saranno le uniche interazioni a cor-
to raggio che considereremo nel presente lavoro. Sotto tale assunzione la
forma esplicita del termine collisionale ¢ la seguente [11],

of
ot

= / dp,[Wp’—mf(pa p', t) - Wp—)p’f(xa p, t)] (19)

coll —00

in cui W & noto come nucleo di transizione, e verra analizzata in appendice
5.1. L’equazione di Boltzmann ha una complessa forma integro-differenziale
e non se ne conoscono soluzioni analitiche se non per pochi casi estremamente
semplificati e non utilizzabili nella descrizione di un semiconduttore reale.
Inoltre la teoria semiclassica si fonda su ipotesi che non risultano neppure in
via approssimativa, verificate nel caso reale dei semiconduttori oggetto della
nostra indagine, essa non riesce percio a giustificare minimamente fenomeni
di cruciale interesse come il tunnel quantistico ed appare chiaramente in-

adeguata alle nostre esigenze. Vedremo pero come i risultati di tale teoria

aiutino nella descrizione quantistica del trasporto di carica.

1.6 Dinamica quantistica

Viste le limitazioni del modello semiclassico, passiamo alla definizione dei
concetti basilari su cui si fonda la meccanica quantistica. Nell’ambito di tale

teoria, il moto di un elettrone e descritto dall’equazione di Schrodinger :

LoV
ih—— = HY (1.10)
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in cui H e l'operatore hamiltoniano quantistico di singola particella derivato

da un arbitrario campo elettrico :
qB(x,t) = =V, U(x, t) (1.11)

(in cui U & espresso in eV) ovvero

h?
H=—-—_—V2_— 1.12
QmVx U(x,t) (1.12)

Una soluzione ¢ = 1(x,t) della (1.10) & detta funzione d’onda e il cui modulo

quadro ha il seguente significato fisico:

/Allﬁ(x, t)[Pdx (1.13)

¢ la probabilita di trovare ’elettrone in un sottoinsieme A dello spazio delle

posizioni, all’istante .

1.7 Matrice di densita

Il moto di un ensamble di particelle costituito da M elettroni, € ancora de-
scritto tramite I’equazione di Schrédinger (1.10) ma in cui H ¢ ’'Hamiltoniana

di M corpi:
e
H:—%E;Vii—U(xl,...,xm,t) (1.14)
1=
in cui x; € R3M denota la posizione dell’i-esimo elettrone.

Definiamo matrice di densita p, corrispondente ad una funzione d’onda

dell’ensamble di M elettroni, la funzione seguente :

p(r,s,t) = (r,t)Y(s,t) r,s € RM (1.15)
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Si verifica immediatamente che gli elementi cosi detti “diagonali” (r = s = x)
della matrice di densita rappresentano la densita di carica quantistica nel
punto x

p(X,X,t) = Ngugnt. (X, 1) (1.16)
Differenziando la (1.15) rispetto al tempo e sfruttando la (1.10) si ottiene

I’equazione che regola il moto della matrice di densita p:

LO0p
ihs, = (Hs — Hr)p (1.17)

in cui con Hg e H; si sono indicate le Hamiltoniane scritte nelle variabili s e
r rispettivamente. Con I’Hamiltoniana nella forma (1.14), la (1.17) si scrive

piu esplicitamente
. Op n? 2 2
ihee === "> (V2 p=Vip) = [U(s,t) = U(r, t)]p (1.18)

Questa equazione ¢ nota come equazione di moto di Heisemberg [1].

1.8 Funzione di Wigner

L’introduzione della funzione di Wigner ci consentira di riformulare le equazioni
quantistiche di moto in una forma cinetica. A tal fine introduciamo il

seguente cambio di coordinate

h
el 1 1.19
r=x-+ 5N S=X—on (1.19)
nella matrice di densita, ovvero poniamo
h h
u(xanat) =p <X+ 5"%3{_ 5"7#5) (120)

Indicheremo con (Fg)(n) = §(n) la trasformata di Fourier di g(p) e con

(F'h)(p) la sua inversa ovvero :

i) = (Fa)(n) = / 9(p)e~Pdp (1.21)

3M
RP



Capitolo 1. Formalismo di Wigner 20

1 1 ipn
F ) = o [, e (1.22)

La funzione di Wigner f,, relativa ad una funzione d’onda ¢ (o equivalente-
mente ad una matrice di densita p ) & definita come la trasformata inversa

di Fourier di u(x,n,t) rispetto ad n
fu(x,p,t) = (F~'u)(p) (1.23)
ovvero
fuw(X,p,t) = = / +h x — Mt ) expi® d (1.24)
w\X, P, = 7o _Nar X PR AELEES b .
p B o ? 5T X = 57 p"® dn

L’ equazione di moto della f,, & ottenuta trasformando I’equazione di Heisem-

berg (1.18). Notando che
V:-Vi=_V,V, (1.25)

la (1.18) diventa nelle coordinate (x,n)

' U ) —U(x— bt
Ou + dlv,,(gradxu) (et 5m.t) —Ulc—3m )u =0 (1.26)
ot h
Inoltre ricordando che
—1 8f _ . —1 p _ .
g, | 0 =—w(F 1)) = —inf (1.27)
possiamo anti-trasformare secondo Fourier I’equazione (1.26)
Ofw
¥ + grad Jw+O0slUlfw =0 (1.28)

Dove 60[U] & chiamato operatore pseudo-differenziale ed ¢ tale che:

U(X+2n,t) U(x — L, )(

(feh[U]fw)(X ’7,75) - A

Ffw)(@,m,t)  (1.29)

ovvero esplicitamente

(oh[U]fw)(Xanat) = (130)
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j Ux+nt)—U(x—in,t o
' / / B+ 51 )h Sl 1 )fw(x,p’,t)e’(p_p)"dp'dn
]RSM R3}\4

1 ; ,
- SuU o " PPN
(2m)3M /RgM/RS;w WU fw(x,P'st)e pan

avendo definito il simbolo

Ux+n,t)—U(x—in,t
5aU (x,7) = (c+3m )h (x=3mb) (1.31)

La (1.28) & nota come equazione di Wigner del trasporto di carica [3].

Fin qui, nell’analisi della dinamica quantistica si € scelto, come fatto per la
meccanica classica, di rimanere nella generica formulazione propria di un sis-
tema a N corpi; come gia accennato, la riduzione del numero di variabili della
(1.28) seguira dalla tecnica della gerarchia BBGKY, applicabile al presente
caso, grazie alla formulazione di tipo cinetico data da Wigner alla meccani-
ca quantistica. Il risultato finale del procedimento BBGKY é la nascita di
una funzione di sette variabili (p, q,t) che dovra risolvere sia I’equazione di
Wigner (scritta per singola particella) sia 'equazione di Poisson. Il sistema
che deriva € noto come sistema di Wigner-Poisson che qui scriviamo nella

forma 1-dimensionale

Ofw | P Ofw _
TV _ 4o(a) = 10@) - n(@) (1.33)

in cui C(z) & la densita di ioni fissi droganti e n(x) la densita di carica libera
e che ¢ legata al momento primo della f,, come vedremo tra breve.

Anche se si applica la stessa procedura sia al caso classico sia a quello quan-
tistico i risultati finali della tecnica BBGKY sono concettualmente molto
differenti: infatti la f,, a differenza del caso classico, puo assumere valori

negativi (anche partendo da distribuzioni definite positive) e quindi non &
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interpretabile come densita di probabilita. Tale differenza deriva dal fatto
che nei sistemi quantistici, a causa del principio di indeterminazione, non si
possono pill introdurre densita di probabilita che specifichino contemporanea-
mente posizione e momento della particella, ma solo quantita formalmente
analoghe, come appunto la funzione di Wigner, la quale pur non essendo una
densita di probabilita puo essere sfruttata per ottenere i valori di aspettazione
delle grandezze di interesse, in maniera formalmente identica a quella usata
con le distribuzioni classiche. E’ per tale analogia che la funzione di Wign-
er in letteratura € nota come funzione di distribuzione di quasi-probabilita.
La funzione di Wigner costituisce quindi il legame piu diretto fra la fun-
zione d’onda 1 e I'usuale descrizione in termini di distribuzione classica; ma
rispetto a quest’ultima contiene informazioni aggiuntive concernenti la fase
quanto-meccanica del sistema, che danno origine alle regioni dello spazio in
cui la f,, assume valori negativi.

Analizzeremo nei restanti paragrafi le caratteristiche della f,, e la sua con-

nessione col mondo classico.

1.8.1 Equivalenza Schrodinger-Wigner

Dal procedimento che ha permesso di giungere alla definizione della f,,, risul-
ta chiaro come l'usuale formulazione della meccanica quantistica dovuta a
Schrodinger, debba essere del tutto equivalente alla formulazione in termini
della funzione di Wigner f,, [3]. Da un’indagine di tipo matematico della f,, si
evince pero che lo spazio delle soluzioni della (1.28) non comprende solo stati
che corrispondono ad un’effettiva evoluzione quanto-meccanica, ma ¢ pii1 am-
pio e contiene anche soluzioni non fisiche, ovvero cui non corrisponde nessuno
stato fisico. Solo con la scelta di “buone” condizioni iniziali, ovvero fisica-

mente coerenti, il precedente limite viene rimosso, facendo si che ’equazione
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di Wigner diventi in tutto e per tutto equivalente a quella di Schrodinger.
Tatarskii [5] ha dimostrato che la condizione necessaria e sufficiente affinché

la funzione di Wigner descriva uno stato quantistico e

82 . T +’I"2
1 dpeP(ri-r2)/hg (71 B =0 1.34
9r0s n[/ pe ful=5—:p/1) (1.34)

1.8.2 f, € reale

E’ immediatamente verificabile dalla definizione della f, come antitrasfor-

mata di u. Infatti dalla (1.20) segue che per la u(z,n,t) vale u(—n) =

u(n)

1.8.3 Casi particolari di moto

La (1.28) & stata scritta in modo che appaia evidente 1'analogia formale che
essa ha con la (1.4). Le due equazioni coincidono sia nel caso di moto libero
(assenza di potenziale)(e si riducono all’'usuale equazione delle onde), sia
nel caso dell’oscillatore armonico (potenziale quadratico); in generale si puo
verificare che le differenze nelle soluzioni fra le due equazioni saranno tanto
piu marcate quanto piu rapidamente variabile sara il potenziale applicato.
I confronto fra le due equazioni porta a considerare 6;[U] come una sorta
di “generalizzazione” del concetto di forza classica: la differenza fra il caso
quantistico e quello classico e che in quest’ultimo la forza e locale, ovvero la
particella “sente” solo il valore della forza sul punto in cui si trova, mentre
nel caso pill complesso della meccanica quantistica, a determinare la funzione
di distribuzione in un punto, concorre il valore del potenziale in ogni punto

dello spazio. Tale visione verra ripresa nel paragrafo 1.11
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1.8.4 Operatore pseudo-differenziale

Analizziamo I’azione dell’operatore 0;[U] sulla f,,. Dalla (1.29) appare chiara-
mente che 0;[U] applicato a f,, genera una funzione la cui trasformata di
Fourier ¢ pari al prodotto fra f(n) (la trasformata della f,,) ed il simbolo 8,U:
I'azione di 6;[U] su f,, € quindi quella che avrebbe un sistema lineare con fun-
zione di trasferimento 6,U su un generico segnale h(p). Quindi, poiché 6;[U]
agisce sulla f,, come un prodotto di convoluzione esso ¢ manifestamente non
locale (come gia accennato).

Adesso riscriviamo ’operatore pseudo-differenziale in una forma piu utile, che
si dimostra essere la “veste” migliore per risolvere numericamente 1’equazione

di Wigner. Riscriviamo la (1.30)

Oh[U]fw
2L fw(:r,p',t)dp'/ 5pUe PPy
m R,

Notando che, dalla deﬁnizione (1.31), §zU e dispari rispetto a 7, il secondo
integrale lo si scrive

o8] ) , % +o0 ™)

/ 6pU (n)eP=PIndy = ﬁz sin [w] 0xU (r/h)dr
oo 0

avendo posto r = nh Infine

OV =~ / ay' / +Oodrsm[ ) }%U(T/h)fw(x )

1.8.5 Momenti della f,

Quale significato fisico attribuire alla f,, non & ancora del tutto chiaro; cio
non deve stupire se si pensa che anche nella nota formulazione di Schrédiger,
alla fase della funzione ¥ non si puo dare né un’interpretazione rigorosa di-

retta, né intuitiva in quanto tutta l’informazione fisica della funzione d’onda
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e contenuta nel suo modulo; il quale ovviamente per essere valutato necessi-
ta ’esecuzione di un’operazione algebrica sulla ¢/ . In modo analogo, la f,
mostra il suo significato fisico nel calcolo dei suoi momenti, coerentemente
con la sua struttura di quasi-distribuzione. Valutiamo i momenti di ordine

zero e del primo ordine.

Momento di ordine zero: Sfruttando la nota proprieta della trasformata
di Fourier, ovvero che I'integrale di una funzione e pari al valore della

sua trasformata nell’origine

/ F(p)dp = F(0) (1.35)

e dalla (1.16) si ricava
nquant.(xa t) = U(J?, n= 05 t) =

= (Ffu)(en=0,t) = / ful,p, t)dp (1.36)
Ovvero il momento di ordine zero della f,, calcolato rispetto a p, non

¢ altro che il valore della densita dei portatori n(x).

Momento del primo ordine: Si puo dimostrare [3] che dalla formula del

calcolo della corrente quantistica scritta per la funzione d’onda 1 segue:
q
_E /f(p,l', t)pdp = Jquant.(x) (137)

Cosi, finché si considerano i momenti di ordine zero e primo, la funzione
di Wigner si comporta in maniera analoga ad una distribuzione classica di
particelle. A differenza di quest’ultima pero, la f,, in generale puo assumere
valori negativi e quindi non puo essere interpretata come una distribuzione

di probabilita.
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1.8.6 Calcolo del “limite classico”

L’indagine che rafforza ulteriormente la necessita di vedere nella f,, il trait
d’union fra la meccanica statistica classica ed il mondo quantistico ¢ il calcolo
del limite classico. Operando formalmente il limite per & tendente a zero

nell’equazione di Wigner e notando che
spU 28 ngrad,U (1.38)

I’ equazione di Wigner si modifica nella:

% + %gradwfw + grad,Ugrad, f, = 0 (1.39)

che non ¢ altro che I'equazione classica di Liouville. Quindi I'’equazione di
Wigner che descrive i fenomeni quantistici, diventa la classica equazione di
Liouville quando %, opportunamente adimensionalizzata, puo essere consid-

erata una grandezza piccola rispetto agli altri parametri in gioco.

1.9 Scalatura equazione

Come sin qui messo in evidenza, la funzione di Wigner ha uno stretto legame
con la classica equazione di moto di Liuoville, ed in particolari casi, si riduce
ad essa senza alcun tipo di approssimazione (oscillatore armonico e particella
libera). In meccanica quantistica la costante di Planck fa da “spartiacque”
fra il mondo classico e quello quantistico ovvero distingue fra i fenomeni
la cui spiegazione si esaurisce con l'applicazione delle sole leggi di Newton
(fisica classica), ed altri che richiedono il pitt complesso impianto numerico
e concettuale della meccanica quantistica. Si verifica in pratica che il com-
portamento di un sistema diventa quantistico quando le grandezze in gioco

diventano “in qualche modo” comparabili con la costante & (ovviamente si
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confronteranno quantita omologhe ad £, che ha le dimensioni di un’azione).
Per esempio si puod dimostrare che ’effetto tunnel “va come” A2, ovvero diven-
ta significativo ogni qual volta non & pill possibile trascurare A2 rispetto alle
altre grandezze. In generale in tutte le soluzioni peculiarmente quantistiche e
presente . Quanto detto apparira in particolare evidenza nella formulazione
cinetica Wigneriana della meccanica quantistica. Verificheremo adesso che,
scalando opportunamente 1'equazione (1.28), si possono introdurre coeffici-
enti adimensionali il cui ordine di grandezza e indice della differenza fra le
soluzioni dei due sistemi classico e quantistico, ovvero della necessita di una
descrizione quantistica del moto [6]. A tale scopo assumiamo come metro di
riferimento le grandezze seguenti: la dimensione della regione attiva L del

dispositivo e la velocita di Fermi vy . Riscriviamo l'equazione di Wigner in

funzione delle grandezze scalate adimensionali 2/ = £, ¢/ = 2 p' = 2 Ip
L’ L’ mur

tal modo la coordinata =’ ad esempio, sara misurata in unita di grandezza di

L, e quindi con un range di variazione fra 0 e 1.

of  p of _
E*T?*‘W]f—
o0f

[8t'+ o [U]f}_o

Il termine con 'operatore pseudo—differenziale puo essere scritto nella forma

L 1L A .
- — ipn _
or 0[U)f 5o dnoyU(z,n) f(z,n)e

LU, i 7\ s
dn's h ' )eP =
o 2nr | o (x I UT) f(@',n')e
s dn'Sud (' enf) f (', ) e =
2me ’ ’

% / d?’]’u(ml + 677,/2) — u(xl — 677,/2)f(x 77) ip'n U(l)el[u]f

2T €
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dove

U(l)el[u]f = % / dn'u(xl + 677,/2) ;u(xl B 677//2) f(l‘l, nl)eip'n' (140)

Uz +en'/2) —U(x" —en'/2)

(0h) (2", ') = (1.41)

Abbiamo sfruttato: n' = murn, U(z) = U ('), f(«',n") = f(x,n)/(mor),
U, = Uy/(mv2) e ¢ = h/(mLvr). Concludendo,l’equazione di Wigner adi-

mensionalizzata, si scrive

8_f /a_f 1 ot _
S TP 5 F U S =0 (1.42)

Si nota dalla (1.40) che ¢ proprio il termine “€” a tener conto della non

localita dell” operatore pseudo-differenziale in quanto a parita di spettro della
fw (nota che sta nell’integrale a moltiplicare), la soluzione dell’equazione
richiedera valori del potenziale tanto piul lontani dal valore della coordinata
x su cui la si sta calcolando, quanto piu e grande il coefficiente €. Quindi
per grandi valori di € viene esaltata la caratteristica di non localita di 05[U].
Viceversa se € tende a zero, si vede bene che, come nel caso del limite classico
(€ ha A al numeratore), 'operatore §zU (') diventa una derivata di U in dx e
la f,, ridiventa la classica equazione di Liouville. Nei casi esaminati i valori
tipici delle grandezze in gioco sono espressi in tab. 1.1: essi permettono,
come risultato finale, di stimare che la non localita dell’operatore si arresta
su distanze di poco inferiori alla regione attiva dei dispositivi risonanti ad

effetto tunnel (di circa 100 A)

L (A) | vp (m/sec) | massa efficace m* (kg) | Uy (eV) | e
550 10° 0.0667 x 9.11073! 0.38 |0.17

Tabella 1.1: Grandezze tipiche nella modellizzazione di dispositivi mesoscopici
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1.10 Traiettorie classiche e quantistiche

Un’analisi di dispositivi elettronici che non prescinda dalla natura quantistica
degli elettroni, deve abbandonare il concetto classico di traiettoria (ovvero del
legame che sussiste fra il tempo e la posizione nello spazio di una particella), o
piu in generale, la localizzazione del punto rappresentativo del sistema nello
spazio delle fasi. Cio nonostante per la f, si puo continuare a parlare di

quasi-traiettorie.

1.11 Traiettoria quantistica

Allo scopo di definire per la funzione di Wigner, I’analogo delle traiettorie
classiche, conviene riscrivere la (1.28) in forma identica alla classica equazione
di Liouville; vi si riesce senza introdurre nessuna approssimazione, definendo
la “forza quantistica” F' che sostituisca la forza classica corrispondente ad
un potenziale U. La forza classica dipende solo dal gradiente del potenziale

ovvero

F=—-VU(r) (1.43)

Nel caso quantistico F' invece sard, in generale, funzione di tutte le derivate
successive di U [7]; piu precisamente posto

. 1 (k"' U@

ey ( ) () (1.44)

A\ 2 0p A
i Al'\ 2i0p dx

e scrivendo l'operatore 6y, in forma differenziale (vedi appendice 5.1) la fun-
zione di Wigner acquista la forma

0 P -
—fw=—"V,ofw—F w 1.4
o= =LV, fy = FV,f (1.45)

In questa visione tutto funziona come se stessimo trattando particelle (quasi

particelle) classiche (ovvero con posizione e momento ben definiti), ed in
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cui I'effetto tunnel entra attraverso la “forza quantistica” che tali particelle
esperimentano. Si puo dimostrare che il teorema di Liouville vale ancora
per 'equazione di Wigner scritta col termine di forza quantistica, ma solo
finché non si annulli il gradiente della f,, rispetto a p. Nei punti in cui cio si
verifica, le curve che descrivono le traiettorie del sistema diventano singolari;
si generano allora due casi: le traiettorie scompaiono (pozzi) oppure nascono
(sorgenti). Una riprova immediata di ¢id & che la f,, in alcuni casi assume
valori negativi, anche se la funzione iniziale e le condizioni al contorno sono
positive. Formalizziamo meglio il legame fra traiettorie classiche e quasi-
traiettorie quantistiche: 1’operatore F', quando applicato alla f,, pud essere

scritto invertendo la (1.45), come

9 fuw +p/mMVa fu
Vo fuw

Quindi si possono definire le seguenti equazioni di Hamilton modificate [8]:

F=— (1.46)

dz
dt

iz _
dt_F

3=

(1.47)

La conservazione della f, lungo tali curve, diretta conseguenza del teorema

di Louville, puo essere verificata valutandone la derivata totale

i Of | |
E— ot + Vi fuwp + Vi ful

e sostituendovi la (1.46) e la (1.47), si ottiene ovviamente

dfu

=0
dt

1.12 Equazione di Boltzmann quantistica

In ultima analisi descriveremo come nell’equazione di Wigner si possa in-

cludere anche la descrizione dell’urto elettrone-fonone. Poiché non esiste una
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teoria rigorosa che dia a questo proposito risultati semplici applicabili al-
I’analisi del trasporto nei semiconduttori, si € costretti a ricorrere ad ipotesi
intuitive e fisicamente ragionevoli. Poiché, come si & visto in sezione 1.8.6,
il limite classico trasforma l’equazione di Wigner in quella di Liouville (che
non e altro che un caso particolare dell’equazione di Boltzmann in assenza
di collisioni), quando vengano considerati i fenomeni d’interazione a corto
raggio, tale limite & ragionevole che dia proprio I’equazione di Boltzmann: &
immediato verificare che cio si ottiene quando si aggiunga al secondo mem-

bro della (1.28) il termine % _di formula (1.9). L’equazione che pero si

‘ coll
genera e praticamente irrisolubile: si rende necessario quindi approssimare
I’operatore collisionale di Boltzmann, ricorrendo alla sua approssimazione a
“tempo di rilassamento” trovando:
Ofw | _ 1 [ fo(z,p)
ot [ dpfo(x,p)

Come descritto in appendice 5.2, quest’ultima deriva strettamente dall’ap-

‘/wﬂ%m—f@m)

coll T

possimazione a tempo di rilassamento standard:

of | f—to
ot T

(1.48)

coll.

L’analisi di quest’ultimo risultato segue dalla considerazione seguente:

i fenomeni collisionali sono fenomeni irreversibili che tendono a modificare
la funzione di distribuzione e a portarla verso una distribuzione di equilibrio
ed in questo senso possono essere visti come fenomeni di “rilassamento” del
sistema. Tali fenomeni sono caratterizzati da una propria scala temporale
ovvero hanno un caratteristico ordine di grandezza del tempo che rispecchia
la “velocita” con cui il sistema “rilassa” alla funzione di equilibrio. Nell’ap-
prossimazione a tempo di rilassamento si introduce proprio un termine che
forza la funzione di distribuzione a decadere esponenzialmente verso quella

di equilibrio: lo si deve chiaramente dall’equazione (1.48) la cui soluzione &
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proprio
f(t) = foexp™™ (1.49)

Nei capitoli seguenti vedremo come questo risultato si inquadra nella visione
pitt ampia di irrevesibilita di moto (cap. 2) tradotta nel formalismo della ma-
trice di Liouville (cap. 3) che segue dalla descrizione wigneriana del trasporto

di carica.



Capitolo 2

Modelli numerici

2.1 Analisi generale dei sistemi irreversibili

Ogni sistema fisico reale complesso € ovviamente classificabile come proces-
so irreversibile: infatti quella dell’irreversibilita & caratteristica propria di
sistemi che contengano un gran numero di gradi di liberta interni (quella
che in ambito modellistico si chiama una “dinamica nascosta”) e/o mecca-
nismi di rilassamento (decadimento) che coinvolgano qualche (una o tutte)
variabile termodinamica. Nel presente capitolo dimostreremo come I’irre-
versibilita sperimentale nei fenomeni di trasporto di un dispositivo reale,

debba imputarsi alle seguenti cause:

e Il dispositivo & “aperto” nel senso che scambia particelle (e7) con i

circuiti con cui ¢ contattato (che lo delimitano)
e La presenza di urti anelastici (ovvia causa dei fenomeni di decadimento)

La bonta di un modello numerico si giudichera quindi dalla sua capacita di

inglobare I'irreversibilita del sistema sotto questo duplice aspetto.
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2.2 Sistemi “aperti”

Per “sistema aperto” in meccanica statistica si intende un sistema che glob-
almente non rispetta la legge di conservazione delle particelle. Il nostro inter-
esse si limitera all’analisi di sistemi aperti occupanti una “piccola” regione
dello spazio all’interno della quale la materia € conservata, e connessi con
altri di taglia molto piu grande, che chiameremo ’reservoirs’ (serbatoi) con
i quali scambiano liberamente gli elettroni [1] [9]. Un circuito elettronico
ha proprio tale particolarita: la sua interazione col mondo esterno avviene
tramite due o piu linee di adduzione (bus) che hanno il compito di rifornire
il circuito di elettroni e di “drenare via” quelli in uscita del circuito stesso.
Ogni bus connesso ai terminali del circuito € quindi una riserva di elettroni
cui il dispositivo deve attingere per ricavarne la materia e 1’energia necessarie

al suo funzionamento.

2.2.1 Reservoirs

Nell’ambito dell’analisi cinetica dei circuiti submicrometrici, I'uso dei reser-
voirs si pone come una naturale necessita in quanto rappresenta la traduzione
statistica del concetto di pila ideale, cui spesso si ricorre nella teoria ele-
mentare dei circuiti. Una pila diventa ideale quando la tensione ai suoi capi
non dipende dalla corrente erogata; analogamente, un serbatoio di carica di-
verra un reservoir ideale se il suo potenziale chimico (livello di Fermi) non
varia a causa di una perdita (o accumulo) di elettroni. Nell’ottica statisti-
ca del presente lavoro la “pila ideale” quindi si comporta come un sistema
“grande” (o meglio a molte particelle), che “interagisce debolmente” con
I'esterno (come un grande serbatoio in cui il pelo libero dell’acqua varia tal-

mente poco da potersi considerare a livello costante) [1]. Avendo messo in
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risalto che i buses di alimentazione di un circuito non sono altro che serbatoi
di carica caratterizzati dal proprio livello di Fermi, definiamo quali caratter-
istiche debbano essere loro attribuite nel ristretto ambito della simulazione
circuitale. Un “bus” (reservoir) deve avere proprieta analoghe a quelle di un
corpo nero: la distribuzione di elettroni che emette nel dispositivo € una dis-
tribuzione di equilibrio termico, e tutti gli elettroni che giungono al reservoir
dal dispositivo, vengono assorbiti senza riflessione. Per un’implementazione
pratica di tale caratteristica quindi, si deve essere in grado di poter discrim-
inare il segno della velocita degli elettroni e la posizione dei contorni del
dispositivo. Cosi la funzione di Wigner, grazie alla sua formulazione cineti-
ca, sara il contesto ideale per la rappresentazione dei sistemi aperti.
Vediamo, come anticipato, quale legame c’e fra reservoir, “dinamica nascosta”,
e irreversibilita del sistema fisico. Che sistema aperto sia sinonimo di sistema
irreversibile lo si intuisce facilmente se si pensa che ogni qual volta una parti-
cella lascia il sistema, con essa si perde anche parte dell’informazione globale
sullo stato dell’intero sistema. La connessione fra sistema aperto e dinam-
ica delle variabili “nascoste” invece discende dall’analogia col “corpo nero”
attribuita al reservoir: da quanto detto prima, la distribuzione che ne esce
(e che quindi entra nel dispositivo) ¢ indipendente da quella che vi entra.
Questo € come dire che i gradi di liberta all’interno del reservoir sono cosi
numerosi che si perde ogni informazione su un’arbitraria particella che vi en-
tri. In altre parole, che le particelle al suo interno sono talmente tante che il
loro moto ¢ praticamente indipendente dalle poche particelle che vi giungono
dal dispositivo. La connessione circuito-reservoir € un processo analogo alla
dispersione termica che avviene al contatto col terreno di un grave in cadu-
ta: la dinamica deterministica della traiettoria del grave, al suo impatto col

suolo si disperde in un’infinita di moti caotici di tipo termico impossibili da
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seguirsi e quindi, nel loro complesso, tipicamente irreversibili.

2.2.2 Condizioni al contorno di tipo inflow

Vediamo come, grazie alla formulazione cinetica di Wigner, si riesce a mod-
ellizzare I’apertura del sistema, tramite naturali condizioni al contorno, note
come “condizioni di inflow”. Per implementare la visione descritta preceden-
temente, ovvero che la particelle entranti nel sistema dipendono solo dallo
stato del reservoir, e che quelle uscenti dipendano solo dallo stato del dispos-
itivo, dobbiamo applicare all’equazione di Wigner le condizioni al contorno

illustrate in fig(2.1). Matematicamente:

£(0,p)]p0 = f3mstra(p)

F(L,D)lp<o = 5 (p)

in cui la fy & (in entrambi i casi) la distribuzione di equilibrio termico di
Fermi integrata rispetto le variabili trasverse ovvero [1]:

_ KgTm
T Th?

folp) In {1 i ef[p2/<2m)fud,s]/KBT} (2.1)

con pgs abbiamo indicato il potenziale chimico nei due la lati del semicon-
duttore (rispettivamente destro e sinistro), il cui valore ¢ individuabile im-
ponendo la condizione di neutralita della carica nei contatti di anodo e di
catodo.

Come ci aspettavamo dalla precedente discussione, tali condizioni al con-
torno non sono invarianti per inversione temporale. Una tale operazione
richiederebbe infatti di cambiare il problema di fig(2.1/A) con quello di
fig(2.1/B). Come vedremo 1’ irreversibilita temporale delle condizioni al con-

torno e di cruciale importanza perché garantisce stabilita al sistema numerico.
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Figura 2.1: Possibili condizioni di inflow per la funzione di Wigner: i contorni
segnati sono le zone in cui la fy & fissata; in fig. A), riguardo alle particelle in
z = 0 ad esempio, tali condizioni permettono a quelle con velocitd negativa, di

uscire liberamente dal dispositivo per disperdersi nei reservoirs; mentre impone
alle sole particelle entranti di seguire la statistica dei reservirs

2.3 Modelli basati sull’equazione di Schrodinger

Prima di passare alla descrizione del modello cinetico di Wigner, analizzeremo
in che modo i modelli standard basati sull’equazione di Schrodinger riescano a
descrivere i fenomeni irreversibili, quali problemi ed errori ne derivino e come
essi siano superati nella trattazione cinetica di Wigner. E’ d’uopo premettere

una breve introduzione sul concetto di stati “misti” e di stati “puri”.

2.3.1 Stati “misti” e stati “puri”

Lo stato di un sistema quantistico e definito “puro” se puo essere ben descrit-

to tramite una sola funzione d’onda v, che risolva ’equazione di Schrédinger
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per un particolare autovalore E. Questo si verifica sempre quando si analiz-
za il moto di una singola particella o di un insieme di particelle “preparate
in maniera identica”, (ovvero che presentino le stesse caratteristiche ener-
getiche) [4]. Quando, come nel presente caso, tale limite non & rispettato, si
dimostra che in generale la descrizione dello stato del sistema richiede una
congrua combinazione lineare delle funzioni d’onda, ognuna relativa ad un
particolare autovalore. Tali stati vengono definiti “misti” e la matrice di
densita ad essi associata si scrive

p(r,8) =D Anmtbn (r)thm(s) (2.2)

n,m

Quando A, ;;, = 0y, si dice che la matrice di densita ¢ in forma diagonale.
Ricordiamo il legame che sussiste fra funzione di Wigner e funzione d’onda

di Schrodinger per uno stato puro

1 h h .
w(T,0,1) = ——— —n,t — —n,t) e
ful@, v,1) (27)3M /R%M v (ac + om! >¢ (ac om! ) ean
Se si passa da uno stato puro ad uno misto la formula precedente si modifica

3]:

fw(,’IJ,U,t) =

1 n . h .
. l t J — t wn
) ]z: pLj /R%M Y (:v+ 5 )w (w 5 ) e™dn

Indipendentemente dal fatto che si usi una o I’altra formula, f,, deve in en-
trambi i casi risolvere la stessa equazione di Wigner: da cio segue che nella
trattazione di Wigner gli stati puri e quelli misti vengono descritti alla stes-
sa maniera. Con la presente precisazione si & voluto mettere in evidenza
che mentre ’equazione di Schrédinger riesce a descrivere solo stati puri (e
lanalisi degli stati misti necessita di una somma di soluzioni indipendenti),
I'equazione di Wigner descrive senza problemi (in maniera semplice) la di-

namica degli stati misti, trattandoli allo stesso modo degli stati puri: una
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soluzione dell’equazione di Wigner non “sa” se sta descrivendo uno stato
puro o uno misto. Questa maggiore versatilita della descrizione Wigneriana
rispetto alla tradizionale di Schrodinger fa si che essa sia immune dagli er-
rori e da alcuni limiti che affliggono una risoluzione pratica dell’equazione di

Schrodinger, che sotto analizzeremo.

2.3.2 Descrizione degli urti nella formulazione di Schrodinger

Vediamo subito come in generale nei sistemi “tipo Schrodinger” il generico
concetto di irreversibilita si coniughi necessariamente con “non conservazione
della carica”. Ricordiamo che un sistema diventa irreversibile quando sono
presenti termini che tendono nel tempo a far decadere, tipicamente in maniera
esponenziale, alcune grandezze fisiche a particolari valori detti di equilibrio.
Poiché in meccanica quantistica solo expi% dipende dal tempo, quando si
descrive un sistema irreversibile bisogna far si che 1’autovalore E acquisti
una componente immaginaria positiva. Ma poiché ’esponenziale precedente
modula ’evoluzione temporale della funzione d’onda, conseguentemente an-
che la densita (|1|?) subird uno “smorzamento” nel tempo e si verra a crearsi
un deficit nel calcolo della carica totale del sistema. Il problema non si pone
nella formulazione wigneriana poiché nella descrizione di moto della densita
di quasi-probabilita, manca ogni esplicita indicazione degli autovalori del-
I'hamiltoniana del sistema [10].

Vediamo in maniera piu sistematica come si approssimano i fenomeni di urto
secondo il modello di Schrodinger. A causa della mancanza di una trattazione
rigorosa percorribile, si ricorre all’approssimazione della “Master Pauli equa-
tion” [4]. L’assunzione che sta alla base della Master Pauli equation & che
gli elettroni occupino solo autovalori dell’hamiltoniana, non sovrapposizioni

di tali stati; ovvero che p sia diagonale secondo la definizione data nella
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sez.(2.3.1)
plrs;t) = 3 P(t)i(r)¥ils) (2.3)

in cui P;(t) ¢ la probabilita che il sistema sia nello stato i. Nei processi di
urto si assume che la probabilita di transizione fra due differenti autostati
segua la regola aurea di Fermi [4] [11]. Vediamo come tale approssimazione
porti alla violazione della legge di continuita della carica. Si considerino due
autostati “legati”, ovvero localizzati in due punti differenti dello spazio che
chiameremo xq e x1. Le funzioni d’onda dei due autostati quindi decadranno
rapidamente a zero al di fuori dell’intorno rispettivamente di zy e x1; ovvero
si comporteranno, in via approssimativa, come y(x) ~ §(z — zo); ¥1(z) ~
d(z — z1). Se la particella & localizzata in zo al tempo t (ovvero descritta
da 1), a causa dello scattering anelastico introdotto nel modello, dopo un
tempo t; > ty, in accordo con la regola aurea, nascera una probabilita non
nulla che sia avvenuta una transizione fra i due stati; il che si traduce con
una diminuzione del modulo di 1y ed un aumento di quello di ;. Questo &
un chiaro fenomeno di trasporto di carica, a causa del quale la funzione di

distribuzione variera nel tempo

on(x)
5|, <O
on(z)
ot |, "

Si dimostra pero che in generale la densita di corrente che scorre fra due au-
tostati di H deve essere uniforme (VJ = 0) [4]; da cid segue immediatamente
che la legge di conservazione non e piu soddisfatta

on(x)

J—
v ot

£0

L’errore cui si e giunti e diretta conseguenza dell’iniziale assunzione che siano

significativi i soli termini diagonali della matrice di densita. Come puntual-
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izzato in sez.(2.3.1) la formulazione di Wigner elimina il problema alla radice
in quanto non pone nessun vincolo alla formula (2.2): riprova di cio & che nel
nostro modello cinetico, I’equazione di continuita sara soddisfatta in maniera

esatta (nei limiti degli errori macchina del calcolo) anche in presenza di urti.

2.4 Modello di Wigner

2.4.1 Apertura del sistema

Nella presente sezione vedremo, da un punto di vista matematico, come
le condizioni al contorno proprie di un sistema aperto, introducano nella
soluzione dell’equazione di Wigner termini che decadono esponenzialmente
ad una soluzione stazionaria, ovvero un comportamento di tipo irreversibile
della soluzione stessa. Apparira quindi chiaro come la classificazione “sis-
tema aperto” sia strettamente connessa a quella di sistema irreversibile come
gia messo in luce precedentemente.

Nel capitolo 3 dimostreremo che la soluzione dell’equazione di Wigner puo

essere riportata alla soluzione del seguente sistema lineare

of
S =Lf+ (2.4)

in cui f e bsono vettori colonna ed L una matrice a coefficienti reali chiamata
matrice di Louville. Dalla teoria dei sistemi di equazioni lineari sappiamo che
condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema precedente ammetta una
soluzione f(t) limitata, & che gli autovalori di L siano a parte reale negativa o
nulla e quelli a parte reale nulla abbiano molteplicita algebrica pari a quella
geometrica.

Gli autovalori di L a parte reale positiva corrispondono infatti, nel tempo,

a soluzioni che divergono in maniera esponenziale e quindi ovviamente non
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fisiche. Viceversa autovalori parte reale negativa sono legati a soluzioni mod-
ulate da un esponenziale decrescente: tali soluzioni descrivono stati transitori
evanescenti, per cui la soluzione asintotica della (2.4) per ¢ che tende all’in-
finito, dipendera solo dal termine forzante b. Un esempio esplicito e il caso
del semplice circuito di figura (2.2), che obbedisce ad un’equazione formal-

mente identica alla (2.4).

I

I

Figura 2.2: Circuito R C

L’informazione iniziale relativa allo stato del sistema (che in tal caso sara
ovviamente la tensione del condensatore v,,) viene persa e sostituita da quella

imposta dal generatore secondo la formula
ve(t) = (1 —e ) (E = vgy) + vy

Quindi se la parte reale degli autovalori di L € minore di zero, come nell’esem-
pio del condensatore, il nostro modello descrivera un tipico comportamento
di sistema irreversibile: verifichiamo qui di seguito che per il solo fatto che il
sistema e aperto, gli autovalori di L hanno parte reale non nulla. La stabilita
del modello numerico dipendera quindi da una congrua scelta delle condizioni
al contorno, in quanto & proprio tramite esse che si descrive ’apertura del
sistema fisico ed inoltre si determina il segno della parte reale degli autoval-
ori.

Sfrutteremo la seguente proprieta della L: si pud dimostrare che {L ¢ her-

mitiana se e solo se lo & anche I’Hamiltoniana del sistema [10]. Dalle note
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proprieta delle matrici hermitiane segue che se 7L ¢ hermitiana, gli autovalori
di L saranno immaginari puri: la soluzione della (2.4) resta limitata e percio
fisicamente ragionevole. Quella dell’hermitianeta di H si pone quindi come
una preziosa proprieta di stabilita del sistema; si noti perd che essa origina
soluzioni oscillanti non smorzate quindi che non rilassano a valori di equilib-
rio come ci aspettiamo avvenga in un sistema fisico reale. Vedremo di seguito
che un sistema ”aperto” raramente possiedera un’hamiltoniana hermitiana.
Si puo notare, con I'applicazione del teorema di Green, che I’Hamiltoniana

di un generico sistema rimane hermitiana se

/Sst =0 (2.5)

dove J e il flusso di corrente e S e il dominio delle variabili cinetiche del
sistema; ¢ chiaro che se il sistema ¢ “chiuso” oppure S & tutto lo spazio RS,
H & hermitiana (infatti si assume sempre che la corrente all’infinito tenda
rapidamete a zero). Nel caso di dominio limitato invece H rimane hermitiana
solo se il flusso di particelle uscenti dal sistema e uguale a quello entrante.
Poiché il numero totale di particelle di un sistema aperto puo cambiare in
risposta a condizioni esternamente imposte, tale richiesta appare troppo re-
strittiva. Un esempio pratico € lo stato risonante dell’RTD, che mostra un
picco di densita di carica nel pozzo quantistico; percio durante il processo
di costruzione di tale stato, deve essere avvenuto un moto netto di carica
entrante nel dispositivo, in aperta violazione della (2.5)

Concludendo: I’hermitianeta di :Li segue direttamente dal fatto che, in un
sistema chiuso, lo ¢ H. Un tale sistema (in assenza di urti), pud mostrare so-
lo un comportamento oscillatorio. Se si cambiano le condizioni al contorno,
ovvero si “apre” il sistema, cosi da dividere fra le particelle che entrano e
quelle che escono dal sistema, si viola 'hermitianeta della matrice di Liou-

ville. Cio introduce una parte reale per alcuni autovalori di L, originando
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Figura 2.3: Autovalori di L per N, = 7, Ny = 7. Fig.A 7 = oc; fig.B 7 = 1ps;
fig.C 7 = 0.1 ps

un comportamento temporale della soluzione di tipo esponenziale. Si di-
mostra che condizioni al contorno reversibili originano soluzioni divergenti,
mentre quelle irreversibili (come quelle di inflow) portano a soluzioni stabili

e decrescenti nel tempo [12].

2.4.2 Collisioni

Come gia rimarcato nell’introduzione del presente capitolo, ogni sistema fisi-
co, a causa dei processi dissipativi contenuti al suo interno, ¢ “naturalmente”
indotto ad uno stato di equilibrio, tanto che si puo parlare di questa come di
una semplice e fondamentale legge di natura. Sara ragionevole aspettarsi dal

nostro modello che I’inclusione delle collisioni elettrone-fonone descritte dal
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termine % ‘ ., tenda ad accentuare la proprieta di irreversibilita del sistema,
diminuendo la parte reale degli autovalori di L. La verifica di cio e riportata
in fig.2.3 in cui si illustrano le posizioni nel piano complesso degli autoval-
ori al variare del tempo medio fra due collisioni (7). Come ci aspettiamo,

al diminuire di 7, il processo che porta il sistema all’equilibrio si accentua,

diminuendo i tempi di rilassamento.
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Modello discreto

3.1 Introduzione

La complessita dei problemi connessi con la simulazione del trasporto di
carica nei semiconduttori, & tale che non & possibile sfruttare casi di moto
analiticamente risolubili, per fare previsioni attendibili sul comportamento
finale dei dispositivi reali. I risultati del modello Wigner-Poisson devono
essere quindi valutati numericamente, ed il primo passo per farlo & quello
di sostituire al dominio continuo delle variabili cinetiche una griglia di punti
discreta. Riportiamo, per comodita del lettore, il sistema Wigner-Poisson

nella sua formulazione unidimensionale continua (in forma integrale)

Ofw  pOfy 1 [T dp , n o, Ofw

5 mor & /Oo 577 (@0 = P)fule,p) + 55 » (3.1)
d’U
LI _ p1e(@) - nte) (32)

in cui € & la permeabilita dielettrica del semiconduttore, C(x) la densita di

atomi droganti e n(x) la densita di elettroni liberi data da

n(z) = o fw(z,p)dp (3.3)

—0o0
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La corrente ¢ data da

J@) ==L [ fo @ ppdp (3.4

V(z,p) nella (3.1) & dato da

V(z,p) = 2/0+<>0 sin (%) [U (x + g) -U (ac - g)} dr (3.5)

Ofw
€ 5t | cour

3w

el 1 [ fo(,p)

[ dpfo(z,p) /dpf(x,p) - f(x,p)} (3.6)

Descriviamo velocemente quale sia la maggiore complessita nella risoluzione

coll T

del sistema non lineare W-P, rispetto al caso originariamente lineare della
singola equazione di Wigner. Nel caso lineare, dato un profilo di poten-
ziale tempo invariante e attribuita una qualsiasi condizione iniziale alla f,,
I’equazione evolutiva di Wigner ammette soluzioni che tendono asintotica-
mente alla soluzione dell’equazione stazionaria risolta rispetto al medesimo
profilo di potenziale. Come rimarcato ampiamente nel precedente capitolo,
ogni soluzione stazionaria & quindi una soluzione (punto di equilibrio) stabile
dell’equazione di Wigner. Cio verra sfruttato nel capitolo 4 per determinare i
tempi di transizione fra due diversi punti di polarizzazione dell’RTD (ovvero

il tempo di switch): la procedura sara la seguente

e Si calcola la soluzione stazionaria per una fissata tensione di polariz-

zazione Vj .

e Si fa evolvere la funzione precedente cambiando la tensione di polariz-

zazione da Vy a V] .

e Per ¢t tendente all’infinito il risultato finale sara la soluzione stazionaria

calcolata con una ddp ai capi del’RTD di V] .
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L’accoppiamento dell’equazione Wigner con quella di Poisson, rendendo il
sistema non lineare, limita notevolmente la possibilita di fare previsioni sul
comportamento della soluzione, come avveniva nel caso precedente; infatti
in generale un sistema non lineare potra presentare cicli limite e molteplici
punti di equilibrio stabili o instabili: tutte situazioni di difficile analisi. Lo
strumento di calcolo che ne deriva, piu sofisticato e complesso, ci dara la pos-
sibilita di descrivere fenomeni non banali, che trovano riscontri sperimentali
proprio nell’analisi delle proprieta degli RTD. Le caratteristiche dei sistemi
non lineari che rendono piu aderente alla realta il nostro modello sono le

seguenti:

Esistenza di molteplici punti di equilibrio: Poiché nella simulazione del-
I'RTD verificheremo la presenza di due punti di equilibrio stabili (due
distinte soluzioni del sistema W-P con ognuna il proprio dominio di
attrazione), saranno proprio le CI della f,, a decidere lo stato finale del
dispositivo; in altre parole, per una stessa tensione applicata, saranno
ammissibili due diversi valori di corrente: il diagramma I(V) presentera

quindi un ciclo d’isteresi.

Cicli limite: La presenza di un ciclo limite si tradurra invece con la nasci-
ta di una soluzione oscillante, non convergente a nessuna funzione
stazionaria: tale fenomeno & la spiegazione numerica delle oscillazioni
(cosiddette “intrinseche”), presenti ogni qual volta si cerchi di polariz-

zare il diodo nella sua zona di instabilita.

3.2 Equazione di Wigner stazionaria

Nel presente paragrafo illustreremo il metodo numerico che permette di ri-

solvere la (3.1) nel caso stazionario, ovvero quando f, non dipenda esplici-
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tamente dal tempo. Poniamo quindi a primo membro af” = 0. La presente
procedura di discretizzazione, deriva da quella proposta da Frensley [10]: le

variabili di posizione x e momento p saranno discretizzate in N, e N, punti

rispettivamente
x; =10\ con 1=1,2,...,N,
i—1/2 -
pJ:Z_Z[%_%] con ]:1,2,"',Np

Come appare dalla formula precedente, per quanto riguarda I’asse p, si & scel-

. Tale scelta ¢ condizionata

to un passo di campionamento pari a A\, N A
dalla richiesta che i punti siano simmetrici rispetto all’ asse p = 0 e soddisfino
I'equazione di “completezza di Fourier” che verra discussa nel paragrafo (3.3)
[10].

Il secondo membro della (3.1) & il risultato della somma di tre contribu-
ti, ognuno dei quali puo essere interpretato come il risultato dell’azione di
un operatore che agisca sulla f,,. Se chiamiamo tali operatori rispettiva-

mente: operatore traslazione 7T, operatore campo V e operatore collisionale

C, possiamo riscrivere la (3.1) nella forma piu compatta
Tfw+Viw+Cfy,=0 (3.7)
Analizziamo separatamente ogni operatore:

Operatore campo

1 [T dp'
Vfwi—ﬁ/_oo 2phV($p P') fuw(z,p)

La versione discreta dell’operatore di campo & facilmente definibile, una

volta approssimati gli integrali tramite somme finite, trovando:

Vf)ig = ZV,J i fig (3.8)
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in cui I'operatore discreto V; ; deriva dalla (3.5) e si scrive

Na/2 o
2 N A VAN VAN o
Vij = ﬁp i’EZI sin <T (Uiyo — Ui — 1) (3.9)

Operatore di traslazione

m Ox
La discretizzazione di T richiede la delicata operazione della stima del
gradiente della f,,, per mezzo di tecniche numeriche. La piu semplice

approssimazione ¢ la seguente (approssimazione di Eulero) [13]

%u ~ Afpef (i) = £[f() + F £ 1]/ A,

in cui UDS e ’acronimo di “Schema differenziale up-downwind”. L’am-
biguita del segno in formula precedente, puo essere rimossa se si con-
sidera il ruolo svolto dalle condizioni al contorno: immaginiamo che
quest’ultime siano rappresentate tramite punti extra della griglia di
discretizzazione, posti appena al di fuori del dominio di f,,, come illus-
trato in fig (3.1). I valori della f,, lungo i contorni segnati sono fissati,
e rappresentano “il numero di particelle entranti nel dispositivo” per
unita di tempo; tali valori devono essere accoppiati con ogni punto al-
I’interno del dominio di simulazione e cio € reso possibile se si utilizza
A~ perp>0e AT per p < 0;cosi quando i =1ep > 0, A~ richiedera
i valori di f; ; per x < 0, ovvero proprio i punti extra della griglia fissati
dalle condizioni al contorno. Analogamente per p < 0, A" coinvolgera
i valori di f;; nei punti £ > L. Lo schema UDS rivela un’accuratezza
dell’ordine O(e), in cui € & proporzionale al tasso di discretizzazione;
pur preservando una discreta rapidita di calcolo, non riesce a espletare
un’accurata modellizzazione del diodo RTD specie nella zona di riso-

nanza. Si introduce quindi uno schema differenziale del secondo ordine
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(SDS) costruito su tre punti della funzione anziché due, accurato al-
I'ordine O(€?) [14].

Se si considerano tre punti di campionamento di una generica funzione
continua (indicati con f;), quest’ultima potra essere “fittata” con un
polinomio del secondo ordine che passi per i tre punti dati. Ovvero

verra approssimata con

f@)=nn—1)fisi/2+ (0 = 1) fi+n(n+1) fiz1/2 (3.10)

in cui x = x; + n/\, e n varia fra -1 e 1. La derivata di f rispetto ad z

si scrive

dfd—(;) ~ [(77 - %) fic1 +2nf;i + (77 + %) fi+1:| ALI (3.11)

se si pone 1 = 0 si ottiene lo schema standard alle differenze centrali,
che si dimostra inadeguato alle nostre esigenze in quanto valido solo
per potenziali simmetrici (ovvero per la simulazione del diodo non po-
larizzato) [13]. Perche i vantaggi relativi alla possibilita di legare in
maniera automatica i valori delle C.C. con i corrispondenti punti in-

terni al dominio di simulazione, che ha lo schema up-downwind, siano

Punti extra della griglia
/ 40

oo “mi particelle

ﬁjg Flusso di particelle 233

Figura 3.1: Griglia di discretizzazione del piano delle fasi (i quadratini rappresen-

4

dJoooooao

tano i punti di campionamento della fj): i punti extra della griglia contengono i
valori della distribuzione “noti a priori”
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mantenuti anche nell’analogo schema al secondo ordine, si dovra porre

n = £1. Esplicitando, la A* diventa
1
ANspsfi = i§ [=3fi +4fix1 — fixo] (3.12)
Quindi 7 si scrive

Pi o +3[=3fi +4fis1 = five] perp; <0

(wa)i,' ==
J mi, —5[=3fi+4fi 1 — fi o] perp; >0

Operatore collisionale

Clw=

T

1[ fo(z,p)
fdpfO(xap)

In questo caso la discretizzazione ¢ immediata e porta a

/dpf(:v,p) - f(:v,p)}

0
i,jAP

0
Pij

Np
(Cfuw)ij = % [ Z Jigr — fz’,j] (3.13)

=1

Per risolvere il sistema Wigner-Poisson tramite calcolatore, ¢ necessario ri-
formularlo in termini di equazione matriciale. A questo fine, definiamo un
vettore colonna f tale che la sua [(i—1)N,+ j]-esima componente, sia proprio
fij- Con tale assunzione ogni operatore della (3.7) rappresentera ’azione di
un’opportuna matrice sul vettore f. Conseguentemente introducendo gli op-
eratori matriciali T, V e C corrispondenti agli operatori 7, V e C, la (3.7)

potra essere riscritta tramite il seguente sistema lineare
(T+V+C)f=Lf=5b (3.14)

Poiché le condizioni di inflow richiedono di fissare il valore della f,, sui con-
torni, tali vincoli si inseriscono facilmente nel calcolo definendo un vettore b
in cui gli unici elementi non nulli siano quelli relativi ai confini del domino di

simulazione e che abbiano proprio il valore della distribuzione di equilibrio
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termico dei reservoirs. La matrice L risultante ¢ detta “matrice di Liouville”
e vedremo che la sua forma sara quella di una matrice a (N, x N;) bloc-
chi di dimensione (NN, x N,) ciascuno. Di seguito indicheremo tali matrici
con quattro indici, i primi si riferiranno al blocco considerato, i restanti allo

scostamento relativo all’interno del blocco stesso:
Li,i’;j,j’ 1 cul

Definiamo matrice V dell’operatore di potenziale, la seguente
Virjgr = 0iitViji—g) (3.15)

con V;; definito nella (3.9). Rimarchiamo che gli unici blocchi non nulli di
V sono quelli della diagonale principale. Come si puo facilmente valutare, la
matrice derivante dalla formula (3.8), mappata su di un vettore con la regola
descritta per la f,,, puo essere scritta come il risultato dell’usuale prodotto fra
la matrice V e il vettore relativo alla soluzione f; ;. Analogamente I'operatore

traslazione si scrivera:

j _3(5 i+ 46 i — (S 4 erp; <0
Tig = _LJA(SM, X b i+l i+2,  PEr Pj
2m T +36i,i’ — 451'_1,17 -+ 6i—2,z” per p; >0

Infine per I'operatore collisionale

0
T Pi.j

fij — fz’,j] (3.16)

Ciiyjg =

Il numero finale degli elementi da immagazzinare in L ¢ (4N, +1)N,N,, e la
sua topologia & illustrata in fig. 3.2, in cui & chiaramente evidente la forma
pentadiagonale a blocchi di L, che ha il pregio non trascurabile di ridurre
enormemente le risorse necessarie a risolvere il sistema lineare rispetto al caso

generale di matrice sparsa. L’algoritmo sfruttato per il calcolo del vettore f,,,
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Figura 3.2: Matrice di Liouville per il metodo risolutivo matriciale della funzione
di Wigner, per N, =6, N, =7

grazie alla forma peculiare di L, limita il costo computazionale ad un ordine

di N, x N;’ moltiplicazioni. Riportiamo la forma finale del sistema lineare

(T+V+C)1  Tu 0 0 1 n]
Ty, (T4+V+C)yo Ty 3 0 fa
0 i

I 0 0 Tyne s (T+V+C)nn | | iy |

Come si vede dalla figura e dalle formule, i blocchi al di fuori della diagonale
principale sono associati alle parti dell’operatore di traslazione corrispondenti

ai termini f(i £1,7) e f(i £ 2, 7).

3.3 Calcolo dei momenti

Riportiamo il calcolo dei momenti di ordine zero e primo sia della funzione di
Wigner (ovvero il calcolo della densita di carica e di corrente) sia dell’omon-
ima equazione (da cui si originano le equazioni di continuita e di bilancio del

momento primo).
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Densita di carica:
n(e.t) = [ £(o.p0dp

Coerentemente con I’approssimazione degli integrali tramite somme fi-
nite impiegata nella sez.(3.2) il calcolo della densita di carica si converte

semplicemente in:

Np
7j=1
Densita di corrente

2 [ fa@.p.tpidp = I (@)

Il calcolo del flusso di corrente che scorre nel dispositivo, non & banal-
mente implementabile come nel caso precedente ma richiede una certa
cautela. Come gia rimarcato, grazie alla sua ambientazione nel piano
delle fasi, lo studio dell’evoluzione temporale della f,, é riportabile al-
I’analisi delle traiettorie di pseudo-particelle, il cui senso di percorrenza
¢ indicato in figura (3.3). Il modo migliore per valutarne la corrente
prodotta, si dimostra quello di calcolarla su di una superficie posta nel
mezzo a due successivi punti di campionamento dell’asse = (che in figu-
ra & stata indicata con S): cosi facendo la divergenza di J sara funzione
della differenza fra flussi di corrente relativi intervalli adiacenti ad ogni
punto di campionamento e quindi associata al loro punto comune. Il
risultato € che VJ rimarra definita sui punti di campionamento stes-
si. Inoltre come vedremo sotto, tale scelta e dettata dalla necessita di
calcolare J(z) in un modo che permetta eliminare gli errori di discretiz-

zazione presenti nel calcolo dell’equazione di continuita. Indicando con
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Figura 3.3: Direzione del flusso delle particelle

J;,1 la corrente che scorre nell’intervallo tra x; e x;41, definiamo:
2

Py pj
Jiyr =0y Z é(3fi+1,j — fire ) + Z Ej(fﬁi,j — fic1j)
Jlp; <0 jlpi>0
(3.18)
Si noti che la formula precedente richiede i valori di due file adiacenti di
punti paralleli all’asse p, vedremo che questa ¢ necessaria conseguenza

dell’avere adottato lo schema di calcolo SDS (che ¢ uno schema del

secondo ordine) e che & indispensabile per la seguente verifica.

Equazione di continuita

on(x)
VJ - = 0

Analizziamo il momento di ordine zero dell’equazione di Wigner che,
nella formulazione continua, non & altro che I’equazione di continu-
ita. Verifichiamo quali siano le condizioni richieste dal modello discreto

affinché, in assenza di collisioni, la formula precedente sia anche un’i-
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dentitd numerica. Integriamo la (3.7) scritta nella forma piu generale

tempo-dipendente

0 fuw
a—J;(x,p,t)dp:/wa(x,p,t)dp+/Vfw(x,p, t)dp

dove si € tenuto conto che l'integrale del termine collisionale e zero.
Discretizzando e sfruttando la similitudine fra la formula del calcolo
dell’operatore traslazione e quella precedentemente definita di J; +1 si

ottiene

Np N,
ani 1 » Np
a A, (Jz'-l-% —Jiy =) Y Vi;j—j'fw") (3.19)

=1 j'=1
Perché tale equazione si riduca a quella di continuita, il contributo al
secondo membro legato all’operatore potenziale, dovra annullarsi. Allo

scopo si consideri la somma sui j; ricordando I’espressione di V' (3.9)

si ottiene
N, N, Mo
£ £ 2 e . (21NN,
Zw;j,jl = Z‘/;’J = ﬁp Z ZSIH (pT) (Ui—‘ri’ —_ UZ'_Z'I)
j=1 j=1 i'=1 j=1
(3.20)
Questa sommatoria si annulla se
Np . .
25N\ i' A\,
Zsin <%> (Uz’—i—z” — Ui—i’) =0 (321)
j=1

ovvero quando A, soddisfa la seguente relazione, che prende il nome
di relazione di completezza di Fourier, gia anticipata in sez. 3.2.

A — wh
PN A,

Grazie a questo vincolo, il modello numerico soddisfa la seguente equazione

di continuita in forma discreta

ot Aw (Ji+§ ’l—%)

(3.22)
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Equazione di bilancio del momento primo

0J _ n(z)dU(z) l/“’oﬁ%

o  m o0z h oo 2mh Ox

Il calcolo del momento primo dell’equazione di Wigner, noto appunto
come bilancio dei momenti, mostra i limiti del modello numerico adot-
tato. L’importanza dell’equazione di bilancio del momento primo sta
nella descrizione degli stati di equilibrio: essa assicura infatti che la
corrente che scorre in un dispositivo non polarizzato ¢ identicamente
nulla indipendentemente dal profilo del potenziale dell’eterostruttura
(e lo si dimostra con 'unica ipotesi che le funzioni di distribuzione nei
due reservoir siano identiche funzioni dell’energia, ovvero in equilib-
rio termico). Nel nostro modello in cui, a differenza dell’equazione di
continuita, quella di bilancio del momento primo non puo essere sod-
disfatta in maniera esatta, si verifica infatti che strutture dal profilo
di potenziale asimmetrico producono una corrente non nulla che scorre
nel dispositivo anche in assenza di tensione applicata, e la cui ampiez-
za va a zero come O(A,). Mains e Haddad [19], tramite calcoli che
non riportiamo, hanno dimostrato che I’equazione di bilancio puo es-
sere soddisfatta se si “finestra” la trasformata di Fourier (rispetto ad
x) del profilo di potenziale, con una maschera rettangolare, ovvero se
si sostituisce al potenziale dato, la sua convoluzione con un sinc(x) op-
portunamente scelto. Tale operazione ha I’effetto di “addolcirlo” elim-
inando ogni cambio brusco di tensione all’interno del semiconduttore.
Modificare il profilo di potenziale rischia pero di generare errori nella
valutazione degli effetti quantistici. Inoltre si € verificato che 'impiego
di tale tecnica e conveniente solo nella discretizzazione USD mentre
non mostra vantaggi apprezzabili nell’implementazione SDS seguita nel

presente lavoro, in cui quindi non e stata inserita.
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3.4 Soluzione non stazionaria

Nel paragrafo 3.2 abbiamo mostrato come I’equazione continua (3.1), nel caso
stazionario, possa essere approssimata col sistema lineare (3.14). Illustreremo
qui di seguito il metodo iterativo che ci permettera di estendere I'impiego di
tale sistema alla risoluzione I’equazione (3.1) nella sua forma completa tempo-
dipendente. Formalmente & sufficiente aggiungere alla (3.14) il primo membro
della (3.1), ed inserire 'eventuale dipendenza dal tempo del potenziale, per
ottenere
Ofw

i =Lfu—0 (3.23)

che non & altro che I'equazione differenziale (2.4) discussa nel capitolo prece-
dente. Come la presenza di b non incide sulla stabilita del sistema appena
scritto, cosi anche per suoi algoritmi risolutivi, sara solo la matrice L a con-
tenere informazioni necessarie all’analisi della loro stabilita numerica. Ci

limiteremo quindi allo studio del piu semplice sistema

Ofw
“L=Lf, . (3.24)

Rimarchiamo che nella (3.24) il tempo & ancora una variabile continua: cio
é stato determinante nella valutazione delle sue caratteristiche di convergen-
za. Una soluzione numerica necessita quindi dell’ulteriore discretizzazione
dell’asse dei tempi, ed il modo con cui viene effettuata incide sulla sta-
bilita numerica dell’algoritmo; in generale si implementano tecniche di calcolo

iterative (pitt o meno stabili) del tipo [10]:
ft+2) = Laf(?) (3.25)

E’ noto che il sistema iterativo precedente e stabile se e solo se gli autovalori
di L; hanno modulo minore dell’'unita. Poiché abbiamo dimostrato che il

sistema continuo & stabile, dobbiamo verificare che la sua discretizzazione si
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mantenga tale: in pratica quindi ’algoritmo di calcolo ottimale sara quello

in cui si possa dimostrare il seguente

Teorema 1. Gli autovalori di Lg hanno modulo minore di uno se e solo se

gli autovalori di L hanno la parte reale negativa

La condizione precedente e anche necessaria poiché non ha senso aspettar-
ci che un sistema originariamente instabile acquisti stabilita quando venga
discretizzato. Per illustrare come in generale non si possa stabilire una con-
nessione cosi diretta fra sistema continuo e discreto, analizzeremo due tec-
niche di calcolo note come “formula esplicita” e “formula implicita” di Eulero
in cui la proposizione precedente ¢ verificata solo nel secondo [10] caso.

La soluzione della (3.24) si scrive formalmente

ﬂn=[wp(4ﬁxwﬁj]ﬂm> (3.26)

Schema esplicito. E’ anche 'approccio numerico piu semplice e consiste
nell’approssimare l'integrale dentro 1’esponenziale con una sommato-
ria finita, per quindi ottenere un’espansione in prodotti dell’operatore
esponenziale:

t

exp (/:L(t')dt') A2 exp (i L(t’)At) R H [1 + L(t’)At} (3.27)

0 t'=tg t'=to
dove t' S {to,t() + At,to + 2At7 P ,t} .
Si verifica immediatamente che la (3.27) ¢ equivalente al seguente schema

iterativo
Ft+ D) = (O + ALOSE) = O+ ALBFE)  (328)
che ¢ equivalente alla (3.25) con
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Indicando con A gli autovalori della L e con A; quelli di Ly, vale
ovviamente

Ad:]_"—AAt

La validita di tale schema e limitata all’esistenza di autovalori di L con
una grande componente reale negativa. Il modulo di \; puo essere reso
minore dell’unita a costo pero di scegliere un A\; sufficientemente picco-
lo come mostrato in fig. 3.4/A. Poiché il valore risultante implica spes-
so un numero di iterazioni (e quindi tempi di calcolo) eccessivamente

elevato, tale metodo di risoluzione € quasi sempre impraticabile.

Schema implicito. E’ possibile costruire un processo di integrazione sem-

pre stabile, espandendo I’operatore esponenziale nella seguente maniera:

t

exp </t:L(t')dt’> ~[[10-Li)ag™ (3.29)

t'=to

In cui si & semplicemente riscritto e’ come e_% prima di effettuarne

formalmente lo sviluppo in serie. Alla (3.29) & associata la seguente

equazione iterativa
(L= AL) f(t+ D4) = f(2) (3.30)
che riscritta nella notazione di formula (3.25) diviene
L'ft+2A) =f(1t) con Lj'=1-AL
il legame fra gli autovalori vale:
AL =1=04

Verifichiamo che la stabilita del sistema continuo implica quella del

sistema discreto ovvero che Re(\) < 0 = |A\g|™! > 1. Posto A =z + iy

M| 2= (A =12+ 202> (2 —1)*>1 se <0
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come richiesto dal teorema 1. Dalle precedenti disuguaglianze si ha
anche che la L; € non singolare. Concludendo anche lo schema implicito

puo essere scritto
ft+ L) =Laf(2)
ma in questo caso lo schema numerico € certamente stabile.

La maggiore stabilita dello schema implicito si paga pero in termini di un
maggior di costo computazionale richiesto, rispetto allo schema esplicito, per
ogni iterazione temporale: lo schema implicito richiede infatti, per ogni step
temporale, 'inversione della matrice Ly, operazione che ha la stessa comp-
lessita computazionale del calcolo di una soluzione stazionaria il cui costo,
come detto, & dell’ordine di N, % N;’ prodotti; per contro un’iterazione dello
schema esplicito richiede un solo prodotto matrice per vettore del costo di
N, % Nj prodotti. Nonostante cio, lo schema implicito rimane il piu conve-
niente tra i due grazie alla liberta offerta di poter scegliere un /\; piu grande.
Com’e ovvio, pero, all’aumento di /\; i risultati dello schema implicito saran-
no sempre meno accurati. Analizziamo proprio quest’ultimo aspetto: I’errore
commesso ad ogni iterazione deriva dal fatto che si cerca di approssimare e
con (1—AA\;) ! che perde di validita quando |[—-AA;| > 1. Il sistema provvede
comunque ad una sorta di compensazione di tali errori in quanto, fissato il
valore di A, gli errori maggiori affliggeranno la valutazione degli stati asso-
ciati con grandi autovalori, ovvero negli stati ad elevata energia, che pero

sono quelli meno popolati.

Schema di Cayley. Presentiamo adesso lo schema di Cayley, che si con-
figura come una “via di mezzo” fra i due precedenti algoritmi, ma che
si rivela maggiormente accurato. Possiede le stesse caratteristiche di
stabilita e onere di calcolo dello schema impicito ma assicura la mag-

gior precisione nel calcolo della (3.26). Lo schema Cayley viene usato
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spesso in meccanica quantistica per seguire ’evoluzione temporale della

funzione d’onda di Schrédinger, in cui ¢ necessario risolvere la [10]
eHt/h (3.31)

che ha una certa analogia con la nostra (3.26). La differenza maggiore
e che, se H & hermitiana (come spesso accade), la (3.31) risulta essere
un operatore unitario. Questa importante proprieta dell’operatore di
evoluzione temporale viene preservata approssimando la (3.31), per un
tempo infinitesimo A\;, con

~ T = . - 2
1—HA, /2R (3:32)

Nel nostro caso ovviamente la (3.26), a causa della parte reale non nul-
la degli autovalori di L, non ¢ unitaria e quindi lo sviluppo precedente
non sembrerebbe necessario. Nonostante cio risulta comunque utile in
quanto possiede un’accuratezza nello sviluppo dell’esponenziale rispet-
to a A\, del second’ordine, contro quella del primo ottenibile con gli
algoritmi di Eulero. Possiamo verificarlo immediatamente. Riprendi-
amo innanzitutto la (3.26) e, come sempre, approssimiamo 'integrale

con una produttoria

exp ( /t tL(t’)dt’) ~ exp (i L(t’)At> - f[ exp [L(t’)At] (3.33)

t'=to t'=to
Posto
, 1+ L{E)A,)2
exp (L(t)A) = m

sviluppando il denominatore rispetto a L/A\; si ottiene

(3.34)

1+LA,/2 LA, L2A?
Ay V) [ e
1—LA,/?2 2 4
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che ¢ lo sviluppo al second’ordine dell’esponenziale (3.34). L’algoritmo

di Cayley infine si scrive
(1= AL) f(t+ L4) = (1 + AL) f(2) (3.35)

che, come si nota, ingloba sia la (3.28) che la (3.30). Per quanto riguar-
da la stabilita ci riportiamo come al solito alla (3.25), in cui adesso gli
autovalori della Ly risultano ovviamente

1+ \A,

Ad:1—mt

E’ immediato verificare che

IAg] <1 <= Re(N) <0
Detto A =z + iy
(x+1)2+y?

(x —1)2+ 92
la tesi segue da (z +1)2 < (z — 1)? se z < 0. Quando dimostato &

|Ad| =

illustrato in fig.3.4/B in cui risulta chiaramente che ’autovalore A4 ha
modulo minore di uno se e solo se la parte reale dei A (gli autovalori
della matrice L) ¢ minore di zero. Anche in questo caso quindi la

stabilita e garantita.

3.5 Equazione di Poisson

Nel caso unidimensionale, e nell’ipotesi di uniformita della permeabilita dielet-
trica € lungo tutto il semiconduttore, ’equazione di Poisson (PE) si scrive

d*u(x)

dx?

= qp(z) = ¢°[C(z) — n(z)] (3.36)

dove u(z) e il potenziale, ¢ la carica dell’elettrone, n(z) la densita di car-

ica elettronica libera, e C(z) la densita di ioni fissi positivi del drogante.
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Figura 3.4: A) Stabilita nello schema esplicito; B) Stabilita nello schema Cayley

La complessita computazionale aggiunta dall’accoppiamento dell’equazione
di Poisson con quella di Wigner, ovvero del calcolo autoconsistente rispetto
al caso precedente, ¢ che il sistema, diventando non lineare, necessita di pro-
cedimenti iterativi per il calcolo della sua soluzione. Oltre ad un aumento
dei tempi di calcolo, nascono problemi di instabilita numerica, cui si deve
ovviare sfruttando particolari algoritmi che verranno qui di seguito descritti.
Nella presente trattazione seguiremo il metodo iterativo noto come metodo
di Newton: esso verra applicato sia nel calcolo della soluzione stazionaria
del sistema W-P che, in una sua versione semplificata (nota come metodo
Gummel), nel calcolo non stazionario del problema evolutivo. Per soluzione
“autoconsistente” del sistema Wigner-Poisson, intendiamo la ricerca di un
profilo di potenziale U(z) che sia coerente col profilo della densita di carica p
del dispositivo, nel senso che ’equazione di Poisson (il cui dato di ingresso
la p e la cui uscita ¢ la U(z) ) e 'equazione di Wigner (WF) (in cui i dati di
ingresso e uscita sono invertiti rispetto all’equazione di Poisson) siano simul-
taneamente risolte: la PE sfrutta la densita di carica per il calcolo del profilo

del diagramma a bande del circuito, mentre la WF usa tale risultato per de-
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terminare (fra I’altro) la distribuzione di carica p. Il minimo della banda di
conduzione (U(zx) ) sara calcolato sommando al potenziale autoconsistente,

Voffset 6U(x) del profilo della banda di conduzione dell’eterostruttura.
U(x) = u(z) +0U(z) . (3.37)

Poiché I'unico dato immesso dall’esterno sara la differenza di potenziale fra
le due facce del dispositivo, le condizioni al contorno per I’equazione PE si
scrivono semplicemente

u(0) =0 (3.38)
u(L) = [6U(0) = 6U(L)] — qVp1as (3.39)
in cui il potenziale & misurato rispetto (vedi fig (3.5) ) al livello di Fermi in x =

0 cosicche §U(0) = —puo; nel caso pratico di struttura simmetrica, il primo

termine a secondo membro della (3.39) ¢ ovviamente zero. Poiche la PE non

Figura 3.5: Diagramma a bande dell’RTD analizzato nel cap.4

pone grossi problemi di discretizzazione, ricorreremo alla sua appossimazione
secondo il classico schema delle differenze finite [15]

QAZ
Uips — 2u; + s g = - —[Ci —ni) (3.40)
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Allo scopo di costruire un procedimento iterativo che porti alla soluzione del
sistema W-P, indicheremo con l'indice n I'ennesima distribuzione (n"(z) o
u™(z)) soluzione dell’omonimo passo iterativo dei seguenti algoritmi di cal-
colo: metodo di Gummel e metodo di Newton [19]

Metodo Gummel:

Questo e il metodo concettualmente piu semplice per risolvere il sistema
Wigner-Poisson in quanto, data n"(x), si provvede ad integrarla tramite

n+1

la (3.36) per trovare il nuovo profilo di potenziale u"*' da inserire nella

nt1 Nell’algoritmo di Gummel si

WE; questa a sua volta fornira la nuova n
ripetono iterativamente i passi precedenti finche il metodo (sperabilmente)
non converga: poiché non si prevede nessun meccanismo di controllo, si veri-
fica in pratica che nel calcolo di soluzioni stazionarie, un tale algoritmo spesso
non porta a nessuna soluzione, ovvero non esiste una funzione cui tende la
fw, che oscilla indefinitamente.

Un esempio pratico puo spiegarne il motivo: si consideri I'invasione balistica
degli elettroni in un RTD uniformemente drogato. Il potenziale “visto” dagli
e~ al passo zero, sara semplicemente 'offset dell’eterostruttura; gli elettroni
in questa prima iterazione si muoveranno quindi senza risentire del poten-
ziale di mutua repulsione, e si distribuiranno come indicato in figura (3.6/A).
Se adesso (siamo ancora all’iterazione zero) integriamo ’equazione di Pois-
son rispetto alla n’(z) appena trovata, determineremo un potenziale netto
repulsivo (che si sovrapporra all’offset del diagramma a bande), sicuramente
sovrastimato rispetto a quello realmente presente all’interno del dispositi-
vo. La causa e la descrizione non fisica che si ¢ precedentemente data agli
elettroni, avendoli trattati in pratica come fossero portatori neutri, e che
conseguentemente, ha portato ad un “sovraffollamento” di elettroni all’inter-

no del semiconduttore il cui effetto € stato la nascita di un forte potenziale
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repulsivo. Nel passo successivo (iterazione uno), la barriera di potenziale
formatasi, tendera a respingere gli elettroni al di fuori del dispositivo (ve-
di fig.(3.6/B)). Il risultato netto sara che alla fine del passo uno il poten-
ziale presente nel semiconduttore sara stimato essere una buca di potenziale
(fig.(3.6/C)). Conseguentemente al passo due si registrera un’elevata con-

centrazione di portatori, il cui integrale & un potenziale di tipo repulsivo

Figura 3.6: Densita di carica e diagramma a bande risultanti dai primi quattro
step dell’algoritmo di Gummel applicato ad un RTD
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che ha intensita maggiore di quello calcolato nel passo zero (fig.(3.6/D)). In
questo come in svariati altri casi, succede quindi che il sistema non converge
a nessuna soluzione mostrando invece un comportamento oscillante che & pu-
ramente frutto dell’incapacita dell’algoritmo numerico di trovare la soluzione
richiesta. Ricordiamo infatti, che quelli calcolati non sono passi temporali,
ovvero non stiamo seguendo ’evoluzione del sistema nel tempo: quindi quelle
ottenute sono oscillazioni puramente numeriche senza nessun significato fisi-
co; non devono essere confuse con le oscillazioni intrinseche del diodo che
verranno analizzate successivamente.

Analizziamo adesso il pitl stabile algoritmo di Newton

Metodo Newton:

Per poter sviluppare il metodo numerico di Newton, al posto dell’equazione

di Poisson, conviene definire il seguente “funzionale di Poisson” [19]

d*u(z)
dx?

Il

P{lu,n}(z) =e — ¢[C(z) — n(z)] (3.41)

relativo ad un dato profilo di potenziale e ad un generico profilo di carica.
Si noti che il funzionale di Poisson diventa identicamente nullo solo quando
i suoi ingressi sono proprio il potenziale autoconsistente, e la carica che lo
genera: in questo senso va visto come una sorta di funzionale di errore per la
determinazione della coerenza fisica fra distribuzione di carica e potenziale.

Per chiarezza espositiva consideriamo il primo step dell’algoritmo di Newton

Passo 0: Definizione del potenziale iniziale u°, risoluzione della WE rispetto

ad u® e calcolo della densita n°(z) risultante.

0

Poiché il calcolo del funzionale di Poisson con gli ingressi u°, n°, dard per

risultato una funzione errore ovviamente non identicamente nulla, decidiamo

0

di variare il potenziale u° con u' = u® + du'; nel criterio di scelta di u!

risiede la caratteristica peculiare del metodo di Newton. Il vincolo sulla u?,
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non sard quello di anullare il funzionale di Poisson scritto per n° e u!, ma di
annullare la funzione errore che scriveremo fra u! e la distribuzione incognita
n', che deve essere ancora calcolata. In altre parole richiediamo che si annulli
P(u',n') e non P(u',n’). Quindi, poiché la n' dipendera a sua volta da u'
(ricordiamo che il loro legame & proprio la WE) dovremo cercare di valutare
quale sard l’entita del cambiamento di n° a n' ad opera del cambiamento di
u da u® a ul. Descritto a parole cid significa: determinare la variazione del
numero di portatori liberi in un dato punto (da n° a n'), ad opera di un’ar-
bitraria variazione del potenziale nello stesso punto. Poiché 'entita di tale
variazione sta scritta nella WE, che sappiamo risolvere solo numericamente,
nessuna formula analitica puo venirci in soccorso nel caso generale, e dovre-
mo ricorrere a metodi iterativi, frutto comunque di ipotesi che semplificano
il legame fra potenziale e carica all’interno del semiconduttore.

Vediamo pil precisamente come si riesce a calcolare la du™ ad ogni iterazione,
che soddisfi la richiesta P (u™, n™) = 0: allo scopo calcoliamo la variazione del
funzionale P, in risposta di una variazione del potenziale in ingresso u(z).
Per esplicitarlo si noti che, fissato z = Z, u(Z) ( e n(Z) ) diventa un numero
e come tale puo essere considerato una variabile qualsiasi. Quindi, per ogni
x, ha senso collegare la variazione del funzionale di Poisson, con la derivata
di P rispetto ad u, (essendo sparita la dipendenza dalla z). Qui di seguito
indicheremo con P quando il funzionale P e pensato funzione della variabile
u e non della funzione u(x). Cerchiamo qual’e la variazione al primo ordine
di P(u) se si sostituisce ad u, u + du, ovvero quello che avviene ad ogni passo

iterativo. Formalmente, ricordando che

"t =" + gyt (3.42)
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e sfruttando come si e detto, il vincolo
'P(un+1, nn+1) = prtl — (3'43)

si ha
OP™(u™)
ou™

Come vedremo la (3.44) acquista senso completo solo quando si sostituira

0 =Pt ") = P(u",n") + [du+D)] (3.44)

la versione discreta del funzionale di Poisson, al posto della sua formu-
lazione continua. La versione discreta della (3.42) si scrive indicando come
sempre tramite l'indice basso, l'i-esimo punto di campionamento (quindi

u(z) diventa u; con x = iA\,)

ultt = o + ult! (3.45)

(3

Per quanto riguarda la (3.44), visto che stiamo cercando di calcolare I'incre-
mento di P nel punto zy ad opera della variazione di u(z) nel generico z,
dobbiamo trattare la P come funzione delle n variabili indipendenti che sono
i campioni di u (ovvero P = P(ug,us,...,uy) ). La derivata totale della
P calcolata in zg, in accordo con la teoria delle funzioni di piu variabili, e

pari alla somma delle derivate parziali della P rispetto alla generica variabile

P
Ou;

wo), per l'incremento di quest’ultima (du;). La (3.44) si scrive:

oP" n
Jurlou ) == (346)
in cui
2A2
P = w11 — 2u; + uimq — 4 . 2[C; — ni (3.47)

L’indice alto della P, come gia spiegato, e relativo all’iterazione considerata

ovvero P" = P(u™,n™). Infine

oP"
= Gyt — 2050 + 01 +

2 A2
g°AZ [on?

A4
o : [ } (345

oul
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dove 6;; ¢ la funzione delta di Kronecker. Dalla (3.46) e dalla (3.47) si puo
notare che pur risolvendo un’equazione diversa dalla semplice equazione di
Poisson, quando du tende a zero per ogni z, la (3.47) tende alla funzione di
Poisson discreta (3.40): ovvero se il sistema converge ad una soluzione, ques-
ta & la soluzione voluta, in quanto il funzionale di Poisson (che ¢ la nostra
funzione errore) tende anch’esso a zero. Quindi se fra due iterazioni dell’al-
goritmo, la u(x) rimane invariata, tale u(x) & proprio la soluzione dell’intero
sistema Wigner-Poisson come desiderato.

Il valore aggiunto della trattazione di Newton rispetto a quella di Gummel,
sta nella presenza della derivata al secondo membro della (3.48). Infatti ¢ di
facile verifica come, se quest’ultima viene posta a zero, I’algoritmo di New-
ton, si riduca all’algoritmo Gummel.

Riassumendo: l'algoritmo Gummel sfruttando la risoluzione diretta dell’e-
quazione di Poisson (3.36), porta al calcolo dell’esatto profilo di potenziale
u(z), per la data distribuzione di portatori liberi n(x) valutata ad ogni step
risolutivo. L’approccio di Newton, per contro, sfrutta il termine g—z per ten-
er conto dei cambiamenti futuri della n(z), risultanti dalla soluzione parziale
u(z), cercando di predire quale sara l’esatta distribuzione di potenziale finale.
Il termine %, che provvede a cambiare I'ingresso del sistema in funzione del-
I'uscita futura, puo quindi essere visto come un termine di feedback; come
tale e in grado di rendere piti robusto il metodo numerico adottato, in maniera
analoga a quanto avviene nel controllo dei sistemi retroazionati. Come an-
ticipato, la stima quantitativa della variazione della densita di carica n(z)
causata da una variazione del potenziale u(z), sta scritta nell’equazione di
Wigner, da cui perd non deriva nessuna espressione analitica in forma chiusa
che ci sia di aiuto. La valutazione di g—z puo esser ricavata solo se si approssi-

ma, la distribuzione reale dei portatori all’interno del dispositivo, con quella
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di equilibrio termodinamico di Fermi. Poiche in tal caso € noto che la densita

1

dipende dal potenziale tramite l'integrale di Fermi ;

/ U VE =T fo(B)E = n(x)

dove U & il minimo della banda di conduzione di formula (3.37) e fr la dis-
tribuzione di Fermi, si sfruttano sviluppi in serie noti come approssimazioni
di Joyce-Dixon per ottenere il risultato cercato [16]. La procedura di calcolo,

semplice ma lunga, viene in questa sede omessa, ma ne riportiamo i risultati

TEERD (aﬁmn(]j{;»)m_l} e

m=1

on(u) N,

= kgT

()

in cui N¢ e la densita di drogante sui contatti, e i coefficienti a,, sono riportati

in tabella 3.1. Nel metodo Newton si dimostra critica la scelta del numero di

Coeficente Valore
a; 1
as 3.53553 107!
as 5.75499 102
ay 5.76396 1073
as 4.01950 10~*

Tabella 3.1: Coefficenti dello sviluppo Joyce-Dixon

termini in cui sviluppare la sommatoria; in quanto spingersi a considerarne
un numero troppo elevato accelera la convergenza ma si rivela in qualche
caso, a sua volta instabile; sceglierne un numero piccolo viceversa richiede
lunghi tempi i convergenza: nel presente lavoro si abbiamo adottato uno

sviluppo fino al quarto ordine che si &€ mostrato un buon compromesso.
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3.6 Traiettorie

Come descritto in sez.1.10, grazie alla sua forma di tipo cinetico, anche per la
funzione di Wigner possiamo parlare di traiettorie, o meglio di “quasi traiet-
torie”. Verificheremo che la loro analisi aiuta nella comprensione intuitiva dei
fenomeni fisici alla base del funzionamento dei dispositivi ad effetto tunnel. Il
calcolo delle traiettorie e un’operazione non banale e si presta a vari approc-
ci: Jacoboni ad esempio [7] fonda lo studio e la risoluzione dell’equazione di
Wigner proprio sul calcolo delle quasi-traiettorie tramite sviluppi perturba-
tivi; nella presente trattazione in cui un metodo risolutivo dell’equazione di
Wigner e gia stato sviluppato, sfrutteremo le tecniche di calcolo proposte da
Buot e Jensen [14]: un primo metodo grossolano per il calcolo delle traietto-
rie, lo si ricava semplicemente valutando la variazione della f,(z,p), causata

da un incremento infinitesimo dx, dp:

f(z+6x,p+dp) = f(x,p) + %&H %ﬁ;p)(gp

Dividendo entrambi i membri per dt, nell’ipotesi di distribuzioni stazionarie

si ottiene
o~ Of(.p) 0z Of(x,p) dp
ox ot op ot

che non ¢ altro che I'approssimazione del differenziale totale della f,,, calco-

(3.50)

lato lungo la spezzata di fig.3.7: le curve che risolvono la (3.50) sono quindi
le curve di livello della f,. Un approccio piu accurato richiede invece la
risoluzione delle equazioni di moto di Newton (1.47). Il nostro programma
per la risoluzione di tale sistema, esegue una stima iniziale della posizione z’

e della quantita di moto p’ al tempo ¢t + 6t usando
p' = p(t) + pot

o = a(0) + [ +p(0)]
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in cui p & dato dalla (1.46), e correggendola successivamente, spostando
il punto trovato lungo le direzioni a massima pendenza. Riportiamo per

comodita I'espressione della forza quantistica

- oz [0 dp'V (2, p— P f(,0) — %, (3.51)
Z 0710 |

la cui discretizzazione segue immediatamente dalle (3.8) e (3.13). Vediamo

adesso in dettaglio la procedura di calcolo: innanzitutto premettiamo che
dobbiamo conoscere la f(x,p) e le sue derivate in ogni punto del piano e
non solo su quelli della griglia di campionamento. Allo scopo, il metodo che
abbiamo adottato, sfrutta polinomi interpolanti e si dimostra quindi adatto
solo per funzioni lentamente variabili, in caso contrario i polinomi oscillano
drammaticamente. Unico palliativo e l'infittimento della griglia quando la
fw diventa oscillante, come accade nei pressi della risonanza. Nei punti in
cui comunque il metodo fallisce, possiamo coadiuvarlo con I'inseguimento
delle curve di livello della f, precedentemente descritto. Sappiamo che nel
caso unidimensionale, esiste un unico polinomio di grado n che passi per n
punti dati: tale risultato non e estendibile a piu dimensioni. Si e scelto il
seguente algoritmo per I’approssimazione della f,(z,p) e delle sue derivate:
denominiamo con z; e p; i punti piu vicini a z e p e tali che z = (z—x;) /A, e
s = (p—pi)/p siano positivi e minori dell’unita. Scegliendo la griglia 4 x 4
di fig.(3.7) approssimiamo la f, con due successive discretizzazioni: prima

per 'asse x

F(e.p(3)) = fl@,3) ~ [~2(z = 1)(z = 2)f(i — 1, )+
13(2% — 1)(2 — 2)£(1,4) — B2(2 + 1) (2 — 2 £+ 1, ) + 2(=* = 1) f(i +2,)]/6
e successivamente rispetto all’asse p

fla,p) = [=s(s = 1)(s = 2) f(2,5 — 1) + 3(s* = 1) (s — 2) f (z, j)+
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(X1, Pr+2) (Xi+2,Pi+2) f(x+o6x,p+dp,t+81)

Je

fxp.f) 3

z «HX'F
S
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P
(X1, 1) (Xi+2,p011) L} X

A B

Figura 3.7: A) Differenziale esatto di f,; B) Griglia di discretizzazione per il
calcolo di derivate e interpolazione di f,,

o (X0
€o . .
e fraieftoria
(X(t+381),p(t+31))
X
(x(t).o(1)

Figura 3.8: Correzione della stima (z’,p’)

—3s(s+1)(s = 2)f(z,5 + 1) + s(s* = 1) f(z,j + 2)]/6

in cui con f(z,7) abbiamo indicato f(z,p(j)) e con f(i,7) i valori della f,
in corrispondenza dei punti di campionamento. Facendone poi le derivate
rispetto a ¢ = z; + 2\; e p = p; + s/A\,, ricaviamo le approssimazioni di
% e g—i. La prima é sfruttata nella valutazione della forza quantistica (vedi

form.(3.51)) ed entrambe per il calcolo delle correzioni a (z',p’). Se indichi-

amo con (z(t + 0t), p(t + 6t)) le coordinate esatte del punto all’istante ¢ + ¢,
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una stima degli errori commessi e, e e, giunge scrivendo,

fx(t+6t),p(t+dt) = f(«',p)) + exw + ep%;p,)

e ricordando che vogliamo applicare il teorema di Liouville anche alla fun-
zione di Wigner, ovvero che deve valere f(x(t+d0t), p(t+dt)) = f(z(t), p(2)).
Le correzioni e, e e, sono univocamente determinate quando si esegua la cor-
rezione della stima (2, p’) lungo le linee a massima pendenza. Quest ultima
e perpendicolare alla direzione precedentemente calcolata, che era quella tan-

gente alle traiettorie come illustrato in fig.(3.8): evitiamo cosi che le soluzioni

“scappino” lungo la tangente.

3.6.1 Valutazione del tempo di tunnel

La ricerca del tempo di percorrenza delle particelle fra due punti di una
traiettoria e immediata, in quanto richiede semplicemente I'integrazione del-

I’inverso della velocita, calcolata fra i punti di partenza e di arrivo

wm*
t(x) = —dx
() /mp

Approssimando I’integrale con la regola dei trapezi si ottiene

Ng—1

t(z) = Z m* (piy +pi ) (@i — )

La formula precedente sara impiegata per il calcolo del tempo di attraversa-

mento delle barriere risonanti di un RTD (tempo di tunnel).
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Risoluzione numerica del

sistema Wigner-Poisson

4.1 RTD: tecnologie realizzative e principio
di funzionamento

Nell’'ultimo ventennio si sono spese sempre maggiori risorse (e con sempre
maggiori successi grazie allo sviluppo tecnologico dei processi realizzativi e
di controllo nell’elettronica submicrometrica) nello studio e produzione di
dispositivi strettamente quantistici e che si prefigurano come il futuro del-
la tecnologia integrata. Ultimamente hanno trovato sempre un piu largo
impiego nelle applicazioni in dispositivi alle microonde e nella progettazione
di circuiti oscillanti [9].

L’idea di poter sfruttare due barriere risonanti in dispositivi singola banda per
creare dispositivi a resistenza differenziale negativa, & relativamente vecchia.
La possibilita pero di concretizzarla per mezzo della “band gap-engineering”,

applicata a strutture a eterogiunzione, si e realizzata solo grazie allo sviluppo
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tecnologico dell’'ultimo ventennio ed i primi esempi realizzativi si devono a
Esaky. Da allora i materiali utilizzati sono stati prevalentemente AlGaAs,
In, e solo negli ultimi anni si e riusciti ad ottenere i primi risultati in tal
senso, nella piu standard (tradizionale) e quindi (soprattutto) economica
tecnologia del 5%, con I'impiego delle leghe Si7 — Ge. Il funzionamento dei
dispositivi risonanti ad effetto tunnel (RTD) ¢ dovuto alla formazione, fra
due barriere di potenziale, di una scatola quantistica (che chiameremo poz-
70 quantistico), all’interno della quale si localizzano pochi livelli energetici
permessi, ed il cui autovalore e funzione della differenza di potenziale appli-

cata alle estremita del semiconduttore stesso. Come illustrato in fig.4.1/A,

Livello risonante I OVeias

Catodo Anodo

A B

Figura 4.1: Principio di funzionamento di un RTD

in assenza di polarizzazione, la probabilita che un elettrone migri dall’anodo
al catodo e praticamente nulla, in quanto le barriere sono sia troppo alte
per permettere passaggio di corrente termoionica, sia troppo spesse per es-
sere attraversate per effetto tunnel (la lunghezza di tunnel che ¢ tipicamente
dell’ordine di qualche lunghezza d’onda di de Broglie ovvero circa 60A; per
contro la struttura attiva si estende per 1204). Quando si applica all’an-
odo una tensione positiva, il diagramma a bande del dispositivo si deforma e

tale contatto ¢ spinto ad energie inferiori (fig.4.1/B). 1l livello energetico del
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pozzo quantistico inizia a diventare degenere con gli stati occupati del lato
catodico ed una corrente inizia a scorrere lungo la struttura. Quello che si
e formato ¢ infatti un livello risonante che fa da ponte per il passaggio degli
elettroni, riducendo la distanza di tunnel allo spessore di una singola barri-
era. Se adesso la d.d.p. viene ulteriormente aumentata, dopo aver raggiunto
il massimo accoppiamento, la corrente di tunnel tendera a diminuire, annul-
landosi quando il livello discreto scende al di sotto del minimo della banda
di conduzione del catodo. L’unica corrente che adesso ha la possibilita di
scorrere nel dispositivo, € quella di emissione termoionica, che diventa percio
dominante nella parte alta della caratteristica I(V) del diodo. Misure con-
dotte su diodi praticamente identici a quello che verra descritto nel dettaglio
in sez.4.2 (differiscono solo per la densita di drogante e per lo spessore degli

spacer) portano al diagramma tensione-corrente di fig.4.2, in cui & evidente
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Figura 4.2: Corrente misurata di un RTD alla temperatura di 77 K [17]
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il comportamento risonante del’RTD. Vedremo nel corso dell’esposizione del
presente lavoro, come i risultati delle simulazioni siano in ottimo accordo
con tali misure. Come precedentemente accennato, la tecnologia che he per-
messo la realizzazione dei dispositivi moderni e che si pone come frontiera
d’indagine per i futuri sviluppi nel campo dell’elettronica micrometrica, ¢
la tecnologia delle eterogiunzioni: ricapotoliamo brevemente la natura delle
eterogiunzioni e i progessi fatti negli ultimi anni dall’elettronica dello stato

solido per la loro applicazione a nuovi materiali.

4.1.1 L’eterogiunzione

Quando due differenti semiconduttori vengono posti in intimo contatto si
ottiene la cosiddetta eterogiunzione (in contrapposizione con I’omogiunzione
in cui viene usato lo stesso semiconduttore). E’ possibile realizzare sia giun-
zioni di tipo p-n che di tipo n-n o p-p: se la giunzione ¢ di tipo p-n viene
chiamata eterogiunzione anisotipa ed in questo caso la corrente di cariche
¢ dovuta all’iniezione di portatori minoritari, mentre se ¢ di tipo n-n o
p-p ¢ chiamata eterogiunzione isotipa ed in questo caso € un dispositivo
a portatori maggioritari (ovviamente se usate come giunzioni raddrizzan-
ti). Le moderne tecniche di crescita del cristallo quali MOCVD (Metal-
Organic-Chemichal-Vapour-Deposition) o MBE (Molecular-Beam-Epitaxial)
hanno avuto un ruolo fondamentale nello sviluppo di tecnologie per realiz-
zare eterogiunzione di elevatissime qualita, cosicché attualmente e possibile
disporre di eterogiunzioni estremamente raffinate dal punto di vista delle pro-
prieta elettriche e cristallografiche. Il primo modello di eterogiunzione ideale
venne proposto da R.L.Anderson il quale fece riferimento all’eterogiunzione
Ge — GaAs: in questo caso il “mismatch” esistente fra il passo reticolare

dei due semiconduttori ¢ inferiore all’ 1 %, cosicché & possibile parlare di
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struttura “lattice-matched” e la giunzione presenta caratteristiche di elevata
qualita. In fig.4.3/a & riportato il diagramma a bande dei due semiconduttori
isolati (prima della formazione della giunzione): il semiconduttore 1 (Ge) ha
energia di gap F'g; minore ed e supposto drogato di tipo p, mentre il semi-
conduttore 2 ha energia di gap Fg, maggiore ed & supposto drogato di tipo
n. Quando vengono posti in intimo contatto si verifica il flusso di elettroni-
lacune attraverso la giunzione fino a che non é raggiunto 1’equilibrio termico:
si forma una regione svuotata di donatori ionizzati nel lato n e di accettori
ionizzati nel lato p, allo stesso modo di quanto avviene in una omogiunzione
p-n. Per disegnare il diagramma a bande nella situazione di equilibrio dob-
biamo in primo luogo disegnare un comune livello di Fermi E; e collocare
rispetto questo, nelle regioni p e n neutre, le posizioni delle rispettive bande
di valenza, conduzione e livello del vuoto. Nella regione svuotata si varia
gradualmente il livello del vuoto dal semiconduttore-1 al semiconduttore-
2 ed infine si traccia ’andamento dei margini di banda FEc¢; , Ecy , Ev,
ed Ewv, disegnandoli paralleli al livello del vuoto; si ottiene cosi I’andamen-
to di fig.4.3/b. Di seguito sono riportate le grandezze che caratterizzano

I’eterogiunzione. Il potenziale di built-in & dato da:
Vi= (Vi 4+ Vi2) = & — @,

Dal momento che E¢; ed Ecy sono paralleli al livello del vuoto nei rispettivi
semiconduttori si vede che si forma una brusca discontinuitda AF, in banda

di conduzione data da:
AE, = Q(Xl - X2)

In modo simile abbiamo una discontinuita AFE, anche nella banda di valenza

data dalla differenza delle affinita delle lacune:

AE}/ = (Eg2 - Egl) - CI(XI - X2)
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Figura 4.3: Diagrammi a bande di energia per (a) due semiconduttori neutri isolati
e per (b) eterogiunzione all’equilibrio termico.

vale inoltre la seguente relazione
AEC + AEU - (Egg - Egl)

Le precedenti considerazioni si riferiscono ad una eterogiunzione di tipo ide-
ale; in un’eterogiunzione di tipo reale, a causa di diffusioni di materiale in
direzioni indesiderate durante il processo di crescita, interazioni chimiche di
varia natura, danni in corrispondenza della superficie di separazione, possono
nascere fenomeni quali strati di materiale all’interfaccia che rendono la giun-
zione graduale e non piu brusca, stati occupabili in banda proibita collocati
in prossimita dell’interfaccia che possono contenere una carica netta positiva
o negativa, strati all’interfaccia contenenti dipoli superficiali che concorrono a
modificare la caduta di potenziale sulla giunzione. Le modifiche del diagram-
ma a bande rispetto al caso ideale sono riportate in fig.4.4. Le applicazioni

elettroniche necessitano di eterogiunzioni della piu elevata qualita; a tal fine,
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Figura 4.4: Diagrammi a bande di un eterogiunzione non ideale: (a) stati occupa-
bili in banda proibita, collocati in prossimita dell’interfaccia, che possono contenere
una carica netta, (b) strati indesiderati all’interfaccia contenti dipoli superficiali,
(c) giunzione graduale.

occorre che i due semiconduttori abbiano la stessa struttura cristallina e la
medesima costante reticolare: quando cio accade si dice che il sistema e ” Lat-
tice matched“. Nei processi di crescita viene indicato con il termine “misfit”
la differenza fra la costante reticolare dello strato accresciuto e quella del
substrato; se la struttura non e “Lattice-matched” e quindi il “misfit” e el-
evato, si possono creare delle imperfezioni all’etero-interfaccia che possono

addirittura rendere inutilizzabile la giunzione per certe applicazioni elettron-
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iche. Esiste una considerevole liberta nella fabbricazione di eterogiuzioni: si
possono scegliere diversi materiali per ottenere i valori desiderati per le en-
ergie di gap F gy ed Fg; e per i cosiddetti “offset” di banda AFE, ed AE, che,
come abbiamo visto, sono i parametri piu significativi dell’eterogiunzione; si
possono verificare tre distinte situazioni quando accostiamo due differenti
semiconduttori che danno origine ad altrettante configurazioni, riportate in

fig.4.5.

E:\

Figura 4.5: Diagrammi di energia per discontinuita di banda di tipo 1 (a), 2 (b) e

3 (c).

4.1.2 Materiali impiegati nell’eterogiunzione

Quando viene costituita un eterogiunzione ponendo a contatto due differenti
semiconduttori, la struttura elettronica di ciascuno dei due rimane pressoché
invariata eccetto che nella regione di interfaccia; siccome le energie di gap
sono differenti, in corrispondenza dell’interfaccia sorgono delle discontinuita
sia in banda di valenza che in banda di conduzione, i cui parametri di controllo

sono gli offset di banda AFE, ed AFE,: tali parametri sono importantissimi per
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le applicazioni elettroniche in quanto determinano I’altezza delle barriere per
il trasporto delle cariche e le proprieta ottiche della struttura. Differenti val-
ori per tali offset possono essere ottenuti scegliendo differenti combinazioni di
semiconduttori. Le leghe conduttrici rappresentano un metodo naturale per
variare tali parametri: in esse infatti I’ampiezza degli offset varia in maniera
pressoché continua in funzione proprio della composizione della lega stessa.
Per fare un esempio prendiamo in considerazione il materiale a gap diretto
GaAs: se Palluminio (Al) viene parzialmente sostituito al posto del gallio
(Ga) durante il processo di crescita del cristallo, nasce una lega semicondut-
trice indicata con Al,Ga,_,As che ha circa la stessa costante reticolare del
GaAs; pertanto e possibile crescere uno strato di Al,Ga; ,As su substrato di
GaAs ed il sistema e perfettamente Lattice-matched. La quantita = e detta
frazione molare ed e il parametro che controlla la composizione chimica della
lega: puo variare nel range 0 < x < 11 cui estremi corrispondono alle leghe
binarie Arseniuro di Gallio (GaAs) per z = 0 e Arsenide di Alluminio (AlAs)
per x = 1; la caratteristica veramente importante e che I’energia di gap varia
in modo continuo ed in prima approssimazione lineare in funzione proprio
della frazione molare passando da quella del GaAs pari a 1.42 eV a 300 °K
a quella del AlAs pari a 2.17 eV a 300°K. Se si realizza una giunzione con
i semiconduttori GaAs e Al,Ga,_,As ci troviamo nella situazione descritta
in fig.4.6, nella quale si vede che in corrispondenza dell’interfaccia si hanno
discontinuita sia in banda di valenza che in banda di conduzione dovute alle
differenti energie di gap e quantificabili con gli offset AE, ed AE,. Ci in-
teressa principalmente il caso x < 0.45 in quanto, il Al,Ga,_,As esibisce un
comportamento da materiale a gap diretto; in questa zone le discontinuita

AE. ed AFE, variano approssimativamente con legge

AE, ~1.225z
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Figura 4.6: Discontinuitd delle bande di energia in una eterogiunzione
Al,Gai_zAs — GaAs

siccome vale anche che:

AE, ~ 0.62AE,

allora

AFE.~0.78z

quindi variando la frazione molare si possono controllare le caratteristiche
dell’eterogiunzione. Non sempre pero e possibile un perfetto adattamento
reticolare, a tale proposito si puo fare la seguente precisazione: nei processi
di crescita cristallina in cui si deposita su un singolo cristallo uno strato di
materiale diverso, tale crescita e detta epitassiale e con il termine misfit si
intende la differenza frazionale fra le costanti reticolari del substrato e del
film epitassiale. Se il misfit ¢ sufficientemente basso (minore del 7%) e se
lo spessore del film e al di sotto di un valore critico, tipico del materiale,
si ha un rilassamento degli atomi del film in direzione perpendicolare all’in-
terfaccia che riduce la forza elastica e mantiene gli atomi su piani paralleli
all’interfaccia stessa: tale tipo di crescita epitassiale e detta pseudomorfica; il
disadattamento reticolare dei materiali viene in questo modo assorbito elas-

ticamente riducendo la difettosita della struttura che si riflette direttamente
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sulle proprieta elettriche ed ottiche della giunzione. In ogni caso, per ottenere
eterogiunzioni della migliore qualita possibile, occorre utilizzare combinazioni
di materiali semiconduttori il piu1 possibile lattice matched; a tal proposito e
molto utile fare riferimento alla fig.4.7 dove vengono riportate le energie di
gap e le costanti reticolari dei piu comuni semiconduttori. Si vede benissimo
come il GaAs e I’ AlAs sono materiali che hanno all’incirca la stessa costante
reticolare e lo stesso si puo dire del composto ternario Al,Ga,_,As che si
trova sul segmento che unisce i due materiali: spostandosi su tale segmento
attraverso la frazione molare si puo idealmente variare ampiamente |’energia

di gap.

InSe
AlP CES 405

Eqg(ev)
pm

Figura 4.7: Energia di gap in funzione della costante reticolare.
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4.2 Applicazione dell’algoritmo numerico al-
la simulazione di RTD

Per applicare il nostro algoritmo di calcolo ad un caso concreto e testarne
I’efficacia, nel seguito del capitolo, simuleremo una struttura standard, spes-
so usata da altri autori e presa come test per il confronto dei risultati nei
diversi metodi numerici: tale dispositivo consta di un substrato in GaAs,
sopra il quale sono adagiati due strati di Aly3Gag7As dello spessore di 0.3
nm, separati da uno strato di GaAs di 0.5 nm che funge da pozzo quatistico
[18] [13] [19]. Si creano cosi due barriere dell’altezza di 0.3 eV. I lati esterni
delle barriere confinano con gli spacers, dello spessore ciascuno di 0.3 nm,
non drogati, che hanno lo scopo di evitare la diffusione del drogante all’in-
terno della regione attiva; la parte esterna del dispositivo ¢ quindi drogata
di tipo n con una concentrazione uniforme di donori pari a 2 x 10'% em 3.
Il diagramma a bande risultante ¢ mostrato in fig. 4.8. Il reticolo cristallino
entra nell’approssimazione di massa efficace, che risulta essere 0.0667 volte la
massa dell’elettrone libero. La regione simulata & scelta essere di 5.5 nm, ed
i numero di punti della griglia di discretizzazione pari a N, = 86, N, = 72.

Consideriamo le differenti utilita d’impiego fra il calcolo stazionario e quello
transitorio: di principio solo un metodo transitorio e utile nella simulazione
di fenomeni tempo-dipendenti, come la risposta del dispositivo ad un brusco
cambio di potenziale, o I'innesco di oscillazioni intrinseche come avviene nel-
I’RTD. Per contro i metodi stazionari, piu semplici e di piu rapida soluzione,
sono sfruttati per il calcolo della caratteristica I(V) statica, anche se & con-
troversa la questione di come un metodo stazionario possa essere in grado di
calcolare la corrente nei punti di instabilita del dispositivo (cosa che verra

discussa in sez.4.6).
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Figura 4.8: Diagramma a bande e profilo del drogante nel’RTD simulato

4.2.1 Determinazione della funzione di equilibrio

L’approssimazione dell’operatore collisionale di Boltmann con un termine a
tempo di rilassamento (vedi appendice (5.1)), richiede la conoscenza della
funzione di equilibrio termodinamico cui “tende” la f,,: tale funzione deve
rispecchiare il modo con cui gli elettroni si dispongono all’interno del semi-
conduttore per il solo effetto delle collisioni. L’unica funzione di equilibrio
termodinamico disponibile dalla teoria della meccanica quantistica, ed utile
ai nostri scopi, € la distribuzione di Fermi, applicabile pero solo nel caso
di semiconduttori omogenei. Nel caso reale di dispositivi ad effetto tunnel,

tale risultato non e sufficiente, in quanto solo sui contatti ¢ lecito pensare
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che il semiconduttore sia praticamente omogeneo (e qui appunto sono local-
izzati i reservoir, che immettono nel dispositivo proprio la distribuzione di
Fermi). Invece di identificare la funzione di equilibrio fy con quella di Fermi,
si preferisce stimarla approssimandola con la distribuzione di carica presente
nello specifico dispositivo, a zero bias (che indicheremo con f%) [20]; cosi
facendo, la scelta ricade su di una funzione che rappresenta il miglior “adatta-
mento” della distribuzione di Fermi, al particolare profilo di potenziale: essa
infatti tiene conto che in realta gli elettroni, in moto di agitazione termica
sui contatti, diffondono all’interno del semiconduttore, per poi interagire e
quindi essere riflessi dalle barriere. Le motivazioni quindi addotte a pro della

scelta fatta di fo = f2V sono le seguenti:

1) La densita di elettroni e la loro distribuzione varia significativamente in
prossimita delle barriere, cosa non prevista da una funzione di dis-

tribuzione che non dipenda dalla variabile z, come quella di Fermi,

cioe una fy = fo(p)
2) L’equazione di bilancio dettagliato & soddisfatta .

L’ultimo punto significa che con fo = f%, I'operatore collisionale & identica-

of

5¢ | o) Melle simulazioni di dispositivi non polarizzati (ovvero

mente nullo (

nel caso di stati di equilibrio). Lo si dimostra semplicemente, notando che la

IV & soluzione dell’equazione di Wigner e quindi annulla sia il primo mem-

bro della 1.28) che % |, (vedi (3.6)). Numericamente comunque, abbiamo
coll

verificato che le differenze nel calcolo della f,,, con 'una o I'altra funzione di

equilibrio, sono piccole e riflettono il fatto che 1’estensione della regione di

simulazione e dell’ordine del libero cammino medio degli elettroni, ovvero il

trasporto € principalmente balistico.
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Figura 4.9: fy alla temperatura di 77 K

4.3 Soluzione stazionaria

Si ¢ applicato I’algoritmo stazionario non autoconsistente discusso in sez.(3.2),
al profilo di potenziale precedentemente descritto, in assenza di polariz-
zazione: le funzioni di Wigner risultanti rispettivamente per T=77 K e
T=300 K sono mostrate in fig.4.9 e 4.10 e verranno discusse in dettaglio
nella prossima sezione. Come anticipato, tali funzioni verranno prese come

distribuzione di equilibrio f° nei calcoli successivi.

4.3.1 Calcolo del diagramma I(V) in assenza di colli-
sioni

Per il calcolo della relazione tensione-corrente del diodo, € necessario conoscere

come il potenziale applicato fra anodo a e catodo “cade” all’interno del semi-
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Figura 4.10: fy alla temperatura di 300 K

conduttore. Nel presente calcolo non autoconsistente adottiamo una ap-
prossimazione cosi detta a “iniezione di elettrone caldo” [21], nella quale si
assume che i contatti siano elettricamente neutri, che la caduta sia lineare e
che si localizzi sostanzialmente in prossimita della regione attiva. Il poten-
ziale di polarizzazione sara dato quindi da V(x) = Viies(x — 1) /(21 — 22) €
sovrapposto al profilo dell’eterostruttura; z; e , si posizionano a 30 A rispet-
tivamente prima della prima barriera e dopo la seconda. Come verificheremo
nel seguito, specialmente per valori alti di Vg, la precedente ¢ una buona
approssimazione del vero potenziale autoconsistente che calcoleremo in sez.
4.5. 1l diagramma I(V) risultante & riportato in fig. 4.11 in cui ¢ evidenziata
la regione a resistenza differenziale negativa (NDR). Notiamo inoltre come

la curva a 300 K mostri, contrariamente all’esperienza, una corrente di picco
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Figura 4.11: Diagramma I(V) nel caso di assenza di fenomeni collisionali (balistico)
per T=77 K e T=300 K

praticamente uguale a quella di 77 K, invece di essere notevolmente ridotta.
Tale incongruenza ¢ causata dall’omissione delle collisioni che, a temperatu-
ra ambiente, sono un fenomeno determinante nel moto degli elettroni: la
loro inclusione nel prossimo paragrafo, correggera tale tendenza, producendo
risultati in pieno accordo con le misure sperimentali. Commentiamo breve-
mente i risultati ottenuti nel corso della simulazione: in fig.4.9 & mostrata la
funzione di equilibrio (zero-bias) in cui ¢ evidente 1’elevata concentrazione di
elettroni nelle regioni degli elettrodi, e il loro brusco calo in prossimita delle
barriere. Piccole oscillazioni compaiono in varie regioni del piano, riflettendo
gli effetti di interferenza quantistica presenti all’interno del semiconduttore.

La fig. 4.12 mostra invece la funzione stazionaria di Wigner per una ten-
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Figura 4.12: Funzione di Wigner in corrispondenza del picco di corrente del
diagramma I(V)

sione di 0.11 V, che corrisponde al picco della curva I(V). Le oscillazioni
sono piu pronunciate, fino alla formazione di un minimo a wvalori negativi
della funzione, che non ha nessun corrispettivo classico e che caratterizza
la forte natura quantistica dei fenomeni di trasporto in questa regione della
caratteristica I(V). Inotre si vede come la zona di interferenza quantistica si
estenda fino a giungere in prossimita dei contatti. All’opposto, la funzione
di Wigner (mostrata in fig.4.13) per una maggiore tensione di 0.25 V e che
corrisponde alla corrente di “valle” & molto piu simile a quella di equilibrio.

Affinché i risultati delle simulazioni siano attendibili si deve garantire che
i limiti della regione di simulazione siano sufficientemente lontani dalle bar-

riere, altrimenti, se gli effetti di interferenza quantistica si estendono fino ad



Capitolo 4. Risoluzione numerica del sistema Wigner-Poisson 96

Densita 10’7 (cm?)

Figura 4.13: Funzione di Wigner nel punto di valle del diagramma I(V)

essi, ’assunzione che gli elettroni iniettati dai reservoir nel circuito siano in
equilibrio termico diventa inaccurata e artificiosa. Per forzare 1’annullamen-
to degli effetti quantistici sui bordi, oltre all’ovvio aumento della regione di
simulazione, si puo scegliere un N, sufficientemente piu piccolo di N, in mo-
do da annullare V(z,p) di formula (3.9) e conseguentemente della (3.5) sul

contorno, diminuendo quindi artificialmente la non localita del potenziale.

4.3.2 Presenza di collisioni

Vediamo come i diagramma I(V) precedente si modifica se si includono i
fenomeni collisionali elettrone-fonone. Gli eventi di urto sono caratterizzati
dall’avere una forte dipendenza dalla temperatura, essendo quest’ultima una

misura indiretta proprio dell’interazione fra portatori e reticolo. Nel nostro
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Figura 4.14: Legame fra tempo di rilassamento e temperatura [22]

modello la temperatura gioca un duplice ruolo: modifica il tempo 7 di rilas-
samento, come mostrato in fig.4.14, e la varianza della distribuzione di Fermi
nei reservoir. Un aumento di T provochera percio un maggior sparpagliamen-
to degli elettroni, favorendo il trasporto di tipo termoionico e quindi con esso
un generale aumento della corrente, ma anche un accoppiamento piu stretto
fra la f, e la f°, che contrasterd con la tendenza precedente. Ci aspetti-
amo in particolare che la presenza di quest’ultimo meccanismo interferisca
fortemente (e soprattutto) con i meccanismi di tunnel risonante, e quindi
particolarmente visibile proprio nella regione a resistenza negativa. Nella
NDR infatti la f,, & caratterizzata da una forma oscillante particolarmente
irregolare: come ogni fenomeno risonante, anch’esso € poco robusto e criti-
camente sensibile ad ogni interferenza che tenda “sporcare” la forma della

funzione, come l'inserimento della % . Una discussione piu approfondita

‘ coll

di quest’aspetto e possibile attraverso I'analisi delle cosi dette “traiettorie
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—x— T=77 k senza collisioni
8 —-0- T=77 k con collisioni -
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Figura 4.15: Effetto dell’inclusione degli urti nel diagramma I(V) dell’RTD

risonanti” di sez.4.7.

Abbiamo simulato il comportamento del diodo nel range di temperatura fra
50 e 300 K: in fig.4.15 ne sono riassunti i risultati salienti, che si dimostrano
in accordo con le precedenti affermazioni. Una conferma della validita del
nostro metodo numerico giunge dal calcolo della degenerazione del rapporto
picco-valle a causa dell’aumento della temperatura: i risultati illustrati in

fig.4.16 concordano infatti con la seguente formula sperimentale [23]

% =Rln %
in cui r = 5.35Q e Ty = 451.4 K, entro una precisione del 5%. In fig.4.17 ri-
portiamo il grafico della densita di carica nel dispositivo, ottenuta integrando
la f,(z,p,t) rispetto a p, a quattro differenti tensioni. Inizialmente la carica
intrappolata fra le barriere aumenta, ma dopo gli 0.11 V inizia a decrescere,

cosicché tale densita, al termine della NDR, e significativamente pill piccola
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rapporto picco-valle

Figura 4.16: Rapporto picco-valle in funzione della temperatura

-0-Bias =0.0V

-x- Bias =0.08 V
-+-Bias =0.16 V
-*-Bias =0.30 V

18

Densita (10 cm?)

- X(nm)

Figura 4.17: Densita di carica nel pozzo quantistico al variare della tensione per
T=300 K
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Figura 4.18: Densita di carica nel dispositivo al variare della temperatura

del caso zero-bias. Tale trend & confermato anche sperimentalmente [24].
Un ulteriore aumento della tensione ricrea un debole accumulo di carica nel
pozzo quantistico.

Il leggero aumento della densita di carica in prossimita dei lati esterni delle
barriere segnalato in fig.4.18, invece ¢ un effetto tipicamente quantistico e
riflette la natura non locale del potenziale. Infine confrontiamo il diverso
profilo di carica al variare della temperatura: ¢ evidente dalla fig.4.18 come

I’accumulo di portatori nel pozzo centrale a 300 K sia molto piu pronunciato

di quello a 77 K.



Capitolo 4. Risoluzione numerica del sistema Wigner-Poisson 101

T “}\\%\“\{“‘““““\‘
. j ‘ d\\\‘\ "‘\\\“‘\\“‘
9 3.0 “\ \\““!\’ \\\\\\ \:\\\\\“\\\\“\‘
~— 0 \\ il ‘ \ 1

Q

c

030

o]

O

60
40

600 20
t(fs) %00 0 X(nm)

Figura 4.19: Variazione temporale della corrente causata da uno switch da 0.13 a
0.22 Volt ad una temperatura di 77 K

4.4 Soluzione evolutiva

Nella presente sezione studieremo il comportamento transitorio dell’RTD,
in risposta a brusche variazioni del potenziale applicato: i risultati ottenuti
verranno poi (in sez.4.6) confrontati con quelli pitt completi delle simulazioni
auto-consistenti. Mentre uno stato stazionario, come diretta conseguenza
della legge di continuita della carica, prevede solo distribuzioni di corrente
costanti (tradotto in ambito circuitale, cio significa che al dispositivo descritto
¢ applicabile il secondo primo principio di Kirkoff, per contro in uno stato
transitorio il gradiente della corrente non e pitl nullo. La fig. 4.19 mostra
I’andamento della corrente all’interno dell’RTD a causa di una variazione
istantanea di tensione da 0.13 a 0.22 V. Si nota come il tempo di assestamento
del circuito (tempo di switch) sia dell’ordine dei 600 fs. Un’investigazione
delle caratteristiche degli stati risonanti ha mostrato che i tempi fra una

transizione e la sua inversa sono differenti fra loro: per il caso precedente
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Figura 4.20: Variazione temporale della corrente causata da uno switch da 0.22 a
0.13 Volt ad una temperatura di 77 K

infatti uno switch da 0.22 a 0.13 V richiede un tempo 1.5 volte inferiore (come
mostrato in fig.4.20). Tale osservazione, accoppiata con ’analisi del profilo
di densita relativo agli stati di partenza e di arrivo, presentato prima, indica
come il dispositivo richieda piul tempo a svuotare la carica immagazzinata

fra le due barriere, che ad accumularla.

4.4.1 Effetti delle collisioni nei tempi di switch

Per analizzare 'effetto delle collisioni nei tempi di switch, abbiamo calcolato
le distribuzioni stazionarie in assenza dell’operatore di scattering: ¢ emerso
che la densita di carica nel pozzo aumenta. Poiché quello che pesa di piu
nel tempo di transizione fra due livelli e la quantita di carica che deve essere
rimossa dal centro del pozzo, questo porta alla strana conclusione che le colli-
sioni hanno il paradossale effetto di diminuire i tempi di switch: un confronto
fra la fig.4.19 e la fig.4.21 conferma tale supposizione. Una giustificazione di

tale fenomeno segue dall’analisi delle traiettorie eseguita in sez. 4.7.
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4.5 Soluzione stazionaria auto-consistente

Mostriamo i risultati dell’applicazione del metodo di Newton, descritto in
sez.3.5, al calcolo del diagramma I(V) del’RTD. La determinazione della
soluzione auto-consistente del sistema W-P, richiede una stima iniziale del-
la f,,, necessaria per poter avviare ’algoritmo iterativo di Newton: la scelta
naturale e la soluzione stazionaria non autoconsistente dell’RTD, calcolata in
assenza di polarizzazione (ovvero quella di fig.(4.9)). Al termine dell’algorit-
mo di calcolo si ottengono il profilo e la funzione di Wigner auto-consistenti
del’RTD non polarizzato; tali funzioni sono scelte come punto di parten-
za per la seguente procedura: si incrementa la tensione applicata al diodo,
sovrapponendo al profilo di potenziale una funzione a rampa che crei un dis-
livello pari ad una tensione dV'; con questi nuovi dati si riapplica il metodo
di Newton: la soluzione trovata fornira il punto di partenza per un ulteri-

ore aumento di tensione. Raggiunta la tensione massima, quest’ultima viene

o
o

Corrente (10° Alcm?)

60

t(fs) 600 xtnm)

900 O

Figura 4.21: Variazione temporale della corrente causata da uno switch da 0.13
a 0.22 Volt ad una temperatura di 300 K: & evidente la diminuzione dello switch
time rispetto ai casi precedenti
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decrementata. Nel grafico di fig.4.22 si riportano i risultati relativi ad una
tensione massima di 0.4 eV, suddivisa in 40 step. Le simulazioni sono state
effettuate con T=77 K perché a tale temperatura il dispositivo mostra meglio
le sue caratteristiche peculiari quali il ciclo di isteresi e le oscillazioni intrin-
seche. Se paragoniamo i risultati ottenuti con quelli precedenti riportati in
fig.4.15 si nota che la corrente di picco si € mossa a valori piu alti di tensione,
come ci si potrebbe aspettare alla luce del profilo autoconsistente trovato in
fig.4.24 nel quale il potenziale del pozzo non ¢ cosi basso come approssimato
nel modello di caduta di tensione lineare. Conseguentemente una tensione
maggiore e richiesta per allineare il livello di Fermi con lo stato risonante.

Inoltre si verifica anche un’avvicinamento fra la tensione di picco e quella di

------ T=300K
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Figura 4.22: Diagramma I(V) autoconsistente con collisioni alla temperatura
di 77 K e 300 K; si nota come alla temperatura ambiente il ciclo d’isteresi sia
praticamente scomparso
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valle (piu simile ai risultati sperimentali). Il dispositivo mostra un compor-
tamento bistabile che, unito all’inerzia presentata nella ridistribuzione della
carica al variare della tensione, spiega la presenza del ciclo d’isteresi. Per una
stessa tensione sono possibili due distinte soluzioni del sistema W-P, che si
differenziano per la concentrazione di elettroni nella zona fra le barriere: in
una ve ne sono molti, nell’altra praticamente nessuno. All’aumentare della
tensione, l'iniziale quantita di carica nel pozzo tende ad essere mantenuta,
e il potenziale elettrostatico che ne deriva, disegna il primo braccio del ci-
clo d’isteresi. Al termine della NDR comunque, la carica centrale (come
gia osservato e in questa sede confermato), viene quasi completamente ri-
mossa. Quando pero la V ridiminuisce, al passaggio del livello risonante
nella regione proibita, non c¢’¢ piu nessun meccanismo che rifornisca di carica
il pozzo: gli elettroni dal lato catodico hanno un’energia troppo alta, mentre

quelli dell’anodo non ne hanno a sufficienza. Rispetto al caso precedente,

3.5
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Figura 4.23: Potenziale e densita autoconsistenti per ’'RTD non polarizzato



Capitolo 4. Risoluzione numerica del sistema Wigner-Poisson 106

tale deficit di carica deforma il potenziale auto-consistente, innalzando il di-

agramma a bande dal lato catodico dell’eterostruttura. Un riallineamento
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Figura 4.24: Densita e potenziale autoconsistenti
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dei livelli energetici della scatola quantistica, con gli stati occupati dell’an-
odo (indispensabile al riaccumulo di carica) richiede quindi una tensione piu
bassa. Conseguentemente la corrente manterra valori bassi di valle per un
range maggiore di tensione, tracciando il secondo braccio del ciclo d’isteresi;
in fig.4.25 mostriamo le due distinte distribuzioni di densita e potenziale che
originano i due rami del diagramma I(V).

I metodi stazionari autoconsistenti sono stati introdotti dalla necessita di
analizzare le caratteristiche statiche dei dispositivi, senza ricorrere ad i piu
onerosi metodi tempo-dipendenti: una critica verso tale impiego deve essere
mossa. Dimostreremo che nel range di tensione 0.24 - 0.26 Volt ’'RDT oscilla;
in questo caso come e possibile che un metodo stazionario sia in grado predire
il comportamento di un sistema dinamico? La risposta € che, poiché il sis-
tema oscilla attorno ad una soluzione di equilibrio instabile del sistema W-P,
¢ proprio tale stato instabile che emerge dal calcolo stazionario: il valore di
corrente statico precedentemente calcolato coincide infatti col valor medio
della corrente oscillante della soluzione dinamica. A riprova abbiamo preso
la soluzione stazionaria a (.24 V, e ne abbiamo seguito ’evoluzione tem-
porale: il rumore numerico e stato sufficiente affinché la corrente iniziasse
ad oscillare con le stesse modalita che risultano da un calcolo interamente
tempo-dipendente; cio e illustrato in fig. 4.29. Poiché il metodo Newton € un
metodo iterativo, riportiamo i criteri di convergenza adottati nelle presenti

simulazioni.

4.5.1 Criterio di convergenza

Stabilire un adeguato criterio di convergenza pone di fronte alla necessita di
prediligere la rapidita di calcolo (che nel nostro caso & un problema tutt’altro

che trascurabile) o la precisione dei risultati. Purtroppo si  riscontrato che
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Figura 4.25: Potenziale e densitd autoconsistenti per Vbias = 0.28 eV : con diretto
intendiamo che la soluzione & trovata aumentando il potenziale di polarizzazione,
con inverso ’opposto.
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piccoli errori possono essere disastrosi, in qualche caso, per la valutazione
dell’effettiva funzione di equilibrio; conseguentemente siamo stati costretti
a sacrificare lunghi tempi di calcolo (la cui entitd ¢ riassunta in tab.4.1)
in favore di criteri di convergenza particolarmente esigenti. Nell’algoritmo
Newton, un ovvio criterio di convergenza, € la verifica che ’equazione di

Poisson (3.41) sia soddisfatta con alto grado di precisione. Si & scelto
P,<10™® eVcon (0<i< N,) (4.1)

Tale criterio anche se necessario, non sempre ¢ sufficiente: per assicurarsi che
due successive soluzioni siano non oscillanti, dobbiamo richiedere che anche
le correzioni al potenziale, fra due successive iterazioni, in ogni punto, siano

praticamente nulle. Imponiamo

Su; <107% eVeon (0<i< N,) . (4.2)

4.6 Soluzione evolutiva auto-consistente

In contrasto col metodo stazionario, quello evolutivo cerca di seguire I’esatta
evoluzione temporale del sistema (dispositivo); condizione necessaria affinché
una soluzione tempo dipendente dell’equazione di moto (nella sua forma com-
pleta auto-consistente) sia plausibile, & che I’equazione di Poisson (in ogni
istante) sia risolta in maniera esatta, e non per successive approssimazioni
come avviene nella tecnica di Newton. La richiesta di consistenza fra la dis-
tribuzione di carica in un certo istante e il potenziale elettrostatico da essa
prodotto, ci fa quindi prediligere I’algoritmo di Gummel, presentato in sez.
3.5, al posto di quello di Newton. L’algoritmo di Newton era stato introdotto
per stabilizzare il metodo numerico stazionario e per accelerare la determi-

nazione di una soluzione congiunta delle due equazioni (Wigner e Poisson).
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Per un metodo di evoluzione, al contrario, se si sceglie una congrua condizione
iniziale e uno step temporale sufficientemente piccolo, le modifiche della f,,,
(e conseguentemente della distribuzione di carica), fra ¢ e ¢ + dt saranno
di modesta entita, permettendole cosi di adattarsi dinamicamente alla con-
seguente variazione del potenziale elettrostatico. Nel caso stazionario invece,
fra due successivi step risolutivi, le funzioni di distribuzione non sono forte-
mente correlate fra loro: questo perché una soluzione stazionaria non € un
problema ai valori iniziali, ma solo un problema ai valori al contorno. Quindi
€ necessario premunirsi affinché non si inneschino oscillazioni che minino la
stabilita del sistema numerico.

Ricapitoliamo brevemente 1'algoritmo di Gummel: il punto di partenza di
ogni iterazione e I’esatto profilo di potenziale ricavato integrando 1’equazione
di Poisson (3.36) rispetto all’attuale densita di portatori; si lascia quindi evol-
vere il sistema per un dt fissato risolvendo I’equazione transitoria di Wigner;
infine il potenziale & corretto in accordo con la nuova densita trovata. Il
procedimento prosegue finché, o si approda ad uno stato stazionario (sod-
disfacendo il criterio di convergenza sotto esposto), o si supera il numero
massimo di iterazioni prefissato. Per condizione iniziale nel calcolo del primo
punto del diagramma I(V) ¢ stata presa la soluzione stazionaria autoconsis-
tente dell’RTD non polarizzato: con una procedura del tutto simile a quella
di sezione precedente si € aumentato il potenziale fino a 0.4 eV, e si & decre-
mentato fino ad annullarlo; come anticipato, il risultato e che si riproducono
esattamente (anche se con un dispendio di calcoli notevolmente superiore) i
valori di corrente di fig.4.22, con 'unica differenza che nei punti in cui 'RTD
oscilla, quest’ultima é determinata come la media fra i valori massimo e min-
imo. Focalizziamo l’attenzione sulle soluzioni non stazionarie, che sono il

valore aggiunto alla modellizzazione del’RTD. La simulazione converge per
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tutte le tensioni eccetto quelle nella regione 0.24 < Vg, < 0.26 Volt. Come
mostrato nelle fig.4.27 e 4.26, ad ogni cambio di tensione, la corrente os-
cilla fino ad assestarsi o su un valore stazionario, o sulla propria frequenza

naturale di oscillazione. I tempi di assestamento sono dell’ordine del ps, e

54
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Figura 4.26: Switch in tensione fra 0.26 V € 0.27 V

raggiungono il loro massimo in vicinanza dei punti di instabilita: laddove
infatti sono sufficienti 1500 iterazioni per raggiungere uno stato stazionario a
0.31 V, per contro ne occorrono almeno 5000 a 0.27 V. Analizziamo la zona di
stabilitad (Vpias < 0.24 V e Vp;as > 0.27 V): per mostrare come le oscillazioni
originate da un cambio di tensione, qui siano effettivamente smorzate, ovvero
che il sistema tenda ad uno stato stazionario, riportiamo il grafico (fig. 4.26)
dell’evoluzione temporale della corrente del catodo, a seguito di uno switch
della tensione da (0.26 V a 0.27 V): le oscillazioni decrescono con regolar-

itd e decadono con una costante di tempo pari a 0.2 ps!; quindi detta A
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I’ampiezza delle oscillazioni:
A(t) ~ 0.6 107%e*/°

Viceversa, nella regione di instabilita, si innescano oscillazioni auto-sostenute,
come illustrato in figura 4.27, che mostra il risultato della transizione da
0.23 V a 0.24 V. In fig.4.28 riportiamo invece la transizione inversa ovvero
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Figura 4.27: Switch in tensione fra 0.23 Ve 0.24 V

fra 0.24 V (instabile) e 0.23 V (stabile). Come gia anticipato in sez.4.5,
per assicurarci che le oscillazioni intrinseche siano perpetue e non smorzate,
abbiamo simulato I'evoluzione del sistema (vedi fig.4.29) prendendo come
condizione iniziale la soluzione dell’algoritmo di Newton stazionario (risolta
con alto grado di precisione), per la tensione di polarizzazione di 0.24 V:
anche se molto lentamente si nota come si instaurino le stesse oscillazioni

precedentemente mostrate in fig.4.27.
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Figura 4.28: Switch in tensione fra 0.24 V ¢ 0.23 V
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Figura 4.29: Oscillazioni intrinseche innescate dal solo rumore numerico, alla
tensione di 0.24 V
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Basandoci sulle nostre simulazioni concludiamo che la regione di isteresi
¢ divisibile in due parti: una instabile (0.24-0.26 V) in cui P'RTD oscilla
sempre, ed una stabile (0.26 - 0.31 V) in cui eventuali oscillazioni, originate

da impulsi iniziali, si smorzano fino ad annullarsi.

4.6.1 Criterio di convergenza

Nel caso evolutivo, un criterio di convergenza si rende necessario quando si
voglia analizzare il comportamento globale dell’RTD su di un’ampia scala
di valori del potenziale, come ad esempio per il calcolo della caratteristica
tensione-corrente; come gia accennato nel paragrafo precedente, il diagram-
ma I(V) & identico sia che venga calcolato in maniera stazionaria sia evolu-
tiva. Nonostante il considerevole aumento del numero di calcoli richiesto in
quest’ultimo caso, il calcolo della caratteristica statica tramite simulazioni
tempo dipendenti € un’indispensabile verifica per la dimostrazione tutt’altro
che ovvia della validita del calcolo per stati stazionari. Dobbiamo quindi
stabilire quando una simulazione tempo dipendente approdi ad uno stato
stazionario. Dei due criteri dati in sez. 4.5.1 solo la (4.2) rimane valida e
applicabile, in quanto la (4.1) perde di utilitd poiché I’algoritmo Gummel,
risolvendo esattamente 1’equazione di Poisson ad ogni iterazione, annulla P;
durante tutto il corso della simulazione. Alla (4.2) perd possiamo affiancare
una nuova disuguaglianza che riguardi la densita di corrente, che adesso non
¢ piu uniforme lungo tutto il dispositivo. Diremo che una simulazione transi-
toria ha raggiunto uno stato stazionario quando la variazione §.J di corrente

diventa sufficientemente piccola:

§J = (Jmaz — Jmin) < 1000  A/cm?
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4.6.2 Efficienza computazionale

In questa sezione confronteremo i costi delle varie soluzioni adottate nell’anal-
isi del comportamento dell’RTD: dalla pili semplice soluzione stazionaria non
autoconsistente, alla complessa e onerosa soluzione transitoria autoconsis-
tente. Nelle considerazioni seguenti ci riferiremo a simulazioni protratte su
un range di tensione che varia tra 0 e 0.4 V, suddiviso in 41 punti, con un
incremento quindi di 0.01 V a punto. Il metro di misura sara il numero di
risoluzioni richieste del sistema Wigner-Poisson, per il calcolo di ogni sin-
golo punto del diagramma. Nel caso stazionario non autoconsistente tale
rapporto & ovviamente di 1:1; un calcolo stazionario autoconsistente (New-
ton) richiede in media dalle 50 alle 100 iterazioni; per contro il metodo non
stazionario (Gummel) richiede ben 5000 iterazioni a punto (il tempo di simu-
lazione e di 1 fs, mentre i tempi di assestamento del sistema sono dell’ordine
di 5 ps). Come anticipato in sez. 3.5 il fattore che abbatte i tempi di calcolo
nel metodo Newton stazionario, € il numero di termini cui si interrompe lo
sviluppo Dixon (3.49): il numero fra parentesi di tabella (4.1) sara relati-
vo proprio all’indice superiore della sommatoria. L’ultima colonna riporta i
tempi di calcolo, relativi ad un normale PC, che richiede circa 30 secondi per

ogni iterazione di calcolo.

Tipo di simulazione n. iterazioni richieste | CPU time (h)
Non auto-consistente 41 0.14
Stazionario autoconsistente (Newton) (1) 2200 7
Stazionario autoconsistente (Newton) (4) 800 2.5
Transitorio autoconsistente (Gummel) 20000 80

Tabella 4.1: Costi computazionali degli algoritmi risolutivi



Capitolo 4. Risoluzione numerica del sistema Wigner-Poisson 116

4.6.3 Origine delle oscillazioni intrinseche dell’RTD

L’origine delle oscillazioni intrinseche negli RTD e stata molto dibattuta e
tuttora non del tutto risolta: una prima spiegazione, proposta da Tsui e Cun-
ningham [25], attribuiva tale comportamento alla bistabilita del dispositivo,
ovvero la presenza del ciclo d’isteresi, congiunta con una sorta di meccanis-
mo feedback a carico del potenziale elettrostatico. Anche altri autori, ed in
particolare Buot e Jensen [20], ipotizzavano un’esistenza di tipo causa-effetto
fra isteresi e oscillazioni auto-sostenute, confortati dall’osservazione che nel-
la pratica sperimentale i due fenomeni quasi sempre coesistono. Viceversa,
ricercatori come Sollner, per esempio, si pongono in una posizione di netto
contrasto, affermando che al contrario le oscillazioni sono indotte nell’RTD
dai circuiti esterni, comprese le probes di misura. Le recenti simulazioni cir-
cuitali riescono a gettare una luce maggiore sul problema, permettendo cosi
di avanzare spiegazioni piu esaustive e probabilmente fondate [20]. Dai risul-
tati emersi nel corso delle nostre simulazioni, & possibile avanzare la seguente
giustificazione circa il comportamento oscillante dell’RTD: postuliamo che
le oscillazioni si origino a causa del passaggio del livello energetico discreto
(localizzato nel pozzo quantistico e che indicheremo con QWL), nella regione
proibita del catodo. Per regione proibita, non si deve intendere solo quella
corrispondente al gap che separa banda di conduzione con quella di valen-
za: una regione proibita puo anche crearsi sopra al minimo della banda di
conduzione, in virtu della quantizzazione degli stati elettronici fra la regione
del catodo e la prima barriera. Tale situazione ¢ mostrata in fig.4.30/A nella
quale si illustra come si possa formare un’ulteriore scatola quantistica, sta-
volta triangolare, tra catodo e zona centrale del pozzo quantistico (i cui livelli
energetici discreti saranno indicati con EQWL). In cio che segue spieghere-

mo come ’allineamento (e successivo disallineamento) fra QWL e gli EQWL,
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sia la causa delle oscillazioni ad alta frequenza simulate (e sperimentalmente
verificabili) del’RTD. Una diminuzione del QWL, con conseguente passag-
gio nella regione proibita, provoca ovviamente una caduta della corrente che
scorre nel dispositivo. Gli elettroni che successivamente giungono dal cato-
do, non riuscendo a oltrepassare la barriera, tenderanno a riflettersi indietro
dando vita all'immancabile effetto di interferenza quantistica fra onda viag-
giante e riflessa. E’ noto che il risultato di tale fenomeno & la creazione di
ripple nella densita di carica, con conseguente accumulo e deficit di elettroni.
Questa nuova distribuzione degli elettroni tende, aumentando la regione su
cui cade il potenziale, ad allargare la scatola triangolare, e quindi a formarvi
una distribuzione continua di livelli accessibili al suo interno (fig.4.30/B). 11
loro conseguente riallineamento col QWL, genera un nuovo aumento della
corrente nel dispositivo, che svuotando la regione del catodo, e ci riporta nel-
la situazione di partenza. Tali oscillazioni permangono quindi solo finché il

QWL ¢ al di sopra del minimo della banda di conduzione del catodo, il che si

0.3 T T T T T 0.3
02
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01  —

proibita <

EQWL

V(eVv)

V(eVv)

0
Regione|
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Figura 4.30: Giustificazione delle oscillazioni intrinseche. Nota: abbiamo am-
plificato la deformazione del potenziale, per motivi di esposizione, fra i punti di
massimo e di minimo della corrente durante un ciclo d’oscillazione
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verifica fino a una ddp 0.25 V, dopo di che, come gia rimarcato, svaniscono.

4.7 Calcolo delle quasi-traiettorie

Per completare il quadro e ’analisi delle proprieta dell’RTD, riportiamo il cal-
colo delle quasi-traiettorie, eseguito in conformita a quanto descritto in sez.
3.6. L’utilita dei seguenti risultati ¢ essenzialmente pratica e qualitativa: rius-
ciremo a caratterizzare il moto degli elettroni tramite delle quasi-traiettorie,
in maniera analoga a quanto avviene in ambito classico, rendendone cosi piu

intuitiva la comprensione. All’interno del semiconduttore verificheremo in-

A B
. Bariere / /

0.8
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: P
0.6 —//\ . ﬁx @
o UAE
N\ A
- S\
=0 e

1 1
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X (nm)

Quasi-tfraiettorie chiuse

Figura 4.31: Traiettorie f,, per RTD non polarizzato con T = 300 K
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fatti la presenza di traiettorie di “tipo classico”, ovvero conformi a quelle
classiche, relative ad un profilo di potenziale avente le stesse caratteristiche
di quello descritto; ma vi saranno anche traiettorie che definiremo “risonan-
ti”, del tutto estranee al mondo classico, e che saranno appunto stretta-
mente connesse col fenomeno del tunnel quantistico. Dall’osservazione delle
quasi-traiettorie, sara possibile sia prevedere il comportamento globale del
dispositivo, sia trarre conclusioni sulla dinamica del tunnel. Iniziamo con la
discussione del grafico delle traiettorie riportato in fig.4.31. Notiamo che gli
stati a bassa energia sono riflessi prima di raggiungere il bordo esterno della
barriera, mostrando cosi il carattere di non localita degli effetti quantistici.
Traiettorie chiuse esistono per basse quantita di moto, all’interno delle due
barriere. Altre “quasi-traiettorie chiuse” si generano al di sopra e al di sotto
dell’asse p = 0, (senza pero intercettarlo), e corrispondono alla regione in cui
fu € negativa. Tali traiettorie, prettamente quantistiche, non tagliano 1’asse
p = 0 e sono simmetriche rispetto ad esso. Possono essere interpretate, solo
se immaginiamo uno stretto legame di complementarieta fra loro. Ovvero,
se ammettiamo che la parte con p > 0 formi un tutt’uno con quella a p < 0,
possiamo vederle come regioni in cui la “particella” percorra la traiettoria
(nel senso della freccia) fino al suo limite estremo, e poi, istantaneamente,
cambi segno alla propria velocita (nel disegno di fig. 4.31 ad esempio la par-
ticella salta alternativamente da A" a A e da B a B'); tutto avviene come se
la particella fosse intrappolata fra due muri impenetrabili. Come anticipato
in sez.1.11, i punti di riflessione (A, A") sono proprio quelli che annullano il
denominatore della forza quantistica e che creano zone in cui le linee di flusso

alternativamente nascono e terminano (rispettivamente sorgenti e pozzi)
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Figura 4.32: Traiettorie f,, per RTD con Vp;,s = 0.03 Volt e T = 300 K

4.7.1 Trailettorie risonanti

Analizziamo adesso le traiettorie aperte che connettono anodo con catodo:
come ci aspettiamo, sono rallentate all’interno delle barriere ed accelerate nel
pozzo quantistico. Tali traiettorie, che definiremo “non risonanti”, “vedono”
quindi due distinte barriere poste in sequenza e le attraversano rapidamente.

Il loro tempo di permanenza all’interno del dispositivo, che qui riportiamo

Z‘m*
t(x) = —dx
() /%p

e plottato in fig. 4.35, in cui le curve sono parametrizzate rispetto alla quan-

tita di moto iniziale della particella.
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All’opposto le “traiettorie risonanti” (assenti nel diodo non polarizzato),
spendono molto piu tempo all’interno del pozzo quantistico, e vedono la
struttura a doppia barriera nella sua “interezza”. Le traiettorie risonanti si
manifestano non appena si applichi una tensione di polarizzazione al dio-
do e sono mostrate in fig. 4.32: in contrasto con quanto avviene nella fig.
4.31, gli elettroni che le percorrono, non vengono accelerati quando attraver-
sano il pozzo quantistico.FE’ interessante analizzare 1'effetto dello scattering
sulle traiettorie, che ci dara una conferma dell’utilita della precedente classi-
ficazione. La presenza di collisioni infatti, ci immaginiamo interferisca forte-
mente con le traiettorie risonanti poiché esse sono sia lente, sia legate ad una
certa coerenza di moto (non attraversano le barriere in maniera sequenziale,
ma le passano come fossero un tutt’uno). Le collisioni, che termalizzano la
distribuzione, ed il cui raggio d’azione ¢ dell’ordine del libero cammino medio
(o equivalentemente del tempo di rilassamento), dovrebbero rompere tale co-
erenza, costringendo percio gli elettroni all’attraversamento sequenziale (pil
rapido) delle due barriere, che abbiamo definito “non risonante”; quindi I’ef-
fetto globale dovra essere quello di aumentare le traiettorie non risonanti a
scapito delle altre. Questo & appunto cio che si verifica (vedi fig.4.33 e fig.4.34)
e spiega bene ’apparente paradosso menzionato in sez.4.4.1, ovvero che la
collisioni diminuiscono i tempi di transito degli elettroni nel dispositivo nella
regione NDR. Inoltre giustifica ’osservazione che le collisioni diminuiscono
anche la quantita di carica intrappolata fra le barriere, in quanto aumentando
le traiettorie veloci non risonanti, gli elettroni tendono a non soffermarsi den-
tro al pozzo quantistico. Come gia osservato in sez.4.4.1 il tempo di switch
ne risultera diminuito, essendo soprattutto legato necessita di rimuovere la
carica dal pozzo. In fig.4.36 riportiamo la forza quantistica sperimentata

dalle particelle che seguono una traiettoria non risonante (fig.4.36/A) e una
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risonante (fig.4.36/B): & evidente come in questo secondo caso gli elettroni

Barriera

p/h (1/nm)

T=77K
Traiet. 1= 0.4 1/nm

Traiet. 2= 0.38 1/mm

Traiet. 3 = 0.34 1/nm

50 x(nm)

p/h(1/nm)

0.0
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:

Vbias = 0.03V

20
B X(nm)

50

0.4

0.2
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/
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5

@)

x(nm)

50

Figura 4.33: Riportiamo un’indagine piu approfondita di alcune traiettorie signi-
ficative per illustrare le conclusioni del testo. Si sono scelte tre traiettorie, numer-
ate progressivamente, le cui quantitd di moto iniziale (corrispondente alla velocita
con cui la particella entra nel dispositivo) sono indicate nel riquadro in alto. In
assenza di polarizzazione (fig.A) le tre traiettorie rimbalzano e non riescono ad
attraversare le barriere. In fig.B sono mostrate le stesse traiettorie con una ten-
sione di polarizzazione di 0.03 Volt, ma senza l'inclusione delle collisioni: come
appare evidente diventano tutte traiettorie risonanti e attraversano il dispositivo.
Infine in fig.C sono state incluse le collisioni che hanno degenerato le traiettorie,
diminuendone la velocitd, e permettendo a due sole di attraversare il dispositivo.
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“sentano” esclusivamente una singola berriera e non una successine di due

barriere.

Infine, poiché si e verificato che la differenza dell’energia cinetica fra il lato in

Barriere

/\ - T =300 K
/L Traiet. 1= 0.52 1/nm

Traiet. 2= 0.47 1/nm

p/h (1/nm)
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B C X (nm)

Figura 4.34: Ripetiamo le operazioni descritte in fig.4.33 ma adesso alla temper-
atura di 300 K: in fig. A appaiono chiaramente le traiettorie non risonanti, presenti
anche in assenza di polarizzazione, grazie alla maggior dispersione termica della
distribuzione di elettroni entranti nel dispositivo, rispetto al caso di 77 K. Appli-
cando una tensione di 0.03 Volt, ma in assenza di urti, le traiettorie si modificano
e diventano risonanti. L’inclusione degli urti, come rimarcato, interagisce con le
traiettoire risonanti distruggendole e trasformandole in “non risonanti”.
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Figura 4.35: Riportiamo i tempi di attraversamento del dispositivo, perametrizzati
rispetto alla quantitad di moto iniziale dell’elettrone (fig.A) per I'RTD non polar-
izzato a 300 K. In fig.B confrontiamo i tempi di attraversamento fra le traiettorie
risonanti e quelle non risonanti: per esempio sono state prese le traiettorie (1) e

(2) di fig.4.34/A

cui le particelle entrano nella traiettoria e quello da cui ne escono e pari alla
caduta di potenziale fra anodo e catodo, esse esibiscono un comportamento

di “conservazione dell’energia”.

4.7.2 Conclusioni e sviluppi futuri

L’algoritmo di calcolo adottato nel presente lavoro si e dimostrato in gra-
do di eseguire un’adeguata modellizzazione di dispositivi ad eterogiunzione
“Lattice-matched”. Gli sviluppi futuri nell’ambito della produzione di diodi
risonanti, o piul in generale di dispositivi quantistici micrometrici, si prevede
si orientino verso 1'utilizzo di nuovi materiali, ed in particolare delle leghe
Si — Ge. I motivi sono del tutto pratici e di natura economica in quanto la
tecnologia al Silicio permette di ridurre sensibilmente i costi di produzione,
rispetto a quella ad esempio che utilizza leghe di Arsenuro di Gallio. In tale

ottica risulta particolarmente utile la possibilita di sviluppare attendibili cod-
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Figura 4.36: Forza quantistica sperimentata dalle traiettorie (1) e (2) di fig.4.34/B

ici di simulazione dei fenomeni di trasporto quantistico. Tuttavia gli attuali
codici non sono ancora in grado di simulare dispositivi in tecnologia S, poiché
I’adattamento di passo reticolare fra Si e GGe non e banale e richiede sofisti-
cate tecniche costruttive. Negli ultimi anni sono stati prodotti dispositivi
che, allo scopo, utilizzano i cosiddetti “substrati virtuali” e strati “stressati”:
tecniche in cui il reticolo cristallino si deforma, creando tensioni interne al
materiale con un conseguente aumento del tasso di urti fra elettroni e reti-
colo. Le modifiche da apportare ai modelli matematici dei semiconduttori
per descrivere tali fenomeni non sono ancora chiare ed in letteratura non e
reperibile nessun esempio di simulazione di dispositivi su S% — Ge. Riguardo
al presente lavoro, i risultati commentati nei capitoli 4 sfruttano i risultati

un codice implementato in ambiente C++ dal sottoscritto, mentre i disegni,
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salvo indicazione contraria, sono stati effettuati in ambiente MATLAB.



Capitolo 5

Appendici

5.1 Sviluppo in serie di potenze dell’opera-
tore pseudo-differenziale

L’operatore pseudo-differenziale, introdotto in sez. (1.8) ed indicato in for-

mula (1.30), che qui riportiamo

(HH[U])fw(x:pa t) =

2 h

Jw(z, ', 1) exp'® P dp'dn (5.1)

puo essere espresso in forma differenziale. La sua azione sulla f,, e infatti
uguale ad un opportuno sviluppo in serie delle derivate successive della f,
rispetto a p. L’utilita di tale sviluppo e sia teorica, perché permette di inda-
gare alcune proprieta dell’equazione di Wigner come l’esistenza e 'unicita
della soluzione, sia pratica, perché permette di definire la forza quantistica
(1.44), indispensabile nel calcolo delle traiettorie, che € I’analogo della forza
classica e vi si riconduce al limite &7 — 0.

Indicando con 7' = nh, sviluppiamo in serie la differenza che compare nella
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(5.1):

)\ Al dxA

Ulx+r'/2)=U(x—-1"/2) =

A A
r _—
2 2
I termini pari si cancellano, mentre i dispari si sommano

Uz +1'/2) = Uz —1'/2) _22;%; ( )A

Adisp.

L’operatore pseudo-differenziale si scrive quindi

(Hh[U])fw(m:pa t) =

dr! ei@=p)r'/h d)\U !4y
2 h2 re Z )\' de‘/\ fw( int)_

Adisp.

2 1 d\U o (7))
1 L (x)/drlezpr /R (%) /dp'fw(x,p',t)e’p”h (52)

o h2 )\! dx?

Focalizziamo 'attenzione sull’ultimo termine della formula precedente,

I\ A

. . . T I\ A
che ¢ la trasformata di Fourier della f,, da p’ in 7/, moltiplicata per (%) ;

nella notazione usata nel capitolo 1, quest’ultima si scrive

AN I\ A
(5) [anroer = (5) Fre)
cui possiamo applicare la nota formula
w0 = (1755 ) )
Esplicitandola nella (5.2) si ottiene

. A 2
S L (;) AV(r) / oy P Ful@ 1) [aveioer
3

1 p) )
2mh i Al dr op




Capitolo 5. Appendici 129

da cui, ricordando che
/dr'e‘i(”_p = Opp 2T

segue

(OalV]) fulz,p,t) =

1 1 (h)H AV (r) o (o.p. 1)

— > (5 — fu
) )
h}\disp_ A\ 20 dr* Op

che e la forma differenziale dell’operatore pseudo-differenziale.

5.2 Operatore collisionale e valutazione di 7

Nella presente approssimazione a tempo di rilassamento dell’operatore di
Boltzmann, I'inclusione delle collisioni nel moto degli elettroni, & descritta
per mezzo di due sole grandezze: la funzione di equilibrio termodinamica,
e il tempo di rilassamento 7. Dobbiamo precisare fin da subito che 7 &
un parametro che dipende unicamente dalla temperatura, a differenza con
quanto avviene nella descrizione di Schrodinger, in cui i tempi di rilassamen-
to dipendono anche dal numero d’onda k& (o equivalentemente dalla quantita
di moto p). Il motivo della maggior semplicita della formulazione di Wign-
er a dispetto della precedente, ¢ da ricercarsi nella seguente considerazione:
nella meccanica di Schrédinger, abbiamo gia rimarcato in sez. 2.3.1, il punto
di partenza di ogni calcolo pratico, rimane la simulazione del moto di uno
stato puro, ovvero di singola particella; ¢ chiaro quindi come il tempo medio
fra due urti debba dipendere dalla velocita dell’onda considerata: onde ve-
loci (con grandi k) avranno tempi di rilassamento piu brevi di quelle lente.
L’effetto complessivo delle collisioni infine sara mediato, una volta nota la
funzione di distribuzione delle particelle rispetto al numero d’onda. Nell’am-

bito della formulazione Wigneriana, cio non e piu applicabile, poiché uno dei
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sui punti di forza e proprio quello di descrivere 1’evoluzione di stati mists,
ovvero dell’ensemble di elettroni nel suo complesso, e non della singola onda
viaggiante. A riprova di cio ricordiamo che la f,(z,p,t), diventando anche
negativa, non e interpretabile come la probabilita che un elettrone al tempo ¢,
si trovi nel punto z, con velocita p/m; condizione quest’ultima indispensabile
per poter sfruttare la funzione 7(p), il cui significato fisico ¢ il tempo medio
fra due collisioni di un elettrone che abbia quantita di moto p; I'impiego di
7(p) richiederebbe quindi la conoscenza del numero di elettroni nel generico
punto (z,p) del piano dele fasi, mentre dalla f, possiamo ricavare solo il
numero complessivo di elettroni nella coordinata x. L’approccio a tempo di
rilassamento, offre quindi il vantaggio sia di semplicita implementativa, sia di
poter includere differenti meccanismi di scattering in un solo parametro. La
scelta dell’espressione appropriata da dare all’operatore collisionale nell’ap-
prossimazione a tempo di rilassamento, ¢ basata sulla necessita di rispettare
I’equazione di bilancio dettagliato. Da essa discende che, all’equilibrio, il ter-
mine collisionale si annulli; in altre parole, che le particelle che nell’unita di
tempo giungono in un generico punto (z,p), siano tante quante quelle che lo
lasciano. Inoltre richiederemo che non venga violata la legge di conservazione

della carica. La forma usuale

of

ot

_ I

T

(5.3)

coll
deve essere modificata. Determiniamo la corretta approssimazione dell’oper-
atore collisionale di Boltzmann (formula (1.9)) che qui di seguito riportiamo

af

815 - / dpl[Wp%P'f(xapI: t) - Wplkpf(m’p’ t)]

o

coll

Si definisce

—+oo
T(p) = / dp' Wy p

—0o0
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La condizione di bilancio dettagliato, e l'utilizzo di una costante di rilassa-
mento 7, suggeriscono di identificare

fO(p’ 33)

Wy =
per po(z)T

(5.4)

dove p(z) = fj;o dpf(p, ). Vediamone il motivo alla luce del significato di

W:; indichiamo
of
ot

Il secondo membro rappresenta infatti il numero di particelle che, nell’unita

_ / dp' Wy f(z, 9, 0)]

coll —oQ

di tempo, cambiano la propria quantita di moto da p’ in p. Lo si giustifica
in quanto W, s, che per ipotesi non dipende da z, ¢ la probabilita di tran-
sizione, nell’'unita di tempo, fra lo stato quantistico p' e p; cosi Wy, per
la densita di particelle nel generico z, contiene il numero di particelle che,
nell’unita di tempo, escono da un volumetto infinitesimo centrato in (z,p’)
e sono scatterate in un volumetto infinitesimo centrato in (x,p). L’integrale
Wpep fuw(z,p'), su tutti i possibili stati p', rappresenta quindi il flusso totale di
particelle entranti in (z, p) nell’'unita di tempo che, come detto, per soddisfare
I’equazione di bilancio dettagliato dovra essere uguale al numero di particelle
che lasciano tale il punto stesso. Nell’ipotesi che la distribuzione non sia trop-
po dissimile da quella di equilibrio e che gli stati siano tutti equiprobabili,

I'usuale approssimazione a tempo di rilassamento, identifica questa grandez-

Jo(p,x) _ Jfolp,x) ;D x)
T

za con . L’uguaglianza che ne deriverebbe 2 e ‘ porta alla

coll —
classica approssimazione a tempo di rilassamento (5.3) che nel nostro caso
non e del tutto soddisfacente infatti, come anticipato, vogliamo che la carica
totale in un generico punto x non vari a causa delle collisioni: questo sia
perché ipotizziamo che gli urti siano locali (ovvero portino solo una degen-

erazione della velocita degli elettroni senza che ne cambino istantaneamente

la posizione) sia perché vogliamo tutelarci affinché la carica totale all’inter-
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no del semiconduttore sia conservata; in altre parole cerchiamo una forma

dell’operatore collisionale tale per cui

boo[e of b Op(x)
/0 dx/oodpa w”—/o dx Y

Con la (5.3) la precedente equazione non ¢ in generale soddisfatta (lo sarebbe

=0 (5.5)

coll

solo se il sistema fosse chiuso o illimitato). La soluzione che si rivela piu
indicata é rinormalizzare la funzione di equilibrio rispetto alla densita di
portatori in ogni punto, ovvero identificare

of | _ folp,a)pla)

Ot | con 7po(T)
che, unito all’ipotesi che la probabilita di transizione non dipenda dallo stato
iniziale (stati equiprobabili), porta immediatamente alla (5.4). Quindi infine

I'operatore collisionale nell’approssimazione a tempo di rilassamento si scrive

WHerD|  —efjam it =

[p(z,t) fo(z-p) — po(z,t) f(2.p, )]

Si verifica immediatamente che cosi la (5.5) & sempre soddisfatta.

5.2.1 Valutazione numerica del tempo di rilassamento

I fononi (quanti di oscillazione del reticolo cristallino) si dividono in fononi
acustici ed ottici, a seconda della legge di dispersione che seguono: ad essi
sono connessi tempi medi di urto differenti. Nei semiconduttori inoltre sono
presenti anche meccanismi di urto estranei ai precedenti, come ad esempio lo
scattering con le impurezze, che hanno anch’essi tempi caratteristici propri.
Allo scopo di inglobarli in un unico paramentro 7, si sfrutta la regola empirica
di Matthiessen: detti 7; i tempi di rilassamento di un qualsiasi fenomeno

collisionale, la regola di Matthiessen sancisce che una buona approssimazione



Capitolo 5. Appendici

Meccanismi di scattering

Tempo di rilassamento (fs)

fononi acustici

Tro = 32/Vat?

e e _ 998
fononi ottici Tio = Jatmoat(nailal
impurezze T = 22282y (w/t) (1 1)
p tT a2 fol exp(as)(1—s)(1+as)~1ds
_ _E _ KgT
T = KpT L= ey

nw = [exp(E/KpT) — 1]

a= (1+ Et/R)Y/?

Tabella 5.1: Tempi di rilassamento [22]

per il tempo di rilasamento di tutti i precedenti fenomeni congiunti, qualora

siano meccanismi di scattering indipendenti fra loro ¢ dato da
1 3 1
T P T

In tab. 5.1 riportiamo i tempi tipici dei fenomeni collisionali determinan-

ti nella dinamica all’'interno del semiconduttore: come gia detto tali tempi

sono funzione dell’energia dei portatori nonche della temperaura. Cosi il
Temperatura (K) | Tempo di rilassamento (fs)
50 1322
7 525
100 321
200 129
300 97
400 85

Tabella 5.2: Tempi di rilassamento totali [22]
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parametro 7; da inserire nella formula precedente e calcolato come il val-
or medio su una popolazione distribuita secondo la distribuzione statistica
canonica: il sistema fononico, possedendo una maggiore capacita termica,
funziona da termostato per gli elettroni (infatti si parla di “bagno fononi-
c0”), a cui quindi possono essere applicate i risultati applicabili ai sistemi

canonici

1 OO 3/2
T; = (5/2) /0 %7 (z)exp(—x)dx

in cui I' € la funzione gamma di Eulero e x = % La tabella 5.2 riporta i

risultati finali del valore di 7 alle varie temperature.
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