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NOTA INTEGRATIVA IN RELAZIONE ALLA LEZIONE DEL 9 DICEMBRE 2013

Si riporta per esteso lo svolgimento di uno dei problemi discussi nella lezione di Lunedi 9 Dicembre
2013, poiché istruttivo ai fini dell’analisi della convergenza di successioni definite per ricorrenza.

1. (Problema) Data la successione definita (per ricorrenza) da

@ =3, A1 =a2(1 —ay), n=12,..., (1)
oo
discutere il carattere della serie Z -
n=1

1. (Svolgimento) Mentre & chiaro che non ¢ possibile (o ¢ molto difficile) dedurre da (1)
un’espressione esplicita di a, in funzione di n, si vedra che il criterio del rapporto consente
di concludere che la serie ) a,¢ convergente.

Preliminarmente, si osserva che tutti i termini della successione sono compresi tra 0 e 1.
Questo fatto si prova introducendo, al variare di n > 1, la successione di proposizioni

Prn: O0<a,<1,

la cui validita per ogni n > 1 segue facilmente per induzione. Infatti, naturalmente a; =
1/2 € (0,1) e Py ¢ vera. Sia ora vera P, ovvero sia ay € (0,1): da ag41 = a2(l —ax) e
dall’ipotesi induttiva segue immediatamente che axy1 > 0, poiché af > 0 e (1 — ax) > 0.
D’altra parte, ax+1 = apfag(l — ag)], ove ag(1 —ax) < 1/4 (la stima ottimale z(1 —x) < 1/4
per ogni z € R & elementare). Utilizzando di nuovo ay > 0 si ottiene ayjar(l — ag)] < ax/4;
poiché si ha anche aj < 1, si trova ag41 = agfag(l —ag)] < ap/4 <1/4 < 1.

In conclusione, si € provato 0 < agy1 < 1 e Pg41 € vera. Dunque P, & vera per ogni n.

A questo punto, ¢ immediato osservare che il rapporto a,11/a, ¢ tale che

a 1
0< 2 —g,(1-a,)<><1 (2)
an 4
(ove si & tenuto conto nuovamente di (1 — ) < 1/4), ed il criterio del rapporto consente di
concludere che la serie ), a, € convergente.

La convergenza della serie ) a, implica, in particolare, che a,, — 0, n — oc. E im-
portante sottolineare che la convergenza di a, a zero € un fatto che poteva essere mostrato
utilizzando argomentazioni che vengono qui messe in evidenza perché di pit ampio utilizzo.

La disuguaglianza in (2) mostra che la successione {a,}, ¢ monotona (strettamente)
decrescente; inoltre a,, > 0 cioe a, ¢ inferiormente limitata, e di conseguenza a,, risulta
convergente. Sia L il valore del limite: poiché a,, > 0 e a, < a1 = 1/2, a priori si ha
L €]0,1/2). Passando a limite per n — oo nella relazione ricorsiva in (1) si ottiene che L
deve soddisfare L = L?(1 — L): pertanto, o L = 0 oppure 1 = L(1 — L), che & impossibile
(Pequazione non ha soluzioni reali). Si conclude che L = 0.



